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3
Analise de estabilidade de um escoamento newtoniano

Neste capitulo apresenta-se a analise de estabilidade de um escoamento
com fluido newtoniano. Como ja foi dito, encontra-se a solu¢ao do regime
permanente, chamada de solucao base, para depois perturba-la com uma de-
pendéncia exponencial no tempo. Os campos perturbados sao aplicados nas
equacoes transientes de Navier-Stokes. Depois de linearizadas, as equagoes
sao discretizadas, dando origem a um problema de autovalor generalizado.

Em geometrias especificas as equagoes podem ser trabalhadas alge-
bricamente. Algumas variaveis podem ser apropriadamente escolhidas ou
ainda podem-se usar simetrias do problema para reduzi-lo. Por exemplo, a
estabilidade de escoamentos paralelos pode ser representada por um ope-
rador de quarta ordem, conhecido como Orr-Sommerfeld [5], [21]. A maio-
ria dos trabalhos encontrados na literatura sobre andlise de estabilidade
hidrodinamica de escoamentos paralelos usam a formulagao de funcao de
corrente dando origem ao operador de Orr-Sommerfeld. A discretizagao é
feita usando métodos espectrais, como em Dongarra et. al., 1996 [17] que
usa Chebychev-7. No presente trabalho, utiliza-se o método de Galerkin /
elementos finitos na discretizacao das equagoes em suas variaveis primiti-
vas. Da mesma forma que métodos espectrais, a discretizacao por elementos
finitos origina um problema de autovalor generalizado, porém com matrizes,
apesar de maiores, esparsas.

Como ja foi discutido, existe um grande desafio na solu¢ao do problema
de autovalor generalizado. Um novo método, tirando vantagem da estrutura
das matrizes e baseado em eliminacao gaussiana por blocos utilizando trans-
formacoes lineares, elimina os autovalores no infinito reduzindo a dimensao
do problema e o tempo computacional. A simplicidade matemaética asso-
ciada com um excelente ganho computacional torna o novo método uma
ferramenta bastante interessante. O desenvolvimento ainda mostra que o
nimero de autovalores no infinito é maior que o proposto por Christodoulou
& Scriven, 1988 [11]. Vamos mostrar que o nimero de autovalores no in-

finito é duas vezes o nimero de equacoes de residuo da continuidade, que é
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uma restricao e tem o mesmo numero que as variaveis de pressao, mais o

numero de residuos associados as condicoes de contorno essenciais.

3.1
Formulacao matematica

Primeiramente obtém-se o escoamento base (vg, pg), calculando a
solugcao em regime permanente com as condi¢oes de contorno apropriadas
na equagao de Navier-Stokes (2-8).

O objetivo da andlise de estabilidade linear é verificar a resposta da
solugao em regime permanente quando sujeita a perturbacoes infinitesimais.
Os campos perturbados sao escritos como a soma da solugao em regime

permanente e uma perturbacao infinitesimal:

v(x,t) = vo(x) + € v/(x)e”, (3-1)

p(x,t) = po(x) + € p'(x)e”". (3-2)

Sendo vg e py os campos de velocidade e pressao do regime perma-
nente. As incégnitas v/, p’ e o descrevem a amplitude e o fator de crescimento
da perturbacao, respectivamente.

Os novos campos, v e p, sao descritos pelo sistema de equagoes tran-
sientes de Navier-Stokes eq. (2-8) com as condigoes de contorno apropriadas.
Supondo que as perturbacoes sao pequenas o suficiente para que termos de

O(e?) possam ser ignorados, chega-se ao seguinte sistema:

Vv =0, (3-3)

Re[ov' 4+ vo-VV + V' - Vvg| = —=Vp' + V- [VV 4+ Vv'"], (3-4)

Observe que as incognitas do sistema sao as amplitudes das per-
turbacoes v', p’ e o fator de crescimento o caracterizando um problema
de autovalor. O sistema ¢ linear uma vez que os termos de O(e?) nao foram

considerados.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310291/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0310291/CA

Capitulo 3. Andlise de estabilidade de um escoamento newtoniano 37

3.2
Método de Galerkin / elementos finitos

A discretizacao das equagoes (3-3), ( 3-4) é feita utilizando o método
de Galerkin / elementos finitos com o objetivo de determinar o fator de
crescimento o, que sao exatamente os autovalores, e as amplitudes das
perturbacoes, v/, p/, sdo os autovetores. Usando o método de Galerkin, as
mesmas funcoes peso usadas nas equagoes de quantidade de movimento e
continuidade vao ser usadas para expandir o campo de velocidade e pressao,
respectivamente. Foram utilizados polinomios Lagrangianos biquadraticos
para os campos de velocidade, ¢; e polinomios lineares descontinuos para
a pressao, x. O residuo ponderado da equacao da continuidade e de cada

componente das equagoes de momento sao:

, ou,  Ovj
J — —h h . Q —

: , ou) ou Jug Jug
Rﬂnm:U/QReuhgbde +/S2Re[u08h+voayh+uha +Uh8 } i+

o 8U,h a¢] au/h, aUh a¢] / ) / )
[ph—l_zax]@x—i_{@y—'—@x dy dsr = p[n (=p'+ T)]:9; dl,
(3-6)

, , vy, dv, -, Ovg
Rﬁny:U/QRevhqudQ +/§2R6{u08:c+ By —+vha}¢]

ovy | 0, ou,  ov, | 0¢;
o 2 h J h h J Q / (! T/ ) 1—\
(3-7)

O escoamento é definido em um dominio bidimensional € limitado pela
curva I'. Cada campo do sistema de equacgoes perturbadas é aproximado
com uma combinacao linear das fungoes base ja comentadas.

, [ ] ) [zzm

uh:

Uma vez que todos os campos sao representados em termos das
funcoes base, o sistema de equacoes diferenciais parciais reduz-se a equagoes
algébricas em funcao dos coeficientes das funcoes base de cada campo e do
autovalor ¢. O nimero de equacoes algébricas é N = 2n + m, onde n é

o numero de funcoes base utilizadas para expandir cada componente da
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velocidade e m para expandir o campo de pressao. Na forma vetorial o

sistema de equacgoes algébricas pode ser escrito como:

onde R é um vetor coluna dos residuos ponderados e ¢ dos coeficientes da
expansao em elementos finitos que representa os campos de velocidade e

pressao.

2 n 1
R, ... Rl R,

R = [R!

- R? R* 'R R% .. R™",

my> 0 Llmy»

C = [Ula U27 (ERE) Una ‘/17 ‘/27 "'7Vna Pla P27 "'7Pm]T'

A ordem em que as equagoes e as varidveis se encontram nos vetores
R e c é fundamental para a realizagao do método que sera proposto, uma
vez que determina a estrutura matricial. As equacgoes algébricas, vindas
do processo de discretizacao, sao ordenadas de forma que as 2n primeiras
equacoes estao relacionadas as equacoes de quantidade de movimento e as
m ultimas relacionadas a equacao de continuidade. Da mesma forma, os
coeficientes das funcoes base, que sao as incégnitas, sao ordenadas de forma
que os 2n primeiros coeficientes sao relacionados ao campo de velocidade e
os m ultimos, ao campo de pressao.

Quando o sistema de equagoes é expandido em série de Taylor e
truncado na ordem O(c?), j& que se trata de perturbagoes infinitesimais,
obtém-se:

OR
—c=0.
doc
OR . e , ~

Sendo — a matriz de sensibilidade dos residuos em relacao aos
coeficientes dag perturbagoes. Por conveniéncia, divide-se a contribuicao
espacial e temporal:

IR =—-ocM+J,

doc
onde M, que é a contribuicao temporal e multiplica o fator de crescimento o,
é chamada de matriz de massa e J, que é a contribuicao espacial, de matriz
jacobiana. Assim, a discretizacao das equagoes perturbadas para a andlise de

estabilidade gera um problema de autovalor generalizado, nao-Hermitiano:

Jc = ocMe. (3-8)
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Chamando a contribuicao espacial das equagoes de residuo de Rs e
a temporal de Rt, escreve-se o vetor residuo como: R = ocRt 4+ Rs. E a

estrutura das matrizes fica sendo:

ORtI ORt],, 0 ORt],, 0
OUy, Ve oP,
M= _ ORt],, 0 ORt],, ORt,, .
ORt] 0 ORt] 0 ORt]
oU, Ve oP,
n n m
ORs! = | ORs! | ORs?
J ORs],, | ORs],, ORs},,
oU, k 8Vk 0P, k
ORs! ORs! ORs] 0 m
U, Vi, P,
n n m

3.3
Eliminacao dos autovalores no infinito

Como foi visto na se¢ao anterior, a analise de estabilidade d4 origem a
um problema de autovalor generalizado, equacao (3-8). A matriz de massa
M ¢ diagonal por blocos e singular uma vez que uma linha e coluna de

blocos sao nulas. A linha de blocos nulos vem da equacao da continuidade
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para liquidos incompressiveis, que nao traz derivadas temporais, logo nao

tem valores diferentes de zero nas entradas correspondentes na matriz de
ORs!
0Py

finitos da equagao (3-8) é menor que a dimensao do problema N = 2n + m.

massa, Mgsg = 0. Conseqiientemente, o numero de autovalores

Os autovalores que restam sao os chamados autovalores no infinito, pois uma
pequena perturbagao na matriz de massa com o objetivo de torna-la nao
singular, isto ¢ M* = M + €l, origina autovalores de médulo extremamente
grandes no espectro que crescem ilimitadamente quando € — 0. Erros de
truncamento cometidos ao resolver o problema de autovalor, equagao (3-8),
reflete como pequenas perturbacoes na matriz de massa e gera autovalores
infinitos. De acordo com Christodoulou & Scriven, 1988 [11], o nimero
de autovalores no infinito é igual ao nimero de restri¢oes algébricas do
problema discreto, ou seja, equagoes que nao tém a derivada no tempo e
sao linhas igualmente nulas na matriz de massa. Ou seja, acreditavam que
a dimensao do nucleo de M fosse exatamente o nimero de linhas nulas na
matriz. No caso de um escoamento viscoso com liquido incompressivel, as
restrigoes sao representadas pelas equagoes vindas da continuidade (nimero
de graus de liberdade associados a pressao) e ainda as condigoes de contorno
essenciais, Dirichlet. Veremos, entretanto, que o numero de autovalores
em infinito aparecem em maior nimero do que os previstos, somando ao
todo duas vezes o numero de restrigdes (duas vezes o nimero de graus de
liberdade associados a pressao) além das condigoes de contorno essenciais,
ou seja, a dimensao do ntcleo de M é maior que a soma de suas linhas
identicamente nulas.

A presenca de autovalores no infinito dificulta os calculos numéricos,
pois a maioria das técnicas iterativas para encontrar os autovalores favorece
os de maior médulo. Os autovalores no infinito devem ser eliminados ou
identificados de forma que o espectro seja confiavelmente encontrado. Como
vimos na secao 2.3, encontram-se na literatura técnicas para obter os
autovalores mesmo com a presenca de autovalores no infinito. Algumas
técnicas envolvem alto custo computacional como é o caso da transformacao
exponencial, [11]; outras requerem um conhecimento prévio do espectro,
como quando se usa a transformacao inversa com deslocamento cujos
autovalores encontrados sao os proximos ao parametro de deslocamento,
que tem que ser adequadamente escolhido, [15].

Na préxima sessao, um novo método para filtrar os autovalores no
infinito do problema (3-8) é proposto. A estrutura das matrizes massa e
jacobiana vindas da andlise de estabilidade sao usadas para eliminar os

autovalores no infinito.
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3.3.1
Método proposto para solucao do problema de autovalor generalizado

Seguindo a ordenagao das incégnitas e equagoes ja discutida, isto é,
primeiro velocidades e depois a pressao, tanto a matriz de massa como a

jacobiana sao divididas nos seguintes blocos:

My;| 0 |0\ n Jin [Jiz [ Jiz \ n
M = 0 My |0 | n J=| Jo1 | J22|J2z | n, (39
0 0 |0/ m Js1 |Js2| O m
n n m n n m

Os autovalores o do problema generalizado (3-8) sao as raizes do
determinante p(o) da matriz A =J — oM, p(o) = det(A). Dito de forma
diferente, estamos interessados nos valores de ¢ para os quais o sistema
homogéneo (J —oM)c = 0 tenha solugao nao trivial c. Em particular, se as
matrizes J e M fossem substituidas por duas outras JeM,o problema de
autovalor Jd = ¢Md teria os mesmos autovalores (generalizados) o que o
sistema original se o correspondente sistema homogéneo (j —01\7I)d =0 tem
uma solucao nao trivial d. Modificagoes convenientes estao relacionadas com
0 processo de resolver esse sistema homogéneo com eliminagao gaussiana
por blocos dos dois lados, operando em linhas e também em colunas.
Algebricamente, essas modificagoes sao feitas através da multiplicacao de
J e M por duas matrizes inversiveis X e Y independentes de o.

As b equagoes algébricas associadas com as condicoes de contorno
essenciais, nao dependem do tempo e os campos de velocidade perturbados
sao zero na fronteira. Vetorialmente, as equacoes que estao no contorno
representam zero nas linhas da matriz de massa e um apenas na diagonal
da jacobiana. Essas equagoes por serem aplicadas nas velocidades estao nos
dois primeiros blocos de J e M. Assim, as linhas e colunas relacionadas as
condicoes de contorno essenciais podem ser retiradas sem alterar as raizes do
polinomio p(o). As novas matrizes, quase iguais as antigas, mas sem as linhas
e colunas relacionadas as condicoes de contorno, sao chamadas: J?, MP e
AP = JP — o MP de dimensdo 2n +m — b e com o mesmo determinante

p’(0) = p(0). E conveniente redividir os blocos de AP:
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A]f1 (o) Alfz (o) Alfs m
AP = A3 (o) A3, (o) Ab, 2n—m—b (3-10)
Agl Ag’z 0 m

m 2n—m-—>b m

Os blocos AP, Ab, AP e AP, ndo tém nenhuma contribui¢io da matriz
de massa, conseqiientemente nao dependem do fator de crescimento o, o
autovalor. Observe também que esses blocos sao independentes do ntimero
de Reynolds, Re.

Queremos verificar que a submatriz retangular formada por
< AB AL, 0 ) tem posto maximo, ou seja, todas as linhas sao linear-
mente independentes entre si. A inica maneira de fazer J singular é através
do nimero de Reynolds, Re. Como a submatriz nao depende de Re, caso
tivesse posto menor seria para qualquer valor de Re, o que nao ocorre, uma
vez que a matriz original J para a maioria dos Re ¢ inversivel.

Al
O mesmo raciocinio se aplica a submatriz A5, |. Para uma

0
perturbagao que deixe livre o escoamento na direcao x e usando o método
de Galerkin no caso bidimensional, pode-se ver pelas equagoes (3-5) — (3-7)
Al
que o bloco (AR, AR, 0 ) =~ [ A,
0
Assim, é sempre possivel encontrar permutacoes de forma que os
blocos A%, e A, sejam inversfveis. Chamando A'germ a matriz obtida apds
permutar AP. Usando as matrizes definidas abaixo, que realizam eliminacoes
Gaussianas por blocos nas linhas e colunas, para zerar A5, e AB,. Mais

precisamente, define-se:

;&11(0') 1&12(0) ;&13
A= Ay(o)|Ax(0)| 0 | =T/ Alum Tu, (3-11)
A, 0 0
onde
L) 0 0 T, | —AS AR, | 0
To=| —ABAY  |Topy| 0 | To=| 0| Ipppy | O
0 0 I 0 0 I
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Sendo as matrizes Ty e T, triangulares inferior e superior respecti-
vamente e contendo um em todas as entradas da diagonal, o valor de seus

determinantes é um. O polinémio p; (o) da matriz transformada A

p1(o) = det(A) = det(Ty) det(Agerm) det(T,) = det(Agerm) = p(o).
(3-12)
A multiplicagao de Agerm por Ty e T, nao muda o espectro do prob-
lema original. E ainda, repare que a matriz transformada, A, é triangular
por blocos na direcao da diagonal secundéria, logo seu determinante ¢ igual
a: —det(Ays) det(Asy) det(Ags(o)). Somente Agy(o) depende do auto-
valor, e assim p(o), que é o polinomio original, tem as mesmas raizes que o
polinomio ps(0) = det(Asa(0)).
A matriz 1&22 = —Jﬁzz + 322 ¢ nao singular, no sentido de que
Mn tem inversa. Assim, o nimero de raizes do polinomio é exatamente
2n—m—>b que ¢é a dimensao da matriz Azz e o numero de autovalores finitos
no problema original. Com isso, tem-se que o nimero de autovalores que
estao no infinito é duas vezes os graus de liberdade associados a continuidade
mais os que vem das condicoes de contorno essenciais, 2m + b.
Como conseqiiéncia, a porcao finita do espectro do problema de
autovalor generalizado (3-8) pode ser calculada resolvendo o problema

reduzido:

(—0’ MQQ + 322) Co = 0, (3—13)

onde (2n —m — b) X (2n — m — b) matrizes Mo, e Jas sdo dadas por:

~ ~1 -1 -1
Joo = (353305 J01 +J51)(=J31 Jz2) + (=300 )T + I3, (3-14)

~ -1 -1 -1
My, = (_le)sJ]:i)3 Mli)l + Mgl)(_']gl ng) + (—J;’3J§’3 >M11)2 + Mg2-

(3-15)

Porque Mzz é inversivel, existe um problema classico de autovalor

correspondente,

M521322 Co = 0Ca. (3-16)
D

Repare que o problema transformado requer a inversa de algumas
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submatrizes. Uma delas é a matriz m xm, que vem do fato de J ?371 aparecer
na definicao de Ty. A submatriz ng_l que aparece na definicao de T, vai
ser calculada apenas quando J®; # —J ng. Ou seja, em alguns casos basta
calcular uma sé matriz inversa de tamanho mxm. E ainda, para transformar
o problema de autovalor generalizado reduzido em um cldssico, uma outra
inversa de tamanho (2n —m — b) x (2n —m — b), relativa & submatriz Mas,
também ¢é necessaria. Existem muitas situagoes em que é melhor calcular
o autovalor generalizado do problema reduzido, ao invés de inverter ﬁgg,
melhor nao apenas no sentido de custo computacional, mas também, e
principalmente, no sentido de precisao. Claramente, para muitos processos
iterativos relacionados com a computagao de autovalores, inversoes podem
ser substituidas pela solucao de sistemas lineares com estruturas especiais.

O método proposto elimina os autovalores que estao no infinito
vindos de sistema de equagoes com restricoes e transforma o problema
de autovalor generalizado em um menor de autovalor cldssico, no qual o
espectro corresponde a parte finita do espectro do problema original. Além
dos autovalores, os autovetores ¢ do problema original (J — cM)c = 0
sao computados em funcao do autovetor co do problema transformado
(—0’ Mgg + jgg) Co — 0.

O primeiro passo é eliminar as linhas e colunas relacionadas com
as condicoes de contorno essenciais. O autovetor correspondente cP, do
problema APcP = 0, é 0 mesmo que o original apenas sem algumas entradas
nulas que correspondem as condicoes de contorno.

Depois, faz-se uma permutagao para garantir que os blocos AP; e AD;
sejam inversiveis, o autovetor também sofre as mesmas permutacoes. Para

eliminar os blocos AS; e AB, a matriz sofre a seguinte transformagao:
T,AL, Tr = A
(A perm +r —

Usando o fato de que o det(Ty) = 1 e det(T,) = 1, o problema de
autovalor pode ser reescrito como:

T,Ab, . T.d=0 = Ad=0, (3-17)

perm

cb

onde d = T, 'cp, é o autovalor do problema depois de transformado. Por

conveniéncia, divide-se o autovetor da mesma forma que a matriz A:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310291/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0310291/CA

Capitulo 3. Andlise de estabilidade de um escoamento newtoniano 45

d1 m
d=1| d, |2n—m —0.
d3 m

Multiplicando a matriz A pelo vetor d, tem-se:

A di+Apdy+Agds =0
;&21 d1 + ;&22 d2 - 0
A31 d; =0.

Porque Ajz; é inversivel, a tnica solucao para Agy; dy = 0 é a trivial
d; = 0. Conseqiientemente, a segunda equagao torna-se ;‘:22 d, = 0, que
é exatamente o problema reduzido, eq. (3-13). A solugao nao trivial é o
autovalor do problema reduzido final c,. Finalmente o bloco dg pode ser
facilmente obtido calculando dg = —A37* 1112 Co.

Assim, o autovetor do problema apds as transformacoes a direita e a
esquerda, d, pode ser escrito em funcao do autovetor do problema reduzido

Co.

d= Ca . (3-18)

1 X
—A137 Az co

Facilmente cria-se um algoritmo relacionando os autovetores do pro-
blema original, ¢, com o problema reduzido trés vezes menor, cs.

Uma vez com o autovetor do problema reduzido, co, usa-se a relagao
(3-18) para encontrar d. Lembrando que o autovetor do problema original
sem as entradas relacionadas as condi¢oes de contorno de Dirichlet, ¢y, esta

relacionado a d da seguinte forma:

e, =T, d. (3-19)

Finalmente, acrescentando zeros nas entradas relacionadas as
condicoes de contorno essenciais do autovetor cp, tem-se o autovetor
do problema original (3-8), c.

Nos proximos capitulos, o método proposto vai ser utilizado na solugao
do problema de autovalor generalizado resultante da analise de estabili-
dade linear de um escoamento unidimensional (capitulo 4) e bidimensional

(capitulo 5).
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