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6
Escoamento de Couette de liquido viscoelastico: For-
mulacao unidimensional

Nesse capitulo a analise de estabilidade é estendida para escoamentos
com liquido viscoeldstico. Como exemplo, vamos analisar o escoamento
de Couette de um liquido cujo comportamento mecanico é descrito pela
equacao de Maxwell.

Como ja apresentado na segao 2.1, o sistema de equagoes que descreve
o escoamento de um liquido viscoelastico, modelado com a equacao consti-
tutiva de Maxwell é dado pelo sistema de equagoes (2-14).

Sabemos que para o escoamento de Couette com o liquido de Maxwell
existem resultados tedricos de Gorodtsov & Leonov, 1967 [3]. O que o torna
um excelente problema teste. Em seu trabalho, Gorodtsov & Leonov apre-
sentam o espectro analitico para o escoamento de Stokes (Re = 0) usando o
modelo de Maxwell (UCM). Reproduzir esse espectro numericamente é um

desafio ainda hoje.

6.1
Formulacao matematica

Seguindo a mesma idéia do caso Newtoniano, vamos repetir as
equagoes apresentadas na segao (2-14).
As equagoes em regime permanente, cuja solucao vai ser o escoamento

base a ser perturbado, sao:

V-v=0,
Rev-Vv=-Vp+V.-T.

lembrando que Re = pV L/u, com p sendo a densidade e pu, viscosidade. T
o tensor extra-tensao para um liquido viscoeldstico.
O modelo escolhido foi o de Maxwell devido ao trabalho analitico de

Gorodtsov & Leonov, 1967 [3], como ja foi dito. Em regime permanente o
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modelo de Maxwell é:

T+ We T(l) :"')/,

onde Ty = v - VT — (Vv)T — T(Vv)! é a derivada convectada e
Y= (VV + VVT) é o tensor taxa de deformagao. We = V@/L é o nimero de
Weissenberg e # o tempo de relaxacao do liquido. O gradiente de velocidade
¢ definido como Vv = ﬁeiej.

Ox;

A geometria usada aqui continua sendo a mesma apresentada pela
figura 4.1, escoamento entre duas placas paralelas e infinitas com velocidade
U = +1 nas fronteiras y = +1. Essa nao é exatamente a mesma geometria
usada por Gorodtsov & Leonov, 1967 [3], que consideram somente a metade
superior. Levando essa informacao em consideracao os resultados podem ser
comparados sem nenhuma perda.

A solucao do escoamento de Couette, de um fluido de Maxwell, pode

ser obtida analiticamente:

2We 1 0
Vo = (yv Ov O)a bo = 0 and TO — 1 0 0 . (6-1)
0 0 0

O principal objetivo do estudo da estabilidade é determinar se o escoa-
mento em regime permanente pode se tornar instavel ao sofrer perturbagoes
infinitesimais. Como ja foi explicado, a estabilidade vai ser analisada resol-
vendo o sistema transiente para o comportamento a longo prazo da solugao
em regime permanente perturbada com uma dependéncia exponencial no
tempo. Escrevendo os campos como sendo o escoamento base mais uma
perturbagao seguindo a teoria de modos normais, apresentada na segao (2-
16), uma onda de amplitude v/,p" ou TV e comprimento de onda 1/« na

direcao do escoamento x, tem-se:

v(x,t) = vo(x) + € V/(y)e' >, (6-2)
p(X, t) _ pO(X) te p/(y)eiaI+at, (6—3)
T(x,t) = To(x) + € T'(y)e" >+, (6-4)

lembrando que vg, pyg e Ty sao os campos de velocidade, pressao e tensao

do escoamento base ja conhecido e apresentado na equacao (6-1). O nimero
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de onda a é um parametro escolhido varrendo a faixa de interesse. As
amplitudes v/, p/, T’ e o fator de crescimento da perturbacao o sdo as
incognitas caracterizando um problema de autovalor. Procura-se o sinal
da parte real dos autovalores para prever se o escoamento, com dados
parametros («, Re), é ou nao estavel.

A velocidade v, pressao p e tensor das tensoes T do escoamento
perturbado satisfazem as equagoOes transientes, apresentadas em (2-14) e

repetidas aqui:

V.-v=0,
ov

RG[E—FV-VV]:—VP—FV'T,

T+ We %—rf +(u-V)T — (Vu)T — T(Vu)’' | = Vu + (Vu)?,

Lidar com liquidos viscoelasticos numericamente é bastante compli-
cado, especialmente o modelo de Maxwell. Muitas instabilidades numéricas
sao encontradas. Com isso, estudos anteriores sugerem alguns tratamentos
nas equacoes a serem discretizadas. No caso do escoamento de Couette com
liquido de Maxwell, mesmo a solugao em regime permanente sendo encon-
trada analiticamente, a analise de estabilidade é realizada numericamente.
Os resultados obtidos quando a discretizagao foi feita no sistema (2-14)
nao foram satisfatoérios, por isso, optou-se por seguir algumas alteracoes no
sistema de equacgoes propostas nos ultimos anos na literatura.

Seguindo a sugestao de Szady et al, 1995, [16], uma varidvel adicional
é acrescentada na modelagem. O gradiente de velocidade, Vv, vai ser
tratado como uma variavel independente, G. Isso permite que a relacao
entre tensor das tensoes e do gradiente de velocidade, que aparece na
equacao constitutiva, seja melhor representada, uma vez que as variaveis
envolvidas,T e G, podem ser modeladas em um mesmo espaco base.

Veremos que a escolha adequada das funcoes base para discretizagao
dos campos é fundamental para o sucesso do modelo numérico. A dis-
cretizacao utilizada pode introduzir autovalores espirios no problema, que
nao fazem parte do operador original.

Sendo um escoamento incompressivel, V - v = 0, entao, Pasquali &

Scriven, 2002, [30] sugerem que a relacao de Vv e G seja:

(V-v)I
G—VV—FW

Com o objetivo de recuperar a solucao analitica apresentada por

~0. (6-5)
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Gorodtsov & Leonov, 1967, [3], o nimero de Reynolds vai ser zero, Re = 0.

Assim, o sistema modificado torna-se:

V-v=0,

Re[g—z—l—(v'V)V]—l—Vp—V'T:O,
T

T+ We EJru-VT—(G)T—T(G)T - (G+GT) =
(V-v)I

KGr Vv + (D) =0.

0, (6-6)

O sistema de equagoes lineares encontrado depois de substituir os

campos perturbados egs.(6-2)—(6-4) no sistema de equagbes transientes

eqs.(6-6) e desprezando os termos de ordem superior é dado por:

Continuidade:
1o’ + d—vl = 0;
dy

Modelo de Maxwell (UCM):

(cWe+ )T, —2WeT,, — (4We? 4 2)Gpp — 2WeGy, = 0,

(cWe+ S)T,, — Wel,, — WeGpe — Goy — 2We? + 1)Gyp —

(ocWe+ S)T,, — 2WeG,, — 2G,,, = 0;

onde S = [1 + Weiay].

Equacoes de balango de quantidade de movimento:

/

dT;, ,
Re [(o +iay)u + '] = —iap’ + d_y + T, =0,
T/ Y
. dn'
Re[(o +iay)'] = —F + d—;y +iaT,, = 0;

dv’
—Liau + 31— + Gu = 0,
.
_d_z + Gy =0,
—tav’ + Gy =0,
, dv’
\%zau’ - %d_y +Gyy = 0.

(6-7)

WeG,, =0,

(6-9)

(6-10)

Assim, as incégnitas do problema perturbado sao: p/, T/, v/ e G que

sao as autofuncoes e ainda o fator de crescimento da perturbacao o que é o

autovalor.
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Note que, assim como no caso Newtoniano (equagao (4-3)) as condigoes
de contorno para o sistema modificado que descreve os campos perturba-
dos sao de Dirichlet homogéneas, pois as condicoes de contorno de nao-
deslizamento e impermeabilidade do liquido nas paredes sélidas sao satis-

feitas pelo escoamento base.

6.2
Resultados analiticos de Gorodtsov & Leonov

Voltamos as equagoes governantes originais para um liquido de
Maxwell, sistema (2-14). Repare que, seguindo a idéia usada para chegar
ao operador Orr-Sommerfeld (4-10), podemos manipular algebricamente as
equagoes acrescidas da equacao constitutiva e chegar a um operador similar
para liquido viscoelastico. Esse operador de Orr-Sommerfeld generalizado
pode ser encontrado nos trabalhos de Gorodtsov & Leonov, 1967 [3] e Re-
nardy & Renardy, 1986 [9], por exemplo. Em nossa notagao o operador

é:

d? d
[SZd—yz - 2@'on63@ —2a*We? — aZSQ} (6-11)
d? d
[d_yz + 2ioneSd—y —a® - 20[2W62:| b=
d2
= S3Re(iay + cr)(d—y2 —a?)op

onde, S =1+ We(o +iay).
Observe que se a contribuicao elastica for eliminada, We = 0, a

equacao do fluido de Maxwell se reduz a lei constitutiva dos fluidos Newtoni-
anos, e assim o operador que sobra quando se faz We = 0 na equagao (6-11)
estd em negrito e é exatamente o operador de Orr-Sommerfeld (eq.(4-10)),
como esperado.

Assim como no caso Newtoniano, encontra-se com freqiiéncia na
literatura a discretizagao do operador e condigoes de contorno por métodos
espectrais, como por exemplo nos trabalhos de Sureshkumar & Beris, 1995
[15], Wilson et. al., 1999 [24].

Gorodtsov & Leonov, 1967 [3] desenvolvem um estudo analitico
também usando o operador. Segundo eles, para o limite Re — 0, o es-
coamento de Couette para o liquido de Maxwell é estavel. O espectro é

composto por uma parte discreta e outra continua. Adaptado para a nossa
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geometria e ilustrado pela figura 6.1, o espectro continuo localiza-se no

intervalo entre 0 = ——— 4+ 1 e 0 = “We 1 e o discreto é dado por:
e

e
o = —(ia)c e seu conjugado, onde c¢ é:

c=3+iA+/1/4— A2+ B sendo § = /1 + Wel —2)

aWesinh(a) sinh(afWe)—a?BWesin(aWe)

A= 202 W e|cosh(a) cosh(afW e)—cos(aWe)—FW e sinh(a) sinh(aWe)]

B — aWegsinh(a) cosh(afWe)+a?BWe cos(aWe)—(a cosh(a)+sinh(a)) sinh(afWe)
o 202 BW e|cosh(a) cosh(aSWe)—cos(aWe)—BW esinh(a) sinh(afWe)]

15
1 ¥ —-1/We +io 1
alell
0.5 A
[@)]
g |
-0.5F A
ap * —1/We — i o lcTIIR
s ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
-0.11 -0.1 -0.09 -0.08 -0.07 -0.06 -0.05
real

Figura 6.1: Autovalores divididos entre um par conjugado discreto e um
segmento continuo encontrados analiticamente por Gorodtsov & Leonov,
1967.

Veremos que os autovalores discretos sao recuperados com facilidade
se comparados com a parte do espectro que é continua que apresenta
uma convergéncia mais lenta. A presenca do espectro continuo agrega
dificuldades no calculo numérico e é o responsavel pela dificuldade de

obtencao numérica do espectro previsto por Gorodstov e Leonov, 1967.

6.3
Solucao pelo método de Galerkin / elementos finitos

Como no caso Newtoniano, a escolha do método de elementos finitos
para discretizacao do sistema de equagoes se deve principalmente a possi-

bilidade de extensao dessa analise para escoamentos complexos.
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O sistema de equacoes diferenciais a ser discretizado é dado pelas
equagoes (6-7) - (6-10), lembrando que o gradiente de velocidade Vv foi
considerado como uma variavel independente G.

Assim como na secao 3.2, as funcoes peso usadas nas equacoes de
momento sao as mesmas usadas para expandir os campos de velocidade
e sao polinomios quadraticos lagrangianos ¢;, que localmente podem ser
vistos na figura 4.2. As fungoes peso usadas na continuidade vao ser os
mesmos polinomios lineares descontinuos y; usados para expandir o campo
de pressao, mostrado para cada elemento na figura 4.3. No caso do liquido
viscoelastico as fungoes peso da equacao constitutiva que serao as mesmas
fungoes base usadas para expandir o tensor das tensoes T também tém que
ser escolhidas. Seguindo uma das combinagoes de espacos possiveis para
a solucao de escoamentos viscoeldsticos por elementos finitos, escolhemos
inicialmente polindémios lineares continuos v;, mostrados pela equacao (6-

12) e na figura 6.2, no ponto de vista elementar.

—(€-1)
5

dole) = £ (6-12)

¢1(§) = 9

v vo(E)

g=-1 —&  g=1

Figura 6.2: Elemento linear continuo

Lembramos que a escolha dos espacos usados para expandir os campos
nao pode ser qualquer. Baaijens, 1998 [22], faz uma revisdo comparando
resultados de algumas possiveis combinagoes de espacos e métodos de
estabilizagao numérica bem sucedidos na solucao do regime permanente de
escoamentos com liquidos viscoeldsticos. A varidvel G foi introduzida para
que na equacao constitutiva os campos de tensao e o gradiente de velocidade
fossem bem descritos. Logo usaremos o mesmo polinomio usado em T para
expandir G, ou seja, ¢; = 1, ainda que essa nao seja uma exigencia
para estabilidade da combinacao dos espacos, existem outras combinacoes

estaveis.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310291/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0310291/CA

Capitulo 6. Escoamento de Couette de liquido viscoeldstico: Formulacdo unidimensional 88

Como exemplo, sao apresentados os residuos ponderados da equacao
(6-7), e os primeiros componentes dos sistemas de equagoes (6-8), (6-9) e

(6-10), respectivamente:

. ! dv,
R = / (z’auﬁl + —h) X; dy (6-13)
-1 dy

1
R, =o / (We T, ), dy + (6-14)

1

TYh

1
+ / <ST32xh —2WeT!. —— (4W€2 + 2)Ga:mh - 2W€nyh> 1/}j dy
-1

1
R = a/ (Re )¢ dy + (6-15)
-1
. 1 d¢,
4 / (Re (z’ozyu;l + U’) + @'ap;l — iOzT;zh) o; dy + / (T:z/:yh)d_y] dy.
1 -t
. /1 Lo + 1%% o o d (6-16)
— ——1au -~ 7 Tx j B
L 3 21 5 h| P Y

onde os campos sao expandidos, dentro de cada elemento, pelos seguintes

polinoémios:

> Tawts Y Tiawthe
k=1 k=1

> Tiowths Y Toathe
k=1 k=1

linear descontinuo linear continuo

Y

ph=> Pexr Th=
k=1

ZUk¢k ng&ﬁk Zgui&Pk
_ k=1 k=1

| k=1
u, = n ) (;h - m m

E Vi Pk E G121k E Ga21, Pk
quadratico linear continuo.

Observe que, neste caso unidimensional, nao aparecem derivadas nos

componentes do tensor extra-tensao referentes ao termo convectivo da
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equacao constitutiva de Maxwell. Por esse motivo, nao é necessaria a
realizacao de uma integracao por partes na formulacao fraca dos residuos
dessa equacao.

Fazendo exatamente a mesma analise do caso newtoniano depois
de discretizado o sistema se transforma em um problema de autovalor
generalizado: Jc = cMc.

Antes mesmo de adaptarmos o método de solucao apresentado ante-
riormente para eliminar os infinitos para o caso de escoamento viscoelastico,
o método QZ foi utilizado para obter o espectro do problema de autovalor
generalizado. O objetivo é comparar a discretizacao por elementos finitos
desenvolvida neste trabalho com a discretizacao por métodos espectrais
apresentada na literatura. Novamente a matriz massa apresenta blocos de
zeros e conseqlientemente introduz autovalores no infinito. Por isso, uma
generalizacao das transformacoes propostas na secao 3.3.1 vai ser feita para

o liquido de Maxwell posteriormente.

6.4
Resposta para o caso limite de We = 0 - escoamento Newtoniano

Com o objetivo de validar o método, vamos usar os parametros
apropriados para que o espectro Newtoniano apresentado por Bottaro, 2003
[31] e 0 obtido com o modelo Newtoniano no capitulo 4 seja recuperado. O
parametro elastico We = 0 ja que o liquido é Newtoniano, Re = 500 e
a = 1.5, como no trabalho a ser comparado.

O espectro apresentado por Bottaro, 2003, mostrado na figura 4.9,
é composto por autovalores discreto, todos com parte real negativa. A
maior parte do espectro se encontra destribuida pelo eixo real, sendo
que proximo ao eixo imaginario os autovalores deixam de ser reais para
aparecerem em pares conjugados, formando dois ramos. A formulacao
apresentada nessa secao considera os componentes do tensor das tensoes
variaveis independentes relacionadas algebricamente com as velocidades, ja
que no programa o liquido pode ser de Maxwell. Os componentes do tensor
das tensoes estao sendo aproximados por fungoes base que sao polinémios
lineares continuos. Por isso, ao se referir a essa formulacao, usaremos o nome:

formulacao T, (Tensao linear continua). A formulagao T recuperou parte

do espectro de Bottaro, 2003, porém introduziu um segmento de autovalores,
parecendo a discretizacao de um segmento de espectro continuo. Diferente
dos autovalores esptrios encontrados na secao 4, com essa formulacao eles

aparecem na regiao de perigo, com parte real praticamente zero, ou seja,
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indicando que escoamento esta préximo de se tornar instavel, o que nao
é verdade. A figura 6.3 mostra o espectro encontrado juntamente com o
apresentado por Bottaro, 2003. A figura também ressalta alguns autovalores
cujos autovetores serao estudados. Acreditamos, com base no estudo do
caso Newtoniano, que os autovetores podem ser indicativos de autovalores

espurios, por isso vamos estudar alguns autovetores.

autovalores — com We=0, alfa=1.5 e NELE =100

2 |- .
15F B
1+ 0-A i
®
® pa
05 ® @ i
(¢} D ® ©®
0% x X O XO XO XOxO0Ox Ot O O
B pd
© ©
-0.5F © ® =
(2]
1k @ J
GAC
-1.5F B
% presente trabalho, ‘I'IC
o1 O Bottaro, 2003 i
I | | | | |
-3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0

Figura 6.3: Comparando o espectro apresentado por Bottaro com o espectro
da presente formulacao, que considera os componentes do tensor das tensoes
como variaveis independentes e discretizadas com uma funcao base linear
continua, T,

O primeiro componente normal do tensor das tensoes foi escolhido para
ilustrar o que acontece com autovetores relativos a autovalores de diferentes
partes do espectro. Note que para essa analise de estabilidade, baseada em
modos normais, a dependéncia em x das variaveis é conhecida, ja que os
campos foram perturbados segundo as equagoes (6-2) - (6-4). Entao, na
verdade, o primeiro componente do tensor das tensoes 7., ¢ um multiplo
de u'. Mais especificamente, se We =0 = T, =i2ou'.

Quatro autovalores foram escolhidos na parte do espectro coincidente
com a literatura (04,040, 0p5,0p) € dois no segmento espirio (0pa, opa)
indicados na figura 6.3. Os autovetores associados a esses autovalores sao
analisados a seguir.

Os autovetores relativos aos autovalores localizados na parte do es-

pectro que coincide com a literatura seguem o mesmo comportamento que
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Autovetor — S, Autovetor — S,c
1 1 r
" | *
0.5 ﬁ’ > : 0.5 ﬁ 3 *
>< * » p >< » .
> A R - > o ,j LR
= s o W = Y-
& o &= . LY
-0.5 = = -0.5 P 1
= =
1 % 1 i)
-1 —0.5 o 0.5 1 -1 —0.5 o 0.5 1
y
Autovetor — So
1 =
R
0.5 » = : m
— — Hee % w D M
§ § o L. bied
. - .7
= = oY —— % ® 0 = ,:‘fh.——
= = Wl s
—-0.5 e 1
T o %
1 ey
-1 —-0.5 o 0.5 1
y

Figura 6.4: Autovetores

no caso Newtoniano, apresentado na segao 4.2.4. Os pares conjugados o4
e 04, tém autovetores proximos de serem espelhados. Todos apresentam
oscilagoes suaves cuja freqiiencia aumenta de acordo com o afastamento do
autovalor em relacao ao eixo imaginario. O autovetor relativo ao autovalor
op, que é o mais distante, apresenta uma freqiiéncia maior se comparada a

qualquer dos demais autovetores mostrados na figura 6.4.

Autovetor —
pa

R(Txx)

=1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 o 0.2 0.4 0.8 1

Autovetor — o
pd

R(Txx)

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 6.5: Autovetores espurios

Os autovetores cujos autovalores se encontram no segmento do espec-
tro espirio oy, € 0pq apresentam um comportamento diferente. O autovetor
¢é praticamente zero, e em um valor pontual do dominio ganha magnitude,
como se fosse um ruido, como mostra a figura 6.5. E curioso também notar
que o valor diferente de zero tem alguma relacao com a parte imaginaria
do autovalor cujo autovetor estd sendo analisado. Se a parte imaginaria

S(o) = 0 o autovetor apresenta um salto em y = 0. Se J(o) < 0 o salto
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acontece em y < 0, como pode ser constatado na figura 6.5.

Observamos também que o espectro espirio se aproxima de zero com o
crescimento de Re, o mesmo acontece com o espectro genuino do problema,
visto em 4.2.3. O «, além de influenciar o espectro espirio da mesma maneira
que influencia o original (quanto menor o mais o espectro se aproxima do
eixo imagindrio), ele também determina o tamanho do segmento continuo,

que vai exatamente de —ia até icr, como ilustrado na figura 6.6.

Espectro continuo

3F - H 3 o H
”
2+ R 2r 7
-
1t g i 7
ol i
2l i
_atb i
-
ol i
ok i
_al oS 4
3l i
—0.04 —0.02 o 0.02 —0.02 —0.01 o 0.01 0.02
Quanto maior Re, Imag(c) ——> O Quanto menor o, Imag(c) ——> 0

Figura 6.6: Como o espectro continuo responde a variacao dos parametros
do problema.

Existem caracteristicas do espectro continuo espurio, introduzido ar-
tificialmente pela discretizacao, que sao encontradas no espectro continuo
original do escoamento de Couette com liquido de Maxwell descrito por
Gorodtsov & Leonov, 1967 [3]. A dependéncia do tamanho do segmento
com «, a relagdo do outro parametro envolvido (Re ou We) com a proxi-
midade do espectro ao eixo imaginario sao exemplos dessas semelhancas.
Porém sabemos que ele nao faz parte do auto-espaco original do problema
no caso limite de escoamento Newtoniano.

Certamente as funcoes base nao estao aproximando satisfatoriamente
os campos. Por isso, com o objetivo de aumentar os graus de liberdade,
deixando mais livre a representacao do tensor das tensoes e do gradiente de
velocidade, as fungoes base usadas nesses dois campos foram substituidas de
polindémios lineares continuos, figura 6.2, para lineares descontinuos, figura
4.3. Essa nova formulacao origina um problema de autovalor generalizado

com matrizes maiores e vai ser chamada de formulacao Tyy: Tensao linear

descontinua.
Como foi comentado, nao aparecem derivadas nos componentes do

tensor extra-tensao referentes ao termo convectivo da equacao constitutiva


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310291/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0310291/CA

Capitulo 6. Escoamento de Couette de liquido viscoeldstico: Formulacdo unidimensional 93

de Maxwell para o caso unidimensional. Por isso, a formulagao fraca usada
anteriomente permite o uso de fungoes descontinuas aumentando o ntiimero
de graus de liberdade do problema.

Os resultados foram 6timos, o autovalor o4 comparado com o resultado
Newtoniano estd na ordem de O(1077). E ainda os autovalores distribuidos
no eixo real coincidem para mais valores do que o espectro encontrado com
a formulagao Ty.. No espectro mostrado na figura 6.3 autovalores com parte
real ~ —1 apresentam um erro relativo de O(1072) enquanto que os mesmos
autovalores encontrados com a formulacao Ty, apresentam um erro relativo
de O(10™*) comparados com o resultado Newtoniano, mostrados na figura
6.7. Os autovetores estudados foram os mesmos das outras secoes e também

apresentam as mesmas caracteristicas, como pode ser visto na figura 6.8.

Autovalores — We =0, oo = 1.5, Re = 500

‘ ‘ ‘ ‘
1.5 |
1r- |
LN
0.5 ° °® i
°
= °
& o e & © © © © © o oo & 7
- o o
—0.5 ° ) -
°
oy &, |
_1 || ® Presentewabaiho T, i
© Bottaro, 2003
: : s s s s

-3 —2.5 -2 —-1.5 -1 -0.5 o 0.5
real

Figura 6.7: Comparacao entre os autovalores calculados pela formulagao Ty
e os da literatura.

Autovetores
1 T T T
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? 0.5 B Bl
’>? O fr - - - - - - - : - -
(3 -
= ost . -
&= &
iy . . . . . . . . |
=1 -o0.8 —0.6 -0.4 -0.2 o 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1 ‘ ‘ ‘ ‘ Y ‘ ; ; ;
2 e
© 0.5+ < B
! B
= of . - - IR wr]
> S
= -osi . B
&
1 . . . . . . . . .
-1 -o0.8 —0.6 -0.4 -0.2 o 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1 ‘ ‘ ‘ ‘ 4 ; ; ; ;
P -
? 0.5 -
<= ol R . e - -l
> - 3 B
= o5 TS e |
&=
1 \
=1 -o0.8 —0.6 —0.4 —-0.2 o 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Yy

Figura 6.8: Os autovetores calculados pela formulagao Ty condizem com os
encontrados na formulacao Newtoniana.
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A formulacao Ty, apresentou um melhor resultado para os parametros

apropriados para simular um escoamento Newtoniano .

6.4.1
Nova combinacao de funcoes base

Fazendo We = 10,aa = 1,Re = 0 de acordo com o resultado

apresentado por Gorodtsov & Leonov, 1967 [3], o espectro deveria ser:

— discreto:  ogr = —0.05694760147304 — 0.95022529988669: e seu
conjugado.
1
— continuo: um segmento indo de =T 1o até 10 + 1av.

Usando a formulacao Ty, chega-se a um espectro proximo do previsto.
Com 125 elementos, o que significa matrizes com dimensao dada pelos
graus de liberdade, entao de tamanho 2502, a diferenca do autovalor
discreto analitico para o encontrado estd na ordem de O(1072). O espectro
continuo é recuperado com uma precisao de até ordem de O(107*), porém
aparecem autovalores numa distancia de (107!) do segmento continuo nas
duas diregoes. O espectro mostrado na figura 6.9 calculado com 60 e 125
elementos mostra que os autovalores mais afastados do segmento analitico

se aproximam aumentando o nimero de elementos.

Re=0 We=10 o=1

15

GOOF O o
SoL
j=2]
(]
£
”)I" O G
O 125 elem

15 L L L L
-0.13 -0.12 -0.11 -0.1 -0.09 —-0.08 -0.07 —-0.06 -0.05

Figura 6.9: Espectro calculado pela formulagao Tyy com We =10, =1 e
Re = 0. Observa-se a convergéncia ao aumentar o nimero de elementos.

O resultado ¢é bastante animador, tendo em vista os resultados ap-
resentados na literatura. Os trabalhos de dois grupos de pesquisadores,
Sureshkumar ([15],[28], [32]) e Renardy (][9], [24]) mostram intensas ten-

tativas de recuperagao do espectro continuo com diferentes métodos. Em
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todos esses, baloes ao redor do segmento continuo sao encontrados no lugar
do segmento em si. Vamos descrever mais tarde alguns desses trabalhos e
compara-los ao desenvolvido aqui. Porém antes, com o objetivo de aumentar
o numero de elementos para que o espectro nao dependa da malha, vamos
generalizar as transformacoes apresentadas em 3.3.1 para um escoamento
sem inércia (Re = 0) e com liquido de Maxwell. Espera-se que a dimensao e
o tempo computacional sejam reduzidos, e com isso mais elementos possam

ser utilizados na discretizacao com os mesmos recursos computacionais.

6.5
Estrutura das matrizes para escoamento viscoelastico

Usando a formulacao Tyq no sistema de equagoes lineares dada pelas
equagoes (6-7) - (6-10), o nimero de equagoes algébricas é Nigtal = 2n+8m,
onde n é o numero de funcgoes base usado para expandir cada componente
do campo de velocidade perturbado e m é o nimero de funcoes base para
expandir o campo de pressao, trés componentes do tensor das tensoes (que
é simétrico) e quatro componentes do gradiente de velocidade, totalizando
(14+3+4)m = 8m. Em termos de nimero de elementos N,n =2N+1em =
2N. A figura 6.10 mostra a numeragao dos nés e graus de liberdade para uma
discretizacao com trés elementos. Os campos expandidos por polinémios
lineares tém dois nés por elemento (exemplo pressao: P1 e P2) e os
expandidos por polinomios quadraticos tém trés nés (exemplo, U1,U2,U3).
Cada coeficiente, representado por Ck, corresponde a um coeficiente da
expansao dos campos em funcao de suas respectivas funcgoes base. Por
exemplo, C1 = P1 e C2 = P2 no primeiro elemento. Levando em conta os trés
elementos, a ordem das incognitas fica da seguinte forma: as pressoes: C1 até
C6, os trés componentes do tensor das tensoes: C7 até C24, as velocidades
nas duas diregoes: C25 a C38 e finalmente os quatro componentes do
gradiente de velocidade: C39 a C62; como mostra a figura 6.10.

A ordem das variaveis influencia na estrutura das matrizes. Neste caso

¢é conveniente ordenar da seguinte forma: primeiro as m = 2N equagoes

associadas ao residuo da continuidade, depois 3m = 6N associados ao
residuo da equacao constitutiva, seguido de 2n = 4N + 2 associados
aos residuos dos momentos nas duas diregoes e as ultimas 4m = 8N

relativas as equagoes de residuo do gradiente interpolado de velocidade.
Conseqiientemente, os coeficientes da expansao em elementos finitos vao ser
ordenados primeiramente com os m = 2N coeficientes da pressao, 3m = 6N

coeficientes dos componentes do tensor da tensoes, seguidos de 2n = 4N +2
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#Elem. #noOs #graus de liberdade

6 C30C37

@ / C5C6 C11C12 C17C18C23C24 C31C38 C43C4d C49 C50 C55 CB6 Co1 Co2
4 C28C35

@ 5 C3C4 C9CI0 C15C16 C21C22 €29 C36 CA1C42CAT7 C48 C53 C54 C59 C60
2 €26 C33

@ 3 C1C2 C7C8 C13Cl4 C19C20 (C27C34 C39C40C45C46 C51 C52 C57 C58
1 C25C32

Figura 6.10: Exemplo da numeracao da malha. Cada coeficiente Ck indica
uma amplitude a ser aproximada, de C1 a C6 sao as pressoes, C7 até C24
os trés componentes do tensor das tensoes, as velocidades nas duas diregoes
sao C25 a C38 e os quatro componentes do gradiente de velocidade, C39 a
C62.

coeficientes dos componentes de velocidade e por ultimo os 4m = 8N
coeficientes do gradiente de velocidade. No total sao Ny = 20N + 2 graus
de liberdade, com N elementos.

Separando a contribuicao transiente Rt da contribui¢ao permanente
Rs, i.e. R = oRt + Rs, as matrizes apresentam a estrutura a seguir,
observe que fazendo Re = 0, o uUnico bloco diferente de zero na matriz

massa corresponde aos residuos das equagoes constitutivas em relagao aos
J

ORty

0Ty

componentes do tensor das tensoes, ou seja
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ORG | ORtL ORG _ | ORE
P. T, - -
0P, 0T, oUy 0G, i ON
ORtl, ORL, ORt, IRt
=0 =0 =0 sm=¢n
OP, T, oU,, Gy, m=
M= —
aRt{m_O aRt{n_O aRt{n_O aRt{n_O o = AN + 2
oP, oTy ou, oG,
A A . , 4m = 8N
ORY, _ | ORt _ | 0Rt _ |oR |
oP, oTy ou, oG,
m = 2N 3m = 6N 2n =4N + 2 4m = 8N
ORs] 0 ORs] 0 ORs! ORs] 0
P. T, B
0P, 0T, oUy oG = N
ORsl, B ORs? ORsl, B ORs?
=0 =0 3m = 6N
J p—
ORsJ_ ORsJ ORsl, 0 ORsl, o | 2n=4N+2
OP, OT} ou, oG,
. . . } 4m = 8N
ORsg _ 0 ORsg _ 0 ORsg ORsy, "
m=2N 3m = 6N 2n = 4N + 2 4dm = 8N

A matriz massa, como ja foi comentado, é singular, tendo somente

um bloco na diagonal diferente de zero. Logo, o nimero de autovalores do

problema é menor que sua dimensao, Nizu = 20N + 2. Os autovalores
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que nao aparecem, sao os considerados autovalores no infinito, que serao
eliminados através de transformacoes das matrizes.

O numero de linhas/colunas identicamente nulas na matriz massa ¢é
igual a 14N + 2. Espera-se que pelo menos essa quantidade de autovalores
esteja no infinito, porém com a generalizacao do método 3.3.1 para liquido
de Maxwell com Re = 0 veremos que esse numero ¢ ainda maior. O fato dos
autovalores no infinito serem mais que a dimensao do nucleo de M é que
nao permite que o método de condensacao usado por Arora & Sureshkumar,
2002 [28] seja suficiente para tornar a matriz M nao singular.

Como no caso Newtoniano, as transformacoes que serao apresentadas
a seguir reduzem dimensao e tempo computacional do problema e ainda
permitem que o problema de autovalor generalizado seja escrito como um

problema de autovalor classico.

6.6
Generalizacao das transformacoes propostas

Ordenando as variaveis como ja foi comentado, as matrizes massa
e jacobiana sao divididas em blocos seguindo as equagoes e os graus de

liberdade correspondentes.

0] o0 0|0\ 2N 0|0 |Jis| O 2N
Mo | 0 Maz|0]0 | 6N S| 0 32| 0 o | 6N
0| 0 |0|0 [4N+2 Jar | Ja2| O | O [4N+2

0|l o0 |0[0/) 8N 0 | 0 |Jus|Jas /] 8N

(6-17)

onde N é o numero de elementos. Cada bloco tem seu tamanho indicado,
pois a numeracgao das variaveis é a mesma que das equagoes, por exemplo
[Maa] = 6N x 6N, [J32] = 4N + 2 x 6N. Os autovalores do problema de

autovalor generalizado, (—oM + J)c = 0, sao as raizes do polinomio:

p(o) = det(A) = det(—oM + J). (6-18)

De outra forma, estamos procurando os valores de o para os quais o
sistema homogéneo (J —oM)c = 0 tenha solucao nao trivial. Como no caso
Newtoniano, vamos multiplicar as matrizes J e M a direita e a esquerda

por matrizes inversiveis e independestes de o.
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As equagoes algébricas que representam as condigoes de contorno de
Dirichlet, que para a perturbagao sao homogéneas, nao tém dependéncia no
tempo. Mais precisamente, na forma vetorial representam linhas de zeros na
matriz massa e jacobiana com uns apenas nas posicoes da diagonal da matriz
jacobiana. Logo, eliminando as linhas e colunas relativas a essas equacoes e
varidveis as raizes do polinomio p(o) permanecem as mesmas. Como antes,
esse é o primeiro passo do processo de eliminacao dos autovalores no infinito.
No caso do escoamento de Couette, os dois componentes de velocidade tém
valores prescritos nas paredes, logo sao quatro condicoes de contorno de
Dirichlet. Entao, o tamanho total da matriz original A, 20N +2, é reduzido
para 20N — 2. A matriz sem as condigoes de contorno A = —cM + J é

convenientemente particionada como na equagao (6-19).

Aq1:1(0) Ayz Ays SN
0 A32 A33 =D 8N

8N 4N -2 8N

Ja sabendo, pela experiéncia do caso Newtoniano, que os autovetores
acompanham as transformacgoes para a eliminagao dos autovalores no in-
finito, vamos mostrar os passos para as matrizes e para os autovetores si-
multaneamente.

O autovetor depois desse primeiro passo ¢ relacionado com o original
pelos zeros nas posigoes correspondentes as condi¢oes de contorno. Assim
o autovetor, ¢, do problema sem condig¢oes de contorno, é a solucao nao
trivial do problema Acp = 0 de tamanho 20N — 2.

Nessa nova divisao, A1 é o unico bloco que tem dependéncia com
o tempo, logo o tUnico em que ¢ aparece. Importante notar também que
o bloco Asz é diagonal. O bloco Agzy pode ser zerado através da seguinte

transformacao:

A11(U) :&12 A13
A=| Ay | 0| 0 |=AT, (6-20)
0 0 D
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onde

Iisivy 0 0
T, = 0 Tunv—9 0 : (6-21)
0 —D_1A32 I[8N]

O autovetor do problema transformado, ou seja a solucao nao trivial

de AG=0 pode ser relacionado ao autovetor ¢, de A:

Ac,=0 = ;&Tr_lcb =0 = c¢,=T,c

C

O polinémio p; (o) do problema transformado A é

p1(o) = det(A) = det(A) det(T,) = det(A) = p(o). (6-22)

Dado que todas as submatrizes usadas na construcao de T, nao
dependem do autovalor o, seu determinante também independe de o. Na
verdade, sendo T, uma matriz triangular inferior com uns na diagonal, seu
determinante é um. Assim, o polinomio dado pelo determinante da matriz
transformada ;i, p1(o) é exatamente o mesmo da matriz original A, p(o);
ambos tém as mesmas raizes. A multiplicacao de A por T, nao altera o
espectro do problema original. Note que o custo computacional de montar
a transformacao T, é pequeno, envolvendo apenas algumas multiplicagoes,
ja que a inversa de uma matriz diagonal ¢é trivial.

O polinémio p; (o) pode ser escrito como:

A11(0) A12 Ays
pi(o) =det(A) =det(| A 0 | 0 |)=
o oD
Aq1(0) ;&12 .
det(D) det(( A,y 0 )) = K1 p2(0).

Novamente, porque D independe do autovalor o, o polindmio da
matriz original p(o) é proporcional ao polinémio ps(o) referente ao bloco
An(U ) Ay

Os autovalores finitos da matriz original Aggn_2x20n_2 820 0s mesmos do

B:

. Logo, os dois polindmios tém as mesmas raizes.

bloco Biany_a2x12n-2. A solucao nao trivial do sistema B b = 0, ou seja, os
autovetores b do bloco B, podem ser relacionados aos autovetores ¢ usando

a mesma divisao usada na matriz A:
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&\ 8N
e=| & |[4N -2 (6-23)
& ) 8N

O sistema A & = 0 pode ser escrito em termos dos blocos definidos
em (6-20).

;&11 ¢+ ;&12 C2+Azcs =0
Az G =
D C~3 =
Sendo a matriz D inversivel, a unica solucao para cg = 0. As outras

duas, fazendo c3 = 0, ficam:

() (8)-(0)==(2)-(0)=»=(%)

Como o bloco B tem os mesmos autovalores finitos que a matriz
original, vamos focar em encontrar os autovalores de B. Uma particao

conveniente para as 12N — 2 linhas e colunas de B ¢é definida em (6-24):

Bll(U) B12(O') B13 4N — 2
B = B21 (O’) B22(O') B23 4N + 2 (6—24)
B31 B32 B33 =0 4N — 2

AN —2 4N +2 4N -2
Seguindo a mesma idéia no autovetor:

- by \ 4N —2
C1

C2
bs 4N — 2

Os blocos Bas and Bgs podem ser zerados usando as seguintes

transformacoes:

B11(U) B12(U) Bis
B = B21(O') B22(O') 0 = Mg B Mr, (6—25)
Bs: 0 0



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310291/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0310291/CA

Capitulo 6. Escoamento de Couette de liquido viscoeldstico: Formula¢ao unidimensional 102

Iun—g 0 0
onde M, = —B23BI31 Tung 0 e
0 0 Tun—o
Iun—g —B;!'Bss 0
M, = 0 Tuno 0
0 0 Tun—o

O polinémio ps(o) da submatriz transformada B é

p3(o) = det(B) = det(My) det(B) det(M,) = det(B) = pa(0).  (6-26)

Novamente, por construgao M, e M, tém determinantes iguais a um,
assim a multiplicacao de B por M, e M, preserva o espectro. E ainda
percebendo que Bé triangular por blocos em relagao a diagonal secundaria,
seu determinante é exatamente o determinante da multiplicacao dos blocos
det(Bys) det(Bs;) det(Bag(o)) a menos do sinal, que como estamos
interessados nas raizes, nao faz diferenca. E, como det(B;3) det(Bsy) é
uma constante, as raizes do polinomio de B vao ser as mesmas que da
submatriz ]§22. Logo, o problema original e a submatriz ]§22 tém os mesmos
autovalores finitos, que sao 4N + 2. Assim, dos 20N + 2 autovalores do
problema original 16N estao no infinito, lembrando que o previsto seriam
14N + 2.

Como eliminamos todos os autovalores no infinito o problema de
autovalor generalizado pode ser transformado em um problema de autovalor

classico:

<—0 M. + 322) d=0 = M;Jnd=od (6-27)
— =
E

O maior custo computacional envolvido nesse método corresponde
ao custo de inverter dois blocos de dimensao (4N — 2) x (4N — 2), que
sao B3 e Bsj usados na construcio das transformacdes My e M, e ao
custo relativo ao processo final de transformar o problema de autovalor
generalizado em um classico, invertendo Mggl de dimensao (4N + 2) x
(4N + 2). Com essas transformgoes, somente a parte fisicamente relevante
do espectro é encontrada, resolvendo um problema de autovalor classico de
aproximadamente 1/5 do tamanho do problema de autovalor generalizado
original.

Os autovetores do problema reduzido b, podem ser relacionados aos
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autovetores b do problema de autovalor generalizado B b = 0:
Bb=0 = M,BM, b=0.
Por construgao My é inversivel, logo a expressao fica:

BM,b=0 = b=M, b.
b

Como feito antes, o sistema Bb=0 pode ser escrito em termos dos

blocos:

]§11 b~1 + ]§12 b~2 + f313 b~3 =0
E21 b~1 + ]§22 b~2 =
Bs: b~1 o

Sendo ]§31 inversivel, a tnica solugao para §31 b, = 0 é a trivial
b~1 = 0. Conseqiientemente, a segunda equacao se torna ]~322 b~2 = 0. Essa
equagao corresponde ao problema de autovalor reduzido dado pela equacao
(6-27). A solucdo ndo trivial é o autovetor d, i.e. by = d. O bloco bg pode
entdo ser diretamente encontrado fazendo: bg = —Ef?} B, d.

Assim, o autovetor do problema de autovalor B b = 0 é escrito em

termos do autovetor do problema reduzido (6-27):

0
b =M,b =M, d . (6-28)
~Bji B2 d

Com isso, pode-se resolver o problema reduzido recuperando nao sé
os autovalores como também os autovetores.

No apéndice B, encontra-se o programa em matlab para transformar a
matriz, encontrar o autoespaco do problema reduzido e também o cédigo que
recupera o autovetor original a partir do autovetor do problema reduzido.

Para ilustrar o processo descrito, vamos mostrar a evolucao da estru-
tura das matrizes nos passos mais importantes. Com o intuito de obter uma
melhor visualizacao, as matrizes apresentadas tém apenas quatro elemen-
tos. Nesse nivel de discretizacao o numero de graus de liberdade, ou seja,
a dimensao das matrizes é 20N + 2 = 82. A figura 6.11 mostra a matriz
A = —oM + J original, com a mesma parti¢ao apresentada em (6-17).

Tirando as linhas e colunas relacionadas as condigoes de contorno

essenciais, a matriz fica como na figura 6.12, com dimensao 20N — 2 = 78,
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2N 6N 4N+2 8N
N T [ T, -

T A
ONap | SN NN

30¢ 5

o

AN+7" %" % *

50 = -
N | i, N

T 1, AN

sof | qut, o \

0 10 20 30 40 50 60 70 80

A Original

Figura 6.11: Exemplo da estrutura da matriz original com quatro elementos.

para N = 4.

2N 6N 4N+2 8N
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.h. %’s %.:5"\ "5.% *
20t . * X 1
6N o Yo, %’s.ﬁ Yy,
30¢ X "o, ", ]
v P e 3
AN+ |55 T |
CHe !
N
**,
8N 60 ?o %\ )
fr "
ol f *, |
¥ e,
. . . ri;|¥¥= . . .Y
0 10 20 30 40 50 60 70

A sem as linhas e colunas associadas
as condi¢des de contorno essenciais.

Figura 6.12: Exemplo da estrutura da matriz sem as condicoes de contorno
de Dirichlet.

A figura 6.13 mostra a estrutura da matriz depois da transformacao
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proposta em (6-20), A = AT,. Toda a informacao do espectro finito
do problema original se concentra na submatriz destacada de dimensao
(12N —2) x (12N — 2), chamada de B.

8N  4N-2 8N

o benl
0f By “3. e %,
8N % Q’o% ﬁf 4 q..% o, e,
20 *, ?". ;". \\ ﬁ\‘.%:tg
10 % f A q..%.A ."'o(
w S S
AN-2 sohpes gt
A
50} *,
\%\
]N e} o,
n,
0t ‘\. 1
%\

0 1IU EIU 3I[] 4I[] 5I[] GIU ?IU
Matriz transformada: A Tr

Figura 6.13: Exemplo da matriz depois da transformacao A = AT,. O bloco
destacado é o relevante para o espectro finito nesse estagio, chamado B.

O bloco B, da figura 6.14 ¢é dividido como em (6-24). Em seguida, B
sofre as transformacoes B = M/BM, apresentadas em (6-25) e a figura 6.15
mostra a estrutura da matriz transformada com quatro elementos. Depois
das transformacoes, toda informacao fisicamente relevante do espectro se

concentra no bloco central (4N +42) x (4N +2), 18 X 18 nesse caso particular.

6.7
Resultados - escoamento viscoelastico

O resultados obtidos para o escoamento de Couette com fluido de
Maxwell sem inércia sao apresentados. Primeiramente, as transformacoes
feitas na formulacao Ty sao validadas, mostrando que o espectro do prob-
lema de autovalor generalizado original e do reduzido é o mesmo. E ainda,
resultados encontrados na literatura sao reproduzidos pela formulacao T,.
Os autovalores vindos da formulagao Ty, também serao confrontados com
0 objetivo de avaliar a dependéncia da discretizacao para um fluido vis-

coelastico.
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4N-2 4N+2  4N-2

m +
+ -4
* e * e
+ * +
5k - & o
- . 4 4
. *
+* +
- . o d -
10+ -4 - L2y p ey g
e * + e -0
e +* + +4 +
-4 * - e . e
- " b4 - Y
15+ e * * » *
e * +* + *
*» . * -
- +* 123 +
-4 * + » + o
20+ - - * o - g
-|— .. - - . ..
.o * * o0 .
* * + +
25 - Ve *%ee *
* -
*» 4 a8 +
- * * Y
+* + e + e
30F - * & 4 -
+9 +» + »
+9 + + s
[II1] TEEE [Z T3
J5F #eee b bbb
ot b L L) [T
. * .
* +* +*
N_ 40 -0:00 :000 o:oo g
*eee o0 e *eee
se0s L0840 404
A5+ * * * g
* 1 1 . 1 b 1
0 10 20 30 40

Figura 6.14: A estrutura do bloco B destacado na figura 6.13 .

AN-2  4N+2  4N-=2

5L
4N-2
10} 24
44
15F -
20t 1
4N+2
25+
30+
*he e
35k :ooo 3000
sere e
4N_2 A0 -0000. *
.o:oo
45 "3 .
0 10 20 30 40

Figura 6.15: A estrutura do bloco final depois de transformado
B = M; B M,. Todos os autovalores finitos do problema original migraram
para o bloco central, (4N + 2) x (4N + 2) marcado em B, com as trans-
formagoes.

6.7.1
Autovalores - escoamento viscoelastico

Na secao 6.4.1, os autovalores analiticos previstos por Gorodtsov e

Leonov, 1967 [3] sdo comparados, para uma dada combinagao de parametros
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(Re = 0,We = 10 e a = 1), aos autovalores do problema original
discretizado seguindo a formulagao Tyy. Vamos testar as transformagoes nas
matrizes com o mesmo grupo de parametros. A figura 6.16 mostra o espectro
calculado com 60 elementos no problema original e também no problema
transformado. Os autovalores calculados das duas maneiras coincidem até a
ordem O(107?) no pior caso. Como vimos antes, ao aumentar o nimero de
elementos, os autovalores que aparecem na vizinhanca da parte do espectro
continuo se aproximam do segmento analitico. Com uma discretizagao de
800 elementos, o que significa matrizes de dimensao 16002, o problema
original nao pode ser calculado no computador disponivel por falta de
memoéria, porém o espectro pode ser encontrado no problema transformado,
de tamanho 3202, apresentado na figura 6.16. Trés ramos aparecem em

torno do segmento do espectro continuo; um a esquerda com a parte real dos

autovalores mais distantes sendo R (o) = —0.10408, outro coincidindo com a
solucdo anaitica com parte real R(o) = —0.1 e ainda outro se aproximando
pela direita, com parte real R(c) = —0.09592. O desvio é exatamente o

mesmo para os dois lados do segmento: 0.0041, ou seja na ordem O(1073).
O tamanho do segmento concorda com a previsao indo de —i até ¢. O par
de autovalores discretos, ogr, apresentam uma concordancia da ordem de
O(107%).

Essa combinagao de parametros é a mesma de um dos espectros apre-
sentados por Sureskumar et. al., 1999 [23]. O espectro mostrado na figura
6.17, retirado do artigo, foi calculado usando uma formulagao baseada na
discretizacao com modos de Chebbyshev. Pode-se perceber, que a parte
continua do espectro é representada por baloes que se aproximam do
segmento ao aumentar o nivel de discretizacao, sendo que nesse caso,
nenhum autovalor recupera o segmento continuo. Por outro lado, usando a
fomulagao Ty, o préprio segmento continuo é recuperado, além dos baloes
ao redor. Sureshkumar et. al. 1999 reportam uma convergéencia de 10 casas
decimais para os autovalores discretos, com N=128 (modos de Chebyshev),
enquanto que o espectro continuo apresenta um erro ainda maior que 18%
e uma convergéncia lenta apesar de sistematica. Usando a formulacao T,
com 800 elementos, o erro relativo para os autovalores que se aproximam do
segmento continuo é menor que 4%. Repare que a geometria do trabalho de
Sureshkumar et. al. ¢ a mesma usada na andlise de Gorodtsov & Leonov,
1967 [3], ou seja, a metade superior da geometria aqui estudada.

As transformacoes baseadas no caso Newtoniano foram generalizadas
aqui para liquidos viscoelasticos. Economizam significativamente memoria

e tempo computacional. A dimensao do problema reduzido é aproximada-
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1.5 T T T
o ®
GL
0.5 4
(@]
© i
E
-0.5 B
B ® ®
1k R i
X 60 elem - GEVP
O 60elem - EVP
> 800 elem
-1.5 Il L L L L L L
-0.13 -0.12 -0.11 -0.1 -0.09 -0.08 -0.07 —-0.06 —-0.05

real

Figura 6.16: Espectro calculado com 60 e 800 elementos. As transformagoes
foram feitas e o resultado coincidente. Com 60 elementos os autovalores
discretos ja estdo convergido na ordem de O(107%), porém a parte do
espectro continuo nao atingiu uma independéncia com a malha. Os ramos
que se aproximam do segmento continuo distam 0.0041 para cada lado
mesmo com 800 elementos.

R. Sureshkumar et al. /J. Non-Newtonian Fluwid Mech. 82 (1999) 57104 75
1=
- &
0.75F
© L
© L
o
§osk
£
= |
© =
E |
0.25
- &
o . . PO . 1
-0.15 -0.1 -0.05
Real Part

Fig. 8. Eigenspectrum computed using the Chebyshev discretization for plane Couette flow of the UCM fluid with De = 10
and v = 1. Results are shown for N = 65(<) and 120(4).

Figura 6.17: Espectro calculado usando a discretizacao de Chebyshev para o
escoamento de Couette com liquido UCM, com We = 10,a = 1. Resultados
apresentados com N = 65(¢) e N = 129(+) - traducao livre da legenda
vinda na figura 8 do artigo [23]
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mente cinco vezes menor que o original. A tabela 6.1 mostra o nimero de
elementos e os graus de liberdade para as duas formulagoes, e também o
tempo necessario para cada processo em segundos. A razao entre os tempos
mostra o ganho de uma delas em relacao a outra, um fator impressionante de
50. Aumentando o nimero de elementos, existe uma dimensao limite, a par-
tir da qual, somente o problema reduzido pode ser calculado, por limitagoes
na memoria. O tempo apresentado na tabela inclui todos os passos das

transformacoes e calculo dos autovalores e autovetores.

Tabela 6.1: Numero de elementos, dimensao das matrizes e tempo de CPU,
em segundos, necessario para calcular os autovalores com diferentes malhas.

#ele | Ny Ny tempo | tempo | tgeve/teve
GEVP | EVP | GEVP[§] | EVP[§
60 1202 242 140 3.1 45
100 2002 402 629 13 48
125 2502 502 1252 21 59
150 3002 602 — 43.6 —
200 4002 802 — 85.8 —
300 6002 | 1202 — 254.3 —

Outro grupo de pesquisadores cujos trabalhos contribuem para o
progresso do estudo em estabilidade de escoamentos viscoeldsticos também
foi escolhido para ser comparado ao nosso.

Novamente, ao comparar o resultado obtido pela fomulagao Tq com
o trabalho de Wilson et. al., 1999 [24] para o grupo de parametros:
Re = 0,We = 1,a = 1, o segmento continuo s6 aparece no espectro da
fomulacao Tyq nao é recuperado pelos modos de Chebyshev de Wilson
et. al.,[24]. Apesar de também nao atingir uma convergéncia, o espectro
continuo recuperado com a discretizagao de elementos finitos é mais proximo

do analitico do que os disponiveis na literatura.

6.7.2
Autovetores - escoamento viscoelastico

Os autovetores do escoamento de Couette com We = 10,a = 1
e Re = 0 foram calculados no problema original e também a partir do
problema transformado. Inicialmente, analisaremos o autovetor relativo
ao autovalor discreto, ogr. Novamente os campos foram separados e a
velocidade v, a pressao p e o componente T, do tensor das tensoes sao

comparados na figura 6.20. A concordancia varia por campo. Enquanto a
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We=1 o=1 - formulacao TId

11\ |

0.6 b

0.4 B

imag
o

-0.81 \ / 1
LT % 100 elem ]
O 300 elem

-1.15 -1.1 -1.05 -1 -0.95 -0.9 -0.85 -0.8
real

Figura 6.18: Espectro calculado com 100 e 300 elementos mostrando a
convergéncia do espectro continuo.

UCM Couette. alpha=1,W=1,nf=50(+),60(0). 2 Gorodtsov-Leonov modes
0.5 T T T T T T T

-0.5F

=1k

-1.15 -1.1 -1.05 =1 -0.95 -0.9 -0.85 -0.8

Figenspectrum for Couette flow of a UCM fluid using 50 and 60 Chebyshev modes

Figura 6.19: Espectro calculado usando 50 e 60 modos de Chebyshev
na discretizacao para o escoamento de Couette com liquido UCM, com
We = 1, = 1. Resultados apresentados com N = 50(+) e N = 60(o)
- tradugao livre da legenda vinda na figura de [24]
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velocidade v teve um erro relativo insignificante O(1071*), a velocidade u
apresentou o maior erro na ordem de O(107%). Os autovetores relativos
as velocidades e a pressao sao funcoes suaves, porém os componentes de
tensao nao. Mesmo o autovalor sendo discreto, os autovetores relacionados
ao campo de tensao se parecem com os encontrados no espectro continuo
espurio introduzido pela formulagao Ty, figura 6.5. Variamos o nimero de
elementos e o erro relativo dos autovetores calculados com 100 e com 150

elementos é da ordem O(1072), sendo imperceptivel no gréfico.

Figura 6.20: Autovetores calculados com 80 elementos no problema original
e no transformado.

Os autovetores do segmento continuo tém um comportamento des-
continuo mesmo nos campos de velocidade e pressao. A figura 6.21 mostra
os autovalores cujos autovetores vao ser apresentados. Com o objetivo de
comparar autovetores relativos a autovalores semelhantes nos trés ramos,
escolhemos os que tém parte imaginaria mais proxima de zero.

Observe pelo gréfico que foca o dominio préximo de (o) = 0 que o
espectro no segmento a esquerda do continuo analitico nao tem autovalores
puramente reais, por isso vai ser analisado o par (oga,o¢p). JA 0o ramo
a direita do segmento continuo tem um autovalor puramente real ogp.
No segmento que recupera o continuo aparecem os trés, (ogc,0ggr) com
mesmo valor imagindrio que (0ga,0gp) € 0gp puramente real. Escolhemos
os autovetores do componente u’ de velocidade, a pressao p e o componente

zy do tensor das tensoes T, para ilustrar os autovetores.
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Autovalores => Re=0 We=10 o=1

T T
1r k kK * * >k E
o
‘= 05K q
g
a 07 -
I
E -0.5F B
=1 *k ok ¥ * * Kk *
_ 1 1 1 1 1
1—A(?.12 -0.11 -0.1 -0.09 -0.08 -0.07 -0.06 -0.05
real
Zoomemim=0
0.01 T T T T
%GB %GE
o 0.005F 1
g
o) or Koo Ror 1
I
g -0.005 B
%GA %GC
—0.0l | | | | | | | | Il
-0.125 -0.12 -0.115 -0.11 -0.105 -0.1 -0.095 -0.09 -0.085 -0.08 -0.075
real

Figura 6.21: Autovalores calculados com 120 elementos.

No gréfico 6.22, os autovetores relativos aos autovalores do segmento
a esquerda do continuo (oga,0cp) sdo aparentemente “mais suaves” que
os autovetores relativos aos autovalores equivalentes no segmento do meio
(0co,06k). Contudo, todos apresentam um salto em y ~ 0, acompanhando
I(o) ~ 0, como pode ser visto no grafico que foca a vizinhanga de y = 0
da figura 6.22. Assim, “mais suaves” no sentido em que a diferenca entre o
valor médio da autofuncao na vizinhanga de y = 0 e o pico do salto relativo
aos autovalores do segmento da esquerda é menor do que os do meio.

O autovetor relativo ao autovalor do segmento a direita do espectro
continuo analitico, que é puramente real, tem um comportamento diferente
do anterior em relacao aos relativos ao segmento do meio, figura 6.23. O
autovalor do segmento do meio tem um autovetor “mais suave”que o do
segmento a direita.

Comparamos agora os trés autovetores referentes a autovalores na
vizinhanga de (o) = 0 no segmento do meio na figura 6.24, que é o que
recupera o espectro continuo.

Globalmente, os autovetores relativos a o4,0p,0p tém comporta-
mento parecido e “mais suave”que os relativos a o¢, 0, 0F.

Nesses graficos é apresentado o moédulo normalizado dos autovetores.
Eles sugerem que os espacos usados na discretizacao dos campos perturba-

dos podem ser mais apropriados, dadas suas caracteristicas descontinuas.
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Autovetores do espectro continuo com 125 elementos

1 T T T T e

_ oy Y e oy 04 06 o8
segmento esquerda (GA, GB) X segmento meio (GC,GE)

Focando proximo de y=0

1 1 1 1
0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

09 I I I I
-0.1 -0.08 -006 -0.04 -0.02

J< ol

Il
01 -008 -006 -0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
y
T T I
L —— GA ||
1 o S~ GB
o GC
> GE
F 095+ B
09 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
01 -008 -006 -004 -0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

segmento esquerda (GA, GB) X segmento meio (GC,GE)

Figura 6.22: Autovetores calculados com 125 elementos relativos aos auto-
valores destacados na figura 6.21 do ramo da esquerda e do meio.

Kupferman, 2005 [33] apresenta uma combinagao de fungoes e derivadas
de fungoes delta como autofuncoes para os campos dessa mesma analise de
estabilidade.
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Autovetores do espectro

continuo com 125 elementos

]

it

|

S5 05

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
segmento direita (GF) X segmento meio (GD)

Focando proximo de y=0
o0

0.9
S 08

0.7

06 I I I L
-0.1 -0.08 -0.06 -0.04 -0.02

0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

[
4

J< o

0.8 | | | | Z | | | |
S04 -008 -006 -0.04 -0.02 002 004 006 008 01
T
ir ] ‘0 GF
: = GD
095} .
<
- 09r = 3 b
0851 R g
08 Il Il Il :E Il 1 Il - Il Il Il Il
201 -008 -006 -004 002 0 002 004 006 008 01

segmento direita (GF) X segmento meio (GD)

Figura 6.23: Autovetores calculados com 125 elementos relativos aos auto-
valores destacados na figura 6.21 do ramo da direita e do meio.

6.7.3
Comparando os resultados das fomulacoes T,. e T,; para liquidos
viscoelasticos

Na secao 6.4.1 os resultados para o caso Newtoniano (We = 0, Re # 0)
obtidos pelas formulacoes Ty. e Ty, foram comparados. Naquele caso, a

fomulacao Ty, recuperou fielmente os resultados disponiveis na literatura,
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Autovetores do espectro continuo com 125 elementos

S 05

iy 08 -06  -04 02 S0 0.4 06 08
segmento meio X segmento meio (GC,GD,GE)

Figura 6.24: Autovetores calculados com 125 elementos relativos aos auto-
valores destacados na figura 6.21 do ramo do meio.

enquanto a Ty introduziu autovalores esptirios. Uma pergunta natural é:
Serd que para escoamentos com liquidos viscoeldsticos sem inércia (We #
0, Re = 0) esse comportamento se repete?

A figura 6.25 mostra o espectro para Re = 0,a = 1 e We = 10
calculado pelas duas formulagoes. O nimero de elementos foi escolhido de
forma que as duas tenham o mesmo nimero de graus de liberdade, ou seja,
matrizes com mesma dimensao. Para a formulacao Ty, foram usados 161
elementos, e para a formulacao Tyy 105. Ambos geram matrizes 2102 x 2102.
Os autovalores com a formulacao T. foram calculados também com 200
elementos, que corresponde a uma malha 25% maior em nimero de graus
de liberdade. Ao refinar a malha, o espectro nao se aproxima do analitico,
sugerindo que a discretizacao gera matrizes com auto-espaco diferente da
formulagao continua. Com a formulacao Ty, o espectro continuo aparece em
—1/2We ao invés de —1/We. E ainda, quatro autovalores sao discretos, dois
a mais do esperado. Para o liquido viscoelastico, a formulacao T, origina
matrizes com espectro ainda mais distante do analitico se comparado aos
liquidos Newtonianos.

Analogamente ao tratamento do gradiente de velocidade como uma
varidvel independente, Sun et. al., 1999 [7] sugerem acrescentar um termo
viscoso na equacao de quantidade de movimento para ajudar na estabilidade

numérica. Testamos o novo termo, apresentado na equagao (6-29). Porém,
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Autovalores - We=10,0=1, Tlc X Tld

15 T T T T T T
1t * XA
0.5 q
2
E O 1
-0.5r q

15 I I I I I I I I
-0.22 -0.2 -0.18 -0.16 -0.14 -0.12 -0.1 -0.08 -0.06 -0.04

real
(O Tic 161 elem.
151 % Tlc 200 elem.
- T T

1F & A
05 Q0 1
g or 1
) -0.5[ 0 1
1k ® A

L L L L L L
-0.22 -0.2 -0.18 -0.16 -0.14 -0.12 -0.1 -0.08 -0.06 -0.04
real

Figura 6.25: Espectro calculado com as formulagoes Ty e Tiq.

é interessante observar que, mudando a funcao base que expande o campo
de tensao, esse termo viscoso nao € necessario, como ¢é o caso da formulacao
T4, que nao requer viscosidade artificial.

O sistema (6-6) se mantém com um novo termo na equagao de
quantidade de movimento que se torna:

ov e .
Re |:E+<V-V)V:| =-Vp+V -T+V-:[n(Vv—-G+ Vv —G")] =0.
(6-29)
onde 7, = viscosidade adaptativa. Usamos 7, = 1 na modelagem.

A figura 6.26 mostra os autovalores calculados com a formulacao
ng:1. Assim como a maioria dos espectros disponiveis na literatura, a
formulacao nao recupera o segmento continuo, apenas os autovalores na
vizinhanga, que se aproximam do segmento ao refinar a malha. Com a vis-
cosidade adaptativa, as matrizes envolvidas tém um espectro préximo ao
analitico, e assim como na formulagao Ty; e também na maioria dos trabal-
hos encontrados na literatura, a parte do espectro continuo apresenta uma
convergéncia lenta, enquanto que os autovalores discretos convergem logo.
Na figura 6.26, o espectro vindo da formulagao TZ‘:‘:1 com dois diferentes
nimero de elementos sao confrontados, mostrando uma convergéncia dos
autovalores discretos ogr da ordem de O(107%), enquanto que os autoval-
ores da parte do espectro continuo se aproximam lentamente do segmento.

Apesar de nao recuperar o segmento continuo, os autovalores na

=1

vizinhanga do segmento vindos da formulacdo T}J¢~ sdo mais préximos
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TIc. = X TId

" T
1F * X * % * 1
05 B
sl ]
A ¥ kW K * 1

15 I I I I I I I I I
-0.14 -013 -012 -011 -0.1 -0.09 -0.08 -0.07 -006 -0.05 -0.04

O TIc"a"1 161 elem.
X TIc% =1 200 elem.

imag
o
T

-0.51

X i

-1+

15 I I I I I I I I I
-0.14 -013 -012 -011 -0.1 -0.09 -0.08 -0.07 -006 -0.05 -0.04

Autovalores - We=10,0=1, Re =0

Figura 6.26: Espectro calculado com as formulagoes TZZZl e Tq.

do segmento continuo do que os vindos da formulacao T)q. A comparacao é
feita com o mesmo numero de graus de liberdade, e pode ser observada
na figura 6.27. E ainda, o autovalor discreto og; da formulacao TZ(‘:‘:1
tem um desvio menor do que o calculado com a Tjq. Segundo Gorodtsov
& Leonov, para essa combinacao de parametros, os autovalores discretos
sao: ogr = —0.056948 — 0.95023: e seu conjugado. Com a formulagao
Tq encontramos: ag’z = —0.055201 — 0.950247, a 0.0017 de distancia do
analitico. Com a formulagao ngzl : agli = —0.056182 — 0.94957, a 0.0011
do analitico.

Ainda outra observacao interessante é que, enquanto os autovalores em
infinito sao todos identificados pelo método numérico na formulacao Tq,
e até eliminados com as transformacoes propostas, 0 mesmo nao ocorre na
formulagao Ty."=1. Como mostra a figura 6.27, muitos autovalores Ty~
vém do infinito, se aproximando do local previsto para o espectro analitico.
No caso Tiq todos os autovalores finitos estao proximos a solugao analitica.

Nao é surpreendente que a discretizacao determina o sucesso na
determinagao dos autovalores. No trabalho de Kupferman, 2005 [33] uma
discretizacao baseada em diferencas finitas padrao nao recupera bem o
espectro do escoamento de Couette, porém ao deslocar alguns graus de
liberdade para nods vizinhos, Kupferman recupera o espectro. Os mesmos
deslocamentos aplicados na discretizagao do escoamento de Poiseuille nao
funcionam. As dificuldades de encontrar uma boa discretizagdo no caso

de escoamentos com liquidos viscoeldsticos acontece até mesmo na solucao
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g Eg"a:l Re=0 We=10 o=1
2 T T T

{o))

(] L

gor O o 0
_2 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
-10000 -9000 -8000 -7000 -6000 -5000 -4000 -3000 -2000 -1000 0
2 T T T T

[*)]

©

£ 0 ¢

-80 =70 -60 -50 -40
2 T T T
o
©
or O
£ 0100 00 00 9% % 8
2 | | | | | | | | | !
-1 -0.9 -0.8 -0.7 -0.6 -0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0
2 T T T T T T T T T
o ] &
& ol i
- oW % &
_2 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
-0.14 -0.13 -0.12 -0.11 -0.1 -0.09 -0.08 -0.07 -0.06 -0.05 -0.04

real

Figura 6.27: Espectro calculado com as formulagoes Tt e Thq, ambas
com 2102 graus de liberdade. No primeiro grafico estao todos os autovalores
finitos. Nos outros a janela se aproxima da solucao analitica.

permanente de escoamentos complexos com alta elasticidade.
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Conclusao

Elementos finitos foram usados no sistema linear que descreve o pro-
blema de estabilidade. A discretizacao foi feita nas varidveis primitivas,
permitindo que uma formulagao para geometrias simples seja extensivel
para outras geometrias. O problema discreto de autovalor generalizado ap-
resenta valores no infinito, o que dificulta a andlise numérica. Um método
baseado em transformacoes lineares, que realizam eliminacoes Gaussianas
nas linhas e colunas da matriz original, é proposto e elimina os autoval-
ores infinitos. Essa analise foi feita em escoamentos paralelos Newtonianos
uni e bidimensionais e ainda em um escoamento de liquido viscoelastico.
O ganho computacional é relevante. No escoamento 1D o ganho de tempo
foi em torno de 30 vezes e o problema transformado tem um terco da di-
mensao do original. No caso 2D, a dimensao foi reduzida por um fator de
quatro. Contudo, ainda estamos trabalhando nesse caso, pois o espectro
transformado apresenta uma instabilidade numérica provavelmente associ-
ada a inversao dos blocos na formagao das transformagoes propostas. E
curioso, porém, que o método de Newton, ao calcular a solucao do escoa-
mento permanente, utiliza a inversa da matriz jacobiana original que tem
o condicionamento na mesma ordem de grandeza que o dos blocos a serem
invertidos nas transformagoes. No escoamento de Couette com liquido de
Maxwell, as transformacoes foram um sucesso. Observou-se um ganho de
um fator de 50 no tempo e a dimensao do problema reduzido é um quinto

da dimensao do original. As principais vantagens do novo método sao:

— elimina os autovalores no infinito sem precisar de técnicas de pre-

condicionamento que sao computacionalmente custosas;

— reduz a dimensao do problema de autovalor sem perder precisao nos

casos unidimensionais;

— a matriz massa reduzida nao ¢ singular permitindo que o problema

generalizado seja transformado em um cléssico.
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— Nenhuma informagao do autoespago é perdida, uma vez que além
de encontrar os autovalores, a partir do autovetor reduzido pode-se

reconstruir o original.

Esse método pode ser adaptado, como foi do caso Newtoniano para o
viscoelastico, para qualquer analise linear de estabilidade que tenha alguma
restricao, nao se limitando apenas & hidrodinamica. Problemas de vibragoes
e sistemas elétricos sao exemplos onde esse tipo de analise pode ser feito.

No caso nao Newtoniano revelacbes sobre os autovetores sugerem
novos espagos de fungoes base a serem explorados. A presenca de parte
do espectro continuo exige uma andlise numérica mais elaborada.

Esse estudo abre portas para muito trabalho no futuro. Entre eles, um
estudo das possiveis funcoes base para o caso de liquidos viscoelasticos, a
continuagao do caso bidimensional. Um proximo passo depois da anélise de
escoamentos bidimensionais com liquidos Newtonianos seria generaliza-la

para liquidos viscoelasticos.
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A
Formulacao com liquido Newtoniano

A.l

Programa do método proposto para a solucao do problema de autovalor
generalizado vindo da andlise de estabilidade de um escoamento de
Couette com liquido Newtoniano.

Vamos mostrar o programa feito em matlab sobre o problema de
autovalor generalizado discutido no capitulo 4 que elimina os autovalores
no infinito. O programa compara o tempo e o espectro calculado pelo
método QZ das matrizes originais com o tempo de realizar as transformagoes
e calcular o espectro nas matrizes reduzidas. As matrizes sao formadas
pela discretizagao do sistema que descreve a estabilidade do escoamento
de Couette com liquido Newtoniano com o método de Galerkin/elementos

finitos.

clear all; ¥ para limpar a drea de trabalho do matlab.

% Os parametros:

NELE =200 % nimero de elementos,

Re = 500; % nimero de Reynolds,

a =1.5; % nimero de onda.

tic % o comando ’tic toc’ fornece o tempo gasto para a
% realizagdo da rotina.

%» monta as matrizes M e J vindas dos elementos finitos. De
forma esparsal!

[M] = formM12DNs(NELE, Re, a);

[J] = formJ12DNs(NELE, Re, «);

% nimero total de graus de liberdade:

n=NDoF =2 (NELE + 1)+ 2% NELE;

tl = toc % tl eh o tempo em segundos para a formagdo das

% matrizes.
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% nomenclatura para as dimensdes envolvidas no problema:
nu=2x NELE +1; 7 nimero de graus de liberdade de u
nv=2x NELE + 14; %, ntmero de graus de liberdade de v
np =2 NELE; Ynumero de graus de liberdade de p

ntv =2% (2x NELE 4+ 1); % ntumero de graus de

% liberdade de u + v

ntp=2% (2« NELE +1)+ 2« NELFE; 7 ntmero

% de graus de liberdade de u + v + p

Jnew = J; 7 guardando as matrizes originais.

Mnew = M;

tic

% retirando as linhas e colunas relativas as condigdes
%» de contorno; neste caso, elas estdo em 1, 2NELFE,

h 2NELE +2 e ANELE 4+ 1.

Jstirando as linhas:
Jnew(l,:) =1 ];
Jnew(2x NELE — 1)
Jnew(2* NELE,:) = [ |;
Jnew(d« NELE —2,:) = |;
Mnew(1,:) =1 |;
Mnew(2x NELE —1,:)
Mnew(2+« NELE,:) = |;
Mnew(4+« NELE — 2,:)
/icolunas:

Jnew(:, 1) =1 |;
Jnew(:;,2x NELE — 1) =] |;
Jnew(:,2x NELE) = [ |;
Jnew(:,4« NELE —2) = |;

[ ];

[ ]

[ ];

Mnew(:,1) = [;
Mnew(:;,2x NELE —1) =1 |;
Mnew(:,2« NELE) =1 |;

Mnew(;,4x NELE —2) =] |;

%» montando os blocos da matriz A para a utilizag3o do método
% proposto.

J11 = Jnew(1 : np, 1 : np);

M11 = Mnew(1 : np, 1 : np);

J12 = Jnew(l :np,np + 1 : 2 xnu — 4);

M12 = Mnew(1 :np,np+1: 2% nu — 4);

J21 = Jnew(np +1:2*xnu—4,1: np);
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M21 = Mnew(np+1:2*xnu—4,1: np);
J22 = Jnew(np+1:2%xnu—4,np+1: 2% nu — 4);
M22 = Mnew(np+1:2%xnu—4,np+1:2%nu—4);
% Blocos sem 0 = M é zero!!!
Al13 = Jnew(1 : np, (2 * nu) — 3 : ntp — 4);
A31 = Jnew((2*xnu) — 3 :ntp — 4,1 : np);
A23 = Jnew(np +1:2xnu—4,(2%xnu) — 3 : ntp — 4);
A32 = Jnew((2*nu) —3:ntp—4,np+1: 2% nu — 4);
% calculando a inversa dos blocos Aj3 e Aj, pelo método LU:
[L13,U13] = lu(A13); [L31,U31] = lu(A31);
I13 = speye(length(A13));
Al3inv = U13\(L13\113);
A3linv = U31\(L31\113);
% montando os blocos referentes as transformagdes:
Tlb = —A23 x Al3inv;
Trb = —A3linv x A32;
% calculando somente a sub-matriz:
SubJ22 = (Tlb* J11 + J21) % (Trb) 4+ (Tlb « J12 + J22);
SubM22 = (Tlb+ M11 + M21) % (Trb) + (Tlb « M12 + M22);
SubM22inv = inv(SubM22);
SubM J22 = —SubM22inv x SubJ22;
SubM J22 = full(SubM J22);
Vs, Ds] = eig(SubM J22); % calcula o problema cédssico de
% autovalor.
tpyp = toc 7 tempo em que o problema de autovalor generalizado
% leva para tornar-se cldssico e o espectro ser obtido.
for is=1":length(SubM J22)
subg22(is, 1) = Ds(is, is);
end
% calculando o autovalor generalizado do problema nas matrizes
% originais para comparar:
Jnew = full(J);
Mnew = full(M);
tic
\Vf,Df] = eig(Jnew, —Mnew,' qz'); % calcula o problema
% generalizado de autovalor como método QZ.
lgpvp = toc % tempo para calcular os autovalores das matrizes
% originais:
for ifull =1 :length(Jnew)
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gnew(ifull, 1) = Df(ifull,ifull);
end

rt:tGEVp/tEvp % raz3o entre os tempos.

Os autovalores estao armazenados nos vetores subg22 e gnew relativos ao
problema reduzido e ao original, respectivamente. Pronto para serem salvos,

usados em um géfico, etc.

A.2

Variacao do programa do método proposto para a solucao do problema
de autovalor generalizado vindo da analise de estabilidade de um
escoamento de Couette com liquido Newtoniano.

No método proposto, transformagoes sao identificadas com o intuito
de eliminar os autovalores no infinito. Nessas transformacoes, inversas de
dois blocos da matriz original sao calculados, como mostrado na segao
3.3.1. No caso do escoamento de Couette com liquido Newtoniano e usando
a formulagao unidimensional, a discretizacao pelo método de Galerkin
elementos finitos forma matrizes cujos blocos a serem invertidos podem
sofrer permutacoes que os transformam em matrizes diagonais de inversas
triviais. No cédigo anterior, depois de tirar as condigoes de contorno e antes

de montar os blocos, as seguintes permutagoes serao feitas:

% Criando a PERMUTAGAOQ:
pc = zeros(1,length(Jnew));

ic=1;

for ip=2:2:(2x NELE — 2)
pe(ic) = ip;
pelic +1) = ip+ 2+ NELE — 1;
ic=1c+ 2;

end

pc(2x NELE — 1) = pc(2* NELE — 3) + 1;
pc(2« NELE) = pc(2+« NELE — 2) + 1;
ircomp = 0;
icp = 0;
while(icomp < length(Jnew))

if(pe(l: 2%« NELE +icp) = icomp+ 1)
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pc(2« NELE + icp+ 1) = icomp + 1;
1ep =icp + 1;
end
icomp = icomp + 1;
end
Jperm = Jnew(pc, pc);
Mperm = Mnew(pc, pc);

129

A divisao é a mesma de antes, porém alguns blocos que nao eram utilizados

Sa0 necessarios agora.

% esses blocos trazem o por isso tem J e M.

% E s&do usados se as transformagdes n3o forem usadas.

J11 = Jperm(1 : np, 1 : np);
M11 = Mperm(1 : np,1 : np);
J12 = Jperm(1l :np,np + 1 : 2 x nu — 4);
M12 = Mperm(1 :np,np+1: 2% nu — 4);
J21 = Jperm(np+1:2%xnu—4,1:np);
M21 = Mperm(np+1:2xnu—4,1: np);
J22 = Jperm(np+1:2xnu—4,np+1:2%xnu—4);
M22 = Mperm(np+1:2xnu—4,np+1:2%nu—4);
% Os que ndo tem o:
Apl3 = Jperm(1 : np, (2 * nu) — 3 : ntp — 4);
Ap31 = Jperm((2«nu) — 3 : ntp — 4,1 : np);
Ap23 = Jperm(np+1: 2% nu — 4, (2xnu) — 3 : nitp — 4);
Ap32 = Jperm((2* nu) — 3 :ntp —4,np+ 1 : 2% nu — 4);
% inversa trivial:
for iin=1:np
Al3pinv(iin, iin) = 1/Apl3(iin, iin);
A3lpinv(iin,iin) = 1/Ap31(iin, iin);

end

As operacoes seguintes sao as mesmas, apenas usando A13pinv e

A31pinv no lugar de A13inv e A31inv na montagem dos blocos referentes

as transformacoes.
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A.3
Recuperacao dos autovetores originais a partir do problema reduzido
vindo da formulacao unidimensional com liquido Newtoniano.

Nesse algoritmo, os blocos A3 e Ag; foram invertidos e nao permuta-
dos para se tornarem diagonais. Ele tem que estar no mesmo programa que

o codigo para reducao da matriz, pois usa as variaveis definidas nele.

% autovetsq é a coluna k, referente ao autovalor o, da
matriz Vsq formada pelos autovetores calculados no problema
reduzido:
a(k) = —0.055279
b(k) = 0.95131
or = a(k) +i*b(k)
for iaa=1:2%xnv—np—4

if(norm(Dsq(iaa,iaa) — (a(k) +i* b(k))) < 1079)

autovalsq = Dsq(iaa,iaa)
vetsq = iaa;

end
end
autovetsq = (Vsq(:,vetsq))/norm(V sq(:, vetsq));
Tr = speye(ntp — 4); % formando a matriz T, necessaria para
% a recuperagdo do autovetor original.
Tr(l:np,np+1:2%xnu—4)="Trb;
% as transformagdes ndo tinham sido feitas em Aj,.
Al2tilda = (J11 4 autovalsq * M11) x Trb+ (J12 + autovalsq x M12);
autovetT1 = zeros(np, 1);
autovet T2 = autovetsq;
autovetT3 = — Al3inv x Al12tilda * autovetT?2,;
autovetT = [autovetT1; autovetT2; autovetT3];
autovet = T'r x autovetT
autovet = autovet /norm(autovet);
%hcolocando zero nas condigdes de contorno do autovetor
transformado.
autovetT fim = zeros(N DoF, 1);
wcv = 1;
for iw=2:2« NELFE — 1

autovetT fim(iv) = autovet(icv);
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cv = 1cv + 1;

end

autovetT fim(2« NELE + 1) = autovet(icv);

cv =1cv + 1;

foriv=2«x NELE+3:4x« NELE
autovetT fim(iv) = autovet(icv);
cv = icv + 1;

end

for w=4x NELE+2: NDoF
autovetT fim(iv) = autovet(icv);
icv = 1cv + 1;

end

autovetT fim = autovetT fim/norm(autovetT fim).

O autovetor autovetTfim recupera o tirado da matriz de autove-
tores do problema original referente ao mesmo autovalor o;. Fizemos um
pos-processamento separando os autovetores em campos de velocidade e

pressao.
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B
Formulacao com liquido viscoelastico

B.1

Programa do método proposto para a solucao do problema de autovalor
generalizado vindo da andlise de estabilidade de um escoamento de
Couette com liquido viscoelastico.

Vamos mostrar o programa feito em matlab sobre o problema de
autovalor generalizado discutido no capitulo 6 que elimina os autovalores
no infinito. O programa compara o tempo e o espectro calculado pelo
método QZ das matrizes originais com o tempo de realizar as transformagoes
e calcular o espectro nas matrizes reduzidas. As matrizes sao formadas
pela discretizagao do sistema que descreve a estabilidade do escoamento
de Couette com liquido descrito pelo modelo de Maxwell pela formulagao

Tq com o método de Galerkin/elementos finitos.

clear all; 7% para limpar a drea de trabalho do matlab.
% Os parametros:

NELE =200 % nimero de elementos,

Re =0; % nimero de Reynolds,

We =10; % nimero de Weissemberg

a=1; 7% nimero de onda.

tic % o comando ’tic toc’ fornece o tempo gasto para a
% realizacgdo da rotina.

% monta as matrizes M e J vindas dos elementos finitos. De
forma esparsal!

[M] = formMS(neta, NELE,We, Re,«a);

[J] = formJS(neta, NELE, We, Re, «);

% nimero total de graus de liberdade:
n=NDoF =20« NELE + 2,

tl = toc % tl eh o tempo em segundos para a formagdo das
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% matrizes.

Jve = J; % guardando as matrizes originais.

Muve = M;

tic

% retirando as linhas e colunas relativas as condigdes

% de contorno:

J(:,8« NELE+1) =] |;
J@« NELE +1,:) =] |[;
J(:, 10« NELE — 1) =[ ];
J(10% NELE —1,:) = ]:
J(:, 10« NELE) = [ |:
J(10 % NELE,:) = [ ];
J(:12% NELE —2) = [ ];
J(12% NELE —2,:) =[ ]:
M(:, 8« NELE+1) =] |;
M@« NELE+1,:) =] |;
M(:,10% NELE —1) = | |;
M10* NELE —1,:) = | |;
M(:,10% NELE) = | |;
M0+ NELE,) = | |;
M(:,12« NELE —2) =1 |;
M2+ NELE —2,) = | |;

% as dimensdes:

dimJ = length(J);

dimM = length(M);

dimT =6+« NELFE;

dimp =2x NELFE;

dimu =4« NELE —2; 7 sem condigdo de contorno.

dimG =8« NELFE,

dimTpu = dimT + dimp + dimu.

%» Montando a primeira transformagdo que vai reduzir a dimens3o
% de 20NELE —2 (sem cond. cont.) para 12NELE — 2.
hFazer a transformagdo somente na matriz jacobiana, pois a
% matriz massa permanece inalterada.

JSomente os blocos envolvidos sdo criados.

J12 = J(1 : dimT + dimp, dimT + dimp + 1 : dimTpu);

J13 = J(1: dimT + dimp, dimTpu + 1 : dimJ);

J32 = J(dimTpu+ 1 : dimJ,dimT + dimp + 1 : dimTpu);

J33 = J(dimTpu+1:dimJ,dimTpu + 1 : dimJ);
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% Como J33 =D é uma matriz diagonal, sua inversa é trivial.
for iin=1:dimG
J33inv(iin,iin) = 1/J33(iin, iin);
end
% 0 bloco B relevante depois da transformagdo T,:
Trb = —J33inv % J32;
BTrb= J12+ J13 x Trb;
J11e21 = J(1 : dimTpu, 1 : dimT + dimp);
BJ = sparse(1 : dimTpu, 1 : dimTpu,0);
BJ(1: dimT + dimp + dimu, 1 : d&imT + dimp) = J1le21,
BJ(1 : dimT + dimp, dimT + dimp + 1 : dimTpu) = BTrb.
%» Focando no bloco B, j& que os autovalores da matriz
% original s3o os mesmos:
BM = M(1 : dimTpu, 1 : dimTpu);
i Redividindo a matriz (4N —2,4N +2,4N — 2)
diml3 =4+« NELE — 2; , dimensdes dos blocos extremos 1 e 3.
dim2=4x NELE +2; 7, dimens&o do bloco central 2, para onde
% migram os autovalores finitos.
dimBJ = length(BJ);
BJ11 = BJ(1:diml13,1 : dim13);
BM11 = BM (1 : dim13,1 : dim13);
BJ12 = BJ(1: dim13,dim13 4+ 1 : dim13 + dim2);
BM12 = BM (1 : dim13,dim13 + 1 : dim13 + dim?2);
BJ22 = BJ(dim13 + 1 : dim13 + dim2,dim13 + 1 : dim13 + dim2);
BM?22 = BM (dim13 4+ 1 : dim13 + dim2,dim13 + 1 : dim13 + dim?2);
BJ13 = BJ(1 : dim13,dim13 4+ dim2 + 1 : dimBJ);
BJ23 = BJ(dim13 + 1 : dim13 + dim2,dim13 + dim2 + 1 : dimBJ);
BJ31 = BJ(dim13 4+ dim2 + 1 : dimBJ, 1 : dim13);
BJ32 = BJ(dim13+ dim2+ 1 : dimBJ,dim13 + 1 : dim13 + dim2);
%» as inversas dos blocos:
BJ13inv = inv(BJ13);
BJ3linv = inv(BJ31);
TTrb=—BJ3linv *x BJ32;
TTIb = —BJ23 %« BJ13inv;
% BMev e BJev s3o as correspondentes das
/» matrizes massa e jacobiana no bloco central Ba,, de
% dimens3o 4N + 2
BJev =TTIlb* (BJ11«TTrb+ BJ12) + BJ22;
BMev =TTIlbx (BM11«TTrb+ BM12) + BM22;
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%Sendo Moy = BMev ndo mais singular, calcula-se sua inversa
% pra transformar o problema de autovalor generalizado em

% céassico.

Mi = inv(BMev);

SubMiJ = —M1i * BJev;

SubMiJ = full(SubMilJ);

subg = eig(SubMiJ);

O vetor formado pelos autovalores do problema reduzido subg foi
comparado na se¢ao 6.7 com os da matriz original, mostrando uma excelente

concordancia.

B.2
Recuperacao dos autovetores originais a partir do problema reduzido
vindo da formulacao unidimensional com liquido viscoelastico.

Vamos recuperar o autovetor original a partir do reduzido. Esse codigo
tem que estar no mesmo programa que o codigo para redugao da matriz,

pois usa as variaveis nele definidas.

% o autovetor autovetf e autovet22 sio a coluna k, referente
ao autovalor oy, das matrizes formadas pelos autovetores
calculados no problema original e reduzido, respectivamente:
a(k) = —0.055279;
b(k) = 0.95131
or = al(k) +1i*b(k)
% o autovetor do problema original:
for taa=1:n
if(norm(Dnew(iaa,iaa) — (a(k) +i* b(k))) < 107°)
autoval f = Dnew(iaa, iaa)
vetl = 1aa;
end
end
autovet f = (Vnew(:,vetl))/norm(Vnew(:,vetl));
% o autovetor do problema reduzido:

for iab=1:length(BJev)
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if (norm(D22(iab,iab) — (a(1) + 4% b(1))) < 107?)
autoval22 = D22(iab,iab)
vet22 = iab;

end
end
autovet22 = (V22(:,vet22)) /norm(V22(:, vet22));
TTr = speye(dimBJ); % formando a matriz TT, = M, necesséria
% para a recuperagdo do autovetor original.
TTr(1:diml13,diml13 + 1 : diml13 + dim2) = TTrb;
% as transformagdes ndo tinham sido feitas em Bis.
B12tilda = (BJ11+autoval22« BM11)«TTrb+(BJ12+4autoval22x BM12);
autovetT1 = zeros(dim13,1);
autovetT2 = autovet22;
autovet T3 = —BJ13inv x B12tilda x autovetT'2;
autovetT = [autovetT1; autovetT2; autovetT3);
autovet = TT'r x autovetT,
autovet = autovet /norm(autovet);
c3 = zeros(dim@G, 1);
vet = [autovet; c3];
Tr = speye(dimJ);
Tr(1:dimT + dimp, dimT + dimp + 1 : dimT'pu) = Trb;
c="Trxvet,
% colocando zero nas posigdes referentes as condigdes de
% contorno do autovetor transformado.
autovetT fim = zeros(n, 1);
cv = 1;
for iv=1:8x NELE

autovetT fim(iv) = c(icv);

cv = 1cv + 1;
end
icv =1cv + 1;
for iv=8x NELE+2:10x NELE — 1

autovetT fim(iv) = c(icv);

cv = 1cv + 1;
end
autovetT fim(10 *x NELE + 1) = c(icv);
foriv =10« NELE+3:12x NELE

autovetT fim(iv) = c(icv);

icv = 1cv + 1;
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end

for iv=12x NELE +2:n
autovetT fim(iv) = c(icv);
cv =1cv + 1;

end

autovetT fim = autovetT fim/norm(autovetT fim);

O autovetor autovet Tfim recupera o tirado da matriz de autovetores
do problema original referente ao mesmo autovalor . Fizemos um pos-
processamento separando os autovetores em campos de velocidade e pressao.

A secao 6.7.2 mostra a concordancia obtida.
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