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3

Germes vetoriais

3.1
Equivaléncias pelos grupos C e K

Para germes de Fy, a R-equivaléncia é natural: o contradominio ¢, em um
certo sentido, simples demais. Nesse capitulo, estudamos novas relacoes de
equivaléncia em (F)!, isto é, o conjunto de germes vetoriais tomando valores
em R'. A generalizagdo imediata é a agao bilateral. Considere, como no
Capitulo II, os grupos de germes de difeomorfismos suaves que preservam a
origem em R* e R, R = R(R®) e L = R(R"). Seja RL o produto dos dois
grupos. A acao bilateral de RL em (F)" é dada por

YpeLl,peR, fe(E) —iofop

De fato, a definicao acima ¢é a de uma agao de grupo. Como sempre, elementos
na mesma Orbita sao equivalentes, nesse caso, RL-equivalentes. As técnicas do
primeiro capitulo, entretanto, nao bastam para estudar a acao de RL. Outras
acoes vao se revelar mais simples, e esse capitulo trata delas. Vamos considerar

os seguintes grupos de germes de difeomorfismos por composicao:

K ={H € (B | H(z,y) = (p(z),¥(2,y)), ¢ € R(R*),¢(x,0) = 0},
C={(p,¥) e K|y =1L}

O grupo K age sobre (E;)" como

A K x (Bt — (B,
(H = (¢,0), f) = glx) = H- f=(p~ (z), (e (2)))

Note que, restringindo para H € C, obtemos uma acao de C sobre (Fy)'. Essa

vez, vale a pena mostrar que a construcao acima de fato define uma acao.

Proposigao 3.1: A fun¢ao A é uma agao de K sobre (E,)" (e, fazendo ¢ = I,

a identidade em R*; uma agao do grupo C).
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Demonstragao: Sejam: Hy, Hy, € K e g € (F,)'. Vamos nos limitar a mostrar
que

(Hyo Hy)-g=Hy-(Hi-g) — lembre que H-g =1(p~",gop™).

E facil ver que, para H; = (i, 1), temos Hy 0 Hy = (¢, 1), onde ¢ = @5 0 ¢y

e @(m, y) = Ya(p1(x), 1 (z,y)). Temos que comparar duas expressoes:

Hy- (Hy-g) = Hy- |i(1t, g0 01| = tha(py !, gopy!) =
= ¢z~(90517¢1(901‘1 opytigopitopyt)) e
(HZ o Hl) g = w@_l’g o @_1) = w2<901 © 95_17w17 (@—1’g © 95_1)) =

= ¥a(py ¥ilpr o9yt g0 9t 0y t)),
de onde concluimos que Hy - (Hy-g) = (Hy 0 Hy)-g N

E facil ver que C é subgrupo normal de K e que cada k € K se escreve de
maneira tinica como k = r-ccom r € R e ¢ € C. Assim, a K-6rbita pode
ser expressa como o conjunto alcancado pela acao conjunta dos dois grupos
R e C. Para referéncia futura, convém explicitar as equivaléncias associadas
as duas agoes. Dois germes f,g € (E,)" sdo respectivamente C-equivalentes e

K-equivalentes quando cumprem as seguintes condigoes:
c
f~ge3H=(v)e K:g(x) =1, f(z)),

fRge3H=(p4) € K:(gop)(z) =z, f(z)).

Seja f € (Es)'. O ideal de coordenadas Iy do germe f é gerado pelas coorde-
nadas I = (fi1,..., fi) C E,. O teorema a seguir oferece uma caracterizacao
algébrica para a C-orbita. Note que a acao de C pode ser interpretada como

uma acao a esquerda a parametros.

Teorema 3.1 (Linearizando a acdo a esquerda): Para f,g € (E,)", as

seguintes afirmacoes sao equivalentes.

(i) Os germes f e g sdo C-equivalentes.

(ii) Os ideais de coordenadas sao iguais, Iy = I,.

(iii) Existe uma matriz ¢ x ¢ invertivel Q(x), com entradas ¢;;(z) € Es, tal que
f(z) = Q(z) - g(x).

Demonstragao:

Comegamos com (i) = (ii).

A C-equivaléncia f £ g é a existéncia de H € C, isto é, H(x,y) = (z,¥(z,y))
com h(x,0) = 0 tal que (z, f(z)) = H(z, g(x)) = (z,¢(z, g(x)))-
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Como para cada coordenada, ©;(z,0) =0 (i = 1,--- , t), podemos aplicar (uma

versao parametrizada do) o Lema de Hadamard em cada ;:

7701(:[7 y) a11<l', y) e alt(xv y) U1 Y1
| = Do L =atey) | ]
Q/Jt(l'a y) Qg1 (5U> y) e 'att(xv y) Yt Yt

txt

onde ayj(x,y) € Es e y; sdo as coordenadas em R'. A parametrizagao, alids,
pode ser inserida sem dificuldade na demonstracao do Lema de Hadamard sem
parametros.

Como f(z) = ¢(z,g(x)), temos f(x) = a(z, g(z))g(x), mostrando que Iy C I,,.
Simetricamente, I, C .

Agora, vamos ver (ii)=- (iii). A igualdade I; = I, implica a existéncia de
matrizes t X t A e B relacionando os geradores dos dois ideais, f = Bg e
g = Af. Falta ver que, a partir disso, existe uma matriz invertivel () tal que
f = Qg. Note que (I — AB)g = 0, logo basta encontrar uma matriz C' para a
qual @ = C(I — AB) + B seja invertivel.

Afirmagao: Sejam A, B matrizes reais t x t. Entao existe C' tal que a matriz
Q) = [C(I — AB) + B] ¢ invertivel.

Para ver isso, sejam a,b : RY — R! as aplicacoes lineares correspondentes
respectivamente as matrizes A e B em relacao a base usual. Escolha uma
base {e1, -+ ,e;} de R* tal que b(e;) = 0 parar+1 < i < t, onde r é o
posto de B. E facil ver que b(er), - ,b(e,) sao linearmente independentes e

formam um conjunto que pode ser completado a uma base do contradominio
{b(el)’ te 7b(e7“)5 €;~+1v T 762}-

Seja ¢ : R" — R! definida por c(e;) = {Olse l=sis r.

e;ser+1<e¢<t
A aplica¢ao linear ¢ = ¢(1 — ab) + b tem duas propriedades que a tornam
invertivel. Sobre os vetores no nicleo de b, ¢ age injetivamente, preenchendo
um subespago complementar a imagem de b. Por outro lado, sobre os vetores
que geram injetivamente a imagem de b, u age como a prépria b, a menos de
uma perturbacao que pertence a imagem de c. De forma simbdlica, existem

escalares o;; para os quais

t
ble;) + >, ayeisel <i<r,
q(ei) = j=rH
eiser+1<r<t

A matriz () associada a transformagcao g é a matriz procurada.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0421039/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0421039/CA

To6picos em Teoria de Mather 24

Para completar a demonstracao de (i) =-(iii), basta aplicar a afirmagao
acima para as matrizes A(0) e B(0) relacionando as coordenadas de f e
as de g no ponto x = 0, obtendo uma matriz C. Agora, defina Q(z) =
ClI — A(x)B(z)] + B(x), invertivel em x = 0, e, por continuidade, ainda
invertivel para x pequenos, que é o que basta quando tratamos de germes. Por
construgao, f(z) = Q(x)g(x).

Finalmente, vejamos (iii)= (i). Considere H(z,y) = (x, Q(z)y). Certamente,
Q(z)0 = 0. Falta ver que H é um germe de difeomorfismo na origem.
Derivando, DH(0,0)(r,s) = (r,Q(0)s), e como Q(0) ¢ invertivel, DH(0,0)
¢ invertivel. Pelo Teorema da Funcao Inversa, H é um difeomorfismo local em
zero. W

Os resultados acima implicam numa caracterizagao simples da K-equivaléncia.

Proposicao 3.2:
Sejam f, g € (E,)". Entao f X g se e somente se Ip € R(R®) : [0, = I,.
Demonstragao: Por definicao, f K g quer dizer Jdp € R(R?®) : (f o) £ qg.

Agora é s6 aplicar (ii) do teorema anterior. W

Vamos considerar alguns exemplos simples. Sejam f,g € (E;)* dados por
flz,y) = (2® + %, 2y) e g(z,y) = (2*,y%). Vamos ver que f & gef S Y
mas f £ g ¢ falso.

De fato, sejam p(z,y) = (x + y,x — y) e ¥(x,y) = (22 + 2y, — y), com

jacobianos na origem dados por

Dy (0,0) = (1 ) 1) e Di(0,0) = G ) f)

Ambos os jacobianos sdo invertiveis em (0,0) e portanto pelo Teorema da
Fungao Inversa ¢ e ¢ induzem germes de difeomorfismos. Para mostrar que
f i<t g, € s6 verificar se (f o ¢)(x,y) = (¢ o g)(x,y), uma conta simples.
Temos também que f X g, como veremos explicitamente. Uma rotacao anti-
horéria de /4 no dominio de f (isto é, uma composicao a direita), transforma
g no germe C-equivalente g(x,y) = (2% + %, (z? — 3*)/2). A transformagao
T(x,y) = (x,y — x/2) no contradominio de g recupera f: f =T og, e assim f
e g sao K-equivalentes.
Finalmente, f £ g se e somente se

Iy = (filz,y), folz,y)) = (2 + y* 2y) = I, = (91(2,9), g2(7,y)) = (27,9
Mas zy nao pertence ao ideal (z%,y?). De fato, ao derivar em x e y, uma
igualdade da forma zy = a(z,y)z* + B3(x,y)y? implicaria na fungao constante
1 do lado esquerdo e uma funcao do lado direito que se anula na origem.
Sejam agora f, g € (Fy)? dados por f(z,y) = (2%,0) e g(z,y) = (2%, 23). Pelo

Teorema 3.1(ii), os dois germes sao C-equivalentes. Vamos ver que, entretanto,
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eles nao sao RL-equivalentes. Note que as imagens de f e g sao respectivamente
o semi-eixo positivo horizontal e a cibica (22, 23). A remocao da origem das
duas imagens da origem a subconjuntos topologicamente diferentes perto da

origem, o que nao aconteceria se os dois germes fossem R.L-equivalentes.

Resumindo, tanto a equivaléncia por C quanto por RL implicam a equivaléncia

por K, mas as implicacoes opostas nao sao necessariamente verdadeiras.

3.2
A k-determinacao por K-equivaléncia:

Assim como ja estudamos o espago tangente a érbita pela acao de R(R®) em
E,, passamos a considerar espacos tangentes da acao por K. Comecamos pela
definicao, e depois, derivando uma curva numa K-érbita, vamos nos convencer
de sua adequacao.

O espaco tangente T;( a KC-érbita de f € (E,) é o E-médulo TE = J; + 1,

onde
Jp={fe(z)a: a € E},
I =1;(E,)' = {BfT: Bmatriz t x t, B;; € Es; fT = (1, , f)T}.

Como sempre, f, é a matriz jacobiana ¢ x s que tem por linhas os gradientes das
coordenadas f;. O ideal J ¢ € uma versao vetorial natural do ideal jacobiano.
Ja I; é o ideal de germes em (E,)! onde cada coordenada é uma combinagao
linear, com coeficientes dados por elementos de F, das fungoes coordenadas
fi-

Vamos ver que Tf( de fato é o conjunto de todos os vetores tangentes a
curvas na KC-érbita passando por f. Considere a curva ¢ (¢(x, u), f(eo(x,u)), u),
parametrizada por u € R, onde ¢(., u) é uma curva em R(R®) com ¢(.,0) = I e
Y(x,y,u) é uma familia parametrizada por (z,u) em R(R"), com ¢ (z,.,0) = I,

e ¥(x,0,u) = 0. Derivando a curva em u, obtemos

Va0, F(9), w)pu + Uy (0, F(0), u) fu(0)pu + Yulp, (), u),

onde ¢ e ¢, sdo sempre avaliados no ponto (z,u) e, que, para u = 0, vale
Vo(z, f(2),0)pu(z,0) + ¥y (2, f(2),0) fo(2)pu(z,0) + Yu(z, f(2),0)

= fx(x)QOU(IvO) + ¢U($a f($),0),
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ja que Yy (x, f(2),0) = 0 e ¢ (x, f(x),0) = I;. A parcela f,(z)p,(z,0) corre-
sponde a J;. Para (z, u) fixos, cada coordenada de 9, (z,y, 0) esta em M;, logo,

por Hadamard na segunda variavel, v, (x, f(z),0) € ff. Mais precisamente,
Uu(z,y,0) = Zaz(x Y, 0)y;, logo ¥ (z, f(2), )—Zaz(ﬂf f(2),0) fi(x), e, por

mais degenerado que seja o germe f na origem, as funcoes ei(x) = ay(z, f(x),0)
podem ser arbitrarias. Mais uma vez, nao ha restricoes sobre os coeficientes:
todo elemento de T;{ ¢é vetor tangente de alguma curva.

A RL-equivaléncia nao admite calculos tao simples. Uma curva
U(f(e(x,u)),u) implicaria num vetor tangente f,(x)p,(z,0) + ¥, (f(x),0):
a primeira parcela recebe o mesmo tratamento do paragrafo anterior, mas a
segunda, ao ser expandida pelo lema de Hadamard, nao dé origem a funcoes
e; = a;(f(x),0) arbitrarias, ja que teriam que ser constantes em niveis de f.

Essa é a dificuldade essencial ao lidar com R.L-equivaléncia.

Vamos ver um exemplo simples. Seja f(z,y) = (f1, f2) = (z*+y?, 2%y). Vamos

calcular T’ f( . Os geradores do submédulo jacobiano J; sdo os vetores

of (0fi 9fz\ af (0fi 9fz\
%_(ax ax)_m,%y), a—y—(a—y’a—y)—<2y’””2>’

que devem ser multiplicados por coeficientes em E,. Os geradores de [ ¢ 520 0s

vetores {(f1,0), (0, f1), (f2,0), (0, f2)}. Assim,

TE = {(z,2y), (2y,22), (2% + 2,0), (0,2 + ¢?), (%Y, 0), (0,2%y)} - Es.

Como no primeiro capitulo, agora ¢é possivel demonstrar uma condicao sufi-

ciente para k-determinacao por K-equivaléncia.

Teorema 3.2 (k-determinagao por K-equivaléncia): Seja f € M,

satisfazendo M s’ft - MSTJ{( . Entao f é k-determinado por K-equivaléncia.

Demonstracao: A demonstracao segue a do Teorema 1.1. Suponha f satis-
fazendo as hipoteses, tome uma perturbacao arbitraria p € M, Skzrl e considere o
segmento F(z,u) = f(z)4up(x),u € [0, 1], ligando f a f+p. Basta mostrar que
germes suficientemente proximos no segmento sao K-equivalentes. Isso implica
o resultado geral, como antes, por um argumento combinando compacidade e
conexidade, que nao serd repetido. Comecamos pelos ingredientes algébricos.
Para ug € [0, 1] fixo, defina F(z,ug) = f = f + ugp.

Afirmagao 1: Tf* = T;(
(i) TK C T Comop e M, TK C Tfﬂ—Mk“, que obviamente est4 contido
em TK + MZ,. Pela hipétese do teorema Tf 4+ MF, CTF + MTF =TF.
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(it) T/ < T;{ .
O elemento tipico de Tf( =J I I 7 ¢ da forma f,a + (f, que pode ser escrito
como fya + Bf — ugpea — uofp, onde oy, Bi; € Es, para i, =1,...,p. Assim,
K 7., 7. k k41 k
TF CJp+ I+ MJ,+ M Jf+l + Mg,
Da hipdtese do teorema, entao, Tf C T;{ + MST;(, logo, pelo Lema de
Nakayama,
K K

O passo seguinte ¢ um pouco diferente de sua contrapartida no Teorema 1.1.

Afirmagao 2: p=F, € M,TXE,,, (u é a varidvel indexada por s + 1).
Observe que M,Tf = M,Tf_, . Temos entao

p=F, e M C MF, C M, T , por hipGtese.

Da relagao F — f = up, obtemos [ C Ip+ MsﬂMS’“zr e, de F, — f, = up,,
Jf C Jr+ Ms—l—lM&t'

Assim, T;( = Jf+ff~ C Jp+1Ip+ Mo ME, = Tf + My MY

st» € obtemos, pela

Afirmagao 1,
pE ijl C MST;( C M}, C M, <T§< + Moy M§t> = M,TE + M, Ms’ffl'

Aplicando Nakayama com A = M B = M,TEK e M = M,,,,

F, € M,TKE,,,.

Voltamos a demonstracao do teorema. Pela caracterizacao de K-equivaléncia
dada na proposicao acima e o Teorema 3.1, devemos procurar uma curva de
difeomorfismos ¢(.,u) € R(R") e uma curva de matrizes invertiveis Q(z,u)
para as quais F(¢(x,u),u) = Q(z,u)F(x,up).

As duas curvas serao obtidas a partir de equacoes diferenciais. Para u = wuq,
precisamos ter ¢(x,ug) = x, Q(z,up) = 1.

Derivando Q! (z,u)F(¢(z,u),u) = F(x,up) na varidvel u, obtemos

Q@ Nulz, W)F(Q)u+ Q7 (z,u) (Fa) (¢, u)pu + Fuly,u)) =0,

onde tanto ¢ quanto ¢, estao sempre avaliados em (x, u). Para derivar a inversa

de @, comegamos por Q' (z,u)Q(x,u) = I, que da

(@ Dulw,u) = —Q 7z, W) Qu(z, u)Q" (z,u).

Depois de uma simplificagao ébvia, a equacao diferencial se torna

—Qu(z,u)Q ™ (z,u) F(p,u) + (Fy)(, u)ou + Fulp,u) = 0.
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Agora, usamos a informagcao algébrica. Pela Afirmacao 2,p = F,, € M,TE Ey 4,

logo existem « e 3 tais que p = F,a + SF. Mais precisamente, temos

Fu(p,u) = ple,u) = Fu(p, u)a(p,u) + 8w, u) F(p, u),

onde as coordenadas do vetor a estao em M, e [ é uma matriz ¢t X t.

Substituindo na equacao diferencial e agrupando adequadamente,

(= Qulz, W)Q ! (z,u) + Bp,u)) Fp, u) + (Fu) (@, u) (¢u + alp,u)) =0,

e a igualdade se verifica se exigirmos

Qu($7u> = ﬁ(@(zau))u)Q(J;vu)v (:Ou(l'7u> = —oz(gp(x,u),u).

Com as condicoes iniciais prescritas acima para u = ug, as equacoes diferenciais
satisfazem as hipdteses do Teorema de Existéncia e Unicidade para EDO’s.
Falta ver que ¢(0,u) = 0, que, como no primeiro capitulo, segue da unicidade

da solugao, combinado com o fato que a(0,u) = 0. B

Assim como para o Teorema 2.1, existem hipéteses mais fracas para o Teorema
3.2 que sao de verificagao mais simples. Por exemplo, um germe f € M, tal
que M, fit - Tf( é (k + 1)-determinado por K-equivaléncia. O préprio Teorema
2.1 é um caso particular da demonstracao do Teorema 3.2, como se vé pelo

enunciado abaixo.

Corolario: Seja f € M, tal que Mfit C M,J; = f é k-determinado por

R-equivaléncia.

Vamos mostrar que f(z,y) = (22,y*) é 2-determinado por K-equivaléncia. E
facil ver que T/ = {(x,0),(0,y), (¥*,0), (0,27)}. Dai, é claro que

M22,2 = <(ZL‘2, 0)7 ($y7 0)7 (3/2, O)a (07 $2)7 (07 l'y), (O’ y2>> : E2 g MST]‘K

Terminamos a segao com duas aplicagoes. A K-codimensao de f € (E,)' é a
(Es)"

e
T

dimensao do espago vetorial (quociente)

Proposicao 3.3: Um germe de K-codimensao finita é K-finitamente determi-

nado.

Demonstragao:
E s6 ver que se f tem K-codimensao finita entao existe k € tal que M, s’ft - T]f{ ,

o que implica que f é (k 4 1)-determinado por K-equivaléncia. Considere a
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sequencia decrescente de Ey-modulos:
(B)' DTf + Mgy D+ DTF +ME, DT/ + M O -+

A hipétese de K-dimensao finita implica que a sequéncia estabiliza a partir de
um certo k, TFK+MF, = TF+ M. Entao MF, C TK+MMEF, = TF+ M

s,t

que, por Nakayama, d& M:t C Tfo( e pelo Teorema 3.2 f é (k+ 1)-determinado

por K-equivaléncia.
Finalmente, vamos retomar a forma local das submersoes em seu caso geral.

Proposicao 3.4 (Forma local das submersées em (F;)"): Para f € M,
com f,(0) sobrejetor, existe ¢ € R tal que fop(z) = (x1, - ,2;). Em outras

palavras, localmente f se comporta como uma projecao.

Demonstracao: Vamos usar o corolario do Teorema 3.2. A 1-determinagao
por R-equivaléncia segue de M, C M,J;. Por hipdtese, um subconjunto
apropriado das colunas de f,(0) gera R, e, por continuidade, para o mesmo

subconjunto de colunas de f,(x) o mesmo ainda vale para = suficientemente

pequeno. Assim, podemos escrever os vetores {ej, -+, e;} da base candnica de
R? como
€1 = 0411(55)81{1 (@) 4+ alt(x)aaxj; (x)
9 | 9
et = an(a) (@) 4+ + o) (o)

ou, em linguagem matricial, I} = a(x) - Dy(x). Assim, J; = (E;)! e obtemos
M, = MJ;.

Agora, é questao de alterar o dominio do 1-jato de f por uma transformacao lin-
ear de modo a obter a representagao habitual em termos de vetores canonicos,
seguindo a composicao a direita construida na demonstracao da forma local

das submersoes em M, no capitulo 1. B

E importante notar que qualquer conjunto de variaveis do dominio que seja
associado a uma base de colunas independentes do jacobiano f,(0) pode ser

empregado na descrigao da forma normal da submersao.
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