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4
Dobras e cuspides: limites da teoria

4.1
Perturbacoes e desdobramentos

Nesse capitulo, voltamos a considerar a RL-equivaléncia, para situacgoes espe-
ciais. Como veremos, para elaborar a Teoria de Mather em sua plenitude, é

necessaria a inclusdo de ferramentas substanciais.

Sejam u € RP, z € R®. Seja fy € M,,. Entao o conjunto das perturbagoes f do

germe fo é

P(fo) = {f : @ x B*,0) = (R",0)|£(0,2) = fol)}

e o conjunto dos desdobramentos F' de fy é

D(fo) = {F : (R xR",0) — (RYR', 0) | F(u,) = (u, f(u,2)): £(0,2) = folx) }.

Assim, f € PP(fy) e F € DP(fy) sdo germes, respectivamente, de uma p-
perturbacao e de um p-desdobramento de fj.

Perturbagoes sao familias a varios parametros (as variaveis em RP) de uma
funcao recuperada ao fazer todos os parametros iguais a zero. Vamos ver um

exemplo simples do emprego dessa idéia.

Lema 4.1 (Forma Local das Submersoes Parametrizada): Seja f; €
(E5)" submersao em 0 e f € PP(fy), dado por (u,z) € R? x R*. Considere ¢
vetores da base canonica, associados a variaveis no dominio cujas derivadas
parciais sao colunas independentes na jacobiana D, fo(0). Seja V' o subespago
gerado por esses vetores. Entao é possivel reduzir f a forma normal de uma
submersao igual a identidade em V| por uma troca de variaveis em V que
depende suavemente das varidveis restantes (em particular, dos parametros).
Demonstracao: As t colunas de D, f(0) associadas a V' também estdo na
jacobiana D, , f(0,0) da perturbagao f. Assim f também é uma submersao,
que tem forma normal dada pela identidade quando restrita a V', obtida por

uma troca de varidveis ¢ = (g1, p2) € R(RPT®). Entao f(u,z) = mpa(u, ),
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onde 7 é a projegao ortogonal sobre V. Dai, é ficil ver que 3(0,.) € R(R®) o

que se mantém para @s(u,.), com u préximos de zero. W

As equivaléncias entre desdobramentos acompanham as defini¢coes correspon-
dentes para germes, levando em conta o parametro do desdobramento. Assim,
a RL-equivaléncia entre desdobramentos Fy, Fy € DP(fy) de mesma dimensao
p de um mesmo germe fo implica na existéncia de conjugacoes no dominio e
contradominio por difeomorfismos em R(R? x R) e R(RP x R*) respectiva-

mente que dependem trivialmente do parametro. Mais precisamente,
F e F, Cg 3 ®,, ¢; desdobramentos da identidade : F} o &, = $, o F5,

onde os desdobramentos da identidade ®, € My 5,15 € @ € My pie
satisfazem @ (u,x) = (u, ¢s(u, z)), com ¢5(0,2) = x e Oy(u,y) = (u, P1(u,y)),
com ¢(0,y) = y.

Vamos ver um exemplo relativamente simples. Dado fo(z) = 2* € My,
considere o desdobramento constante Fy(u,r) = (u,z?) e o desdobramento
Fy(u,x) = (u, 2 + uzx).

Tomando as deformagoes da identidade ®q(u,z) = (u,x + u/2) e Py(u,z) =

(u,y +u?/4), vé-se que Fy e Fy sao RL-equivalentes.

O posto r de um germe é o posto de sua jacobiana na origem. Um germe f
é submersivo quando seu posto é igual a dimensao do contradominio. Para
um germe f submersivo, o nivel zero, denotado por V¢, ¢ uma subvariedade
passando pela origem, pela Forma Local das Submersoes.

E frequente considerar germes fy € (Es)t de posto 0. Se o germe tem posto
positivo, o processo descrito na proposicao seguinte — a decomposicao de
Lyapunov-Schmidt — permite reduzir o estudo de sua forma normal para um

germe de posto 0 tomando valores num espaco de dimensao mais baixa.

Proposigao 4.1 (Decomposigao de Lyapunov-Schmidt): Seja F' € (Eg)T
de posto p. Entao F' é RL-equivalente a um desdobramento f € DP(fy) de
um germe fy € (Es_,)" 7 de posto nulo. Mais explicitamente, existem trocas
de variavel em torno da origem no dominio e contradominio para as quais
¢poFop™ = (I, f), onde as derivadas na origem de f nas tltimas S — p

varigveis é nulo.

Demonstragao: O argumento, tradicional, decompde o dominio em dois
subespacos complementares, R® = U @ V, onde V é o niicleo da jacobiana
DF(0) e U é um complemento arbitrario. O contradominio, por sua vez,
decompoe em Z @ W, onde Z é a imagem de DF(0) é W é um complemento

arbitrario. As decomposicoes induzem projecoes naturais 7y : RS — U,
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my RS =V, 7y : RT — Z emy : RT — W. A prépria funciao F se
escreve agora como F(u,v) = (mzF(u,v), 7w F(u,v)), numa nota¢do natural
(mais precisamente, * € R® decompoe de forma tnica, x = u + v, para
U= TyT,v = TyT).

Fazendo composicoes com isomorfismos lineares no dominio e contradominio,
podemos supor sem perda que U =RP, V =R5 P, Z =RP e W = RT~?. Por
construgao, a restricdo de DF(0) é um isomorfismo linear entre U e Z, logo
Fi=my0F :RP x RSP — RP é uma submersao.

Assim, compondo com uma troca de varidaveis no dominio, podemos supor
Fi(xy, ... ,2p,pi1,. .., x5) = (T1,...,2p, ).

A troca de varidveis pode ter alterado as coordenadas restantes,
F, = @y o F, mas as derivadas na origem dessas coordenadas nas
varidveis ,41,...,2¢ tém que ser nulas, se ndo o posto de DF(0) se-
ria maior do que p. A demonstracao estd completa: considere o germe
fo(xps1s .- xs)) = Fo(0,2p41,...,25)), de posto nulo, e sua perturbacao
fxe, oy Tppas ooy Ts) = (T1, oo, Xy Fo(T1, oo, Tpy Tpgry - -, Tg). T
Considere o estudo dos niveis de uma funcao F : R® — RT perto da origem.
As trocas de varidveis na decomposicao de Lyapunov-Schmidt reduzem o
problema ao estudo dos niveis de uma fungao f mais simples, ou melhor,
ao estudo de uma familia de fungoes — uma perturbacao de um germe f
de posto nulo — parametrizadas pelas varidveis 1, . .., z,. Equacoes da forma
flzy, .. @y, i1, ..., 25) = b € RT7P sdo chamadas de equagdes de bifurcagao
em Matematica Aplicada. Como exemplo simples, considere um germe F de
M, de posto 1. Entdo, F' é RL-equivalente a funcio F(z,y) = (z, f(z,v)),
onde f(0,y) tem 1-jato nulo.

4.2
Dobras

Considere o germe F € M; 5 de posto 1, dotado dos seguintes propriedades
geométricas. Vamos supor que o determinante da jacobiana DF (z,y) tem 0
por valor regular, o que assegura que o conjunto critico C' de F' é uma curva
regular pela origem. Vamos supor também que o nucleo de DF (0,0) nao seja
tangente a C' na origem. Um germe que satisfaz essas condicoes é chamado de
dobra.

Pelo resultado do final da secdo anterior, F' é RL-equivalente ao germe
F(z,y) = (z, f(z,y)), onde f(0,y) tem 1-jato nulo. As duas propriedades

geométricas foram formuladas de maneira invariante, e justamente por isso,
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continuam valendo para F'. Nesse caso, o conjunto critico C' é dado por
det DF(z,y) = fy(z,y) = 0, e a primeira propriedade quer dizer que o
gradiente (f3,(0,0), f,,(0,0)) é ndo nulo. Por outro lado, o niicleo de DF(0, 0)
é o vetor (0, 1), e a segunda propriedade implica f,(0,0) # 0.

Teorema 4.1 (Forma Normal da Dobra): Toda dobra é RL-equivalente

4 forma normal F(z,y) = (z,y?).

Demonstragao: J4 vimos que a dobra F' é RL-equivalente a um germe

F(x,y) = (z, f(x,y)) = (z,m(z,y) + y*(c + n(z,y))),

onde m,n € M, e ¢ é uma constante nao nula. Nosso préximo passo é livrar-se
de todos os termos lineares em y na expansao de f(x,y). Essa afirmagao nao faz
sentido para germes suaves, mas algo equivalente para germes analiticos faz:
queremos, na verdade reduzir o problema a estudar o caso em que f,(x,0) = 0.
H& duas maneiras de considerar essa simplificacao, uma mais algébrica, outra

completamente geométrica: vamos seguir a segunda, como fez Whitney [5].

A observagao bésica é que exigir f,(z,0) = 0 é equivalente, pelo Lema de
Hadamard, a pedir que o conjunto critico C' de F' seja o eixo horizontal. O
que temos, até o momento, é que C' tem vetor normal na origem com segunda
coordenada nao nula, isto é, o vetor normal nao é horizontal. Assim, a tangente
a C' na origem nao é vertical, e, localmente, C' é o grafico de uma funcao de x
em y, passando pela origem, C' = {(z, ¢(x))}.

Agora, defina o germe de difeomorfismo ¥(x,y) = (x,y+¢(z)). Que isso é uma
troca de variaveis, é claro porque a jacobiana na origem ¢ invertivel. Mais, a
inversa de C' por ¥ é o eixo horizontal. Assim, a composta G = F oW é
R L-equivalente a F', tem seu conjunto critico no eixo horizontal e é da forma
G(z,y) = (z,9(v,y)), onde agora g(z,y) = my(z,y) + y*(c + ny(z,y)), com
mg,ng € My mas, além disso, g,(z,0) = 0, como querfamos.

A essa altura, é interessante observar o diagrama de Siersma de g.

Y
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Agora, é claro o que fazer.

Escreva, por Hadamard, g(z,y) = m(z) + y*(c + n(z,y)), para m,n €
M. Suponha c¢ positivo. Troque de varidvel no dominio novamente: defina
o(r,y) = (z,y(c + n(z,y)*/?), e componha, H = G o ¢~!. Mais uma vez,
¢ tem jacobiana invertivel na origem, logo é um difeomorfismo local e agora
H(x,y) = (z,m(x) + y?). Finalmente, componha com (x,y) — (z,y — m(z))
no contradominio para finalmente alcancar a forma normal da dobra. Como as
unicas operagoes envolvidas foram composicoes com germes de difeomorfismos

a direita e & esquerda, é claro que F' é RL-equivalente a Jal |

4.3
Algumas dificuldades: a cuspide

Como vimos, tratar de RL-equivaléncia é mais dificil. A Teoria de Mather
contém resultados muito efetivos mesmo para essa situacao, mas o conjunto de
idéias necessario é completamente diferente. Para sugerir algumas dificuldades

no processo, vamos considerar a teoria local da cuspide.

Existe uma descri¢ao invariante da cispide, que nao nos interessa agora [5]. Em
vez disso, vamos supor que foram realizadas sobre esta formulagao invariante as
simplificacoes resultantes da aplicacao da Decomposicao de Lyapunov-Schmidt
(Proposicao 4.1). Assim, obtemos germes R.L-equivalentes ao germe original,
da forma F(z,y) = (z,13(1 + n(z,y)) — zy(1 + m(z,y))), para m,n € M.
Um resultado importante da teoria seria uma técnica que permitisse mostrar
que esse germe é RL-equivalente a forma normal a (z,y) = (z,y® — zy), um

teorema obtido por Whitney [5] por argumentos estritamente geométricos.

Seguindo os passos do estudo da determinagao por K-equivaléncia no Capitulo
3, um procedimento natural seria unir FaF por um segmento e mostrar a RL-
equivaléncia localmente ao longo do segmento. Em particular, germes préximos
a F'no segmento devem ser RL-equivalentes, o que sugere que curvas passando
por F' na RL-6rbita devem admitir como vetor tangente em F' o vetor dado

pela perturbacao (0,v® n(z,y) — zy m(z,y)).

Como ja vimos ao definir T;{ para um germe f € (F,)', podemos, por
analogia, considerar os vetores tangentes associados a RL-equivaléncia da
forma f,(x)p.(z,0) + ¥, (f(x),0), onde u é o parametro unidimensional que
deforma as trocas de varidveis ¢(.,u) € R(R®) e ¥(.,u) € R(R') ao longo
do segmento. Além disso, queremos ¢(0,u) = 0 e ¥(0,u) = 0. Para adequar

o vetor tangente geral a F , fazemos u = 0 e usamos (x,y) para denotar as
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coordenadas do dominio. Estamos procurando ¢, (z,y) = (a1 (z,y), as(z,y)),

¢u(F($ay)70) = (ﬁl(F(xay))7ﬁ2<F(xay)))a com ai?ﬁi S M2 que SatiSfa(;am a
equacao

( 1 0 ) (al(x7y>>+<ﬁl(x7y3 —xy)) _ ( 0 >
—y 3y* —z) \aa(z,y) Ba(z,y* — xy) v n(z,y) —xym(z,y) )

Note que, para que as trocas de varidveis mantenham fixa a origem, precisamos
ter tanto «; quanto (; em M,. Para fazer com que a igualdade da primeira
coordenada valha, basta tomar a; = 3; = 0: o fato que existe uma solucao
desse tipo indica a possibilidade de realizar uma R .L-equivaléncia para a forma
normal mantendo fixa a varidvel z. A igualdade da segunda coordenada é muito

mais interessante:

(3y* — 2)aa(z,y) + Bolx,y” — 2y) = ¥’ n(z,y) — sy m(z,y).

Para lidar com o fato que ay e (3 agem sobre variaveis diferentes, vamos imag-
inar, para simplificar, que todas as fungoes envolvidas sejam reais analiticas.
Entao, por exemplo, escolher (3(x,y* — zy) é escolher uma combinagao linear
(infinita, talvez) de monomios da forma z*(y® — zy)¢. Essa atitude ingénua
indica que, no lado esquerdo da equagao, estamos falando de um espago ve-
torial A (a menos de questoes de finitude das somas) gerado pelos monémios
(3y? — x)x*y*, 2% (y® — 2y)%, e o lado direito é o espago vetorial B gerado por
y3akyt ryaty’, onde k ou £ em cada mondmio escolhido tem que ser nao nulo

para garantir aw, Oy € M.

Assim, para poder escrever uma perturbagao arbitraria como um vetor do
espago tangente da RL-Orbita, é necessario ter B C A. Nesse caso, isso pode
ser verificado de forma artesanal. Mas é claro que, mesmo para considerar
a perturbacao em torno de um ponto qualquer do segmento entre FelF,
é conveniente ter a disposi¢ao mais recursos algébricos. O novo ingrediente,
que nao sera discutido nesse texto, é o Teorema de Preparacao de Malgrange-
Mather [3]. Apenas para sugerir como o vocabulario de ideais e médulos,
mais uma vez, é relevante, observe que a equacao relacionando «s(z,y) e
Bo(x,y® — xy) descreve a inclusao de um ideal finitamente gerado do médulo
F5 na soma de dois ideais, o primeiro sendo (3y? — x)M, ainda sobre Fy e o
segundo, gerado pelas coordenadas do germe F', mais adequadamente descrito

como um maédulo sobre as funcoes cujas varidveis sao z e y> — .
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O exemplo acima nao deve sugerir que as dificuldades no desenvolvimento da
teoria sejam apenas de natureza algébrica. Como exemplo muito simples de
uma dificuldade analitica, considere o seguinte resultado de Whitney [4]. Seja
f : R — R uma funcao suave par. Entao existe uma funcao g : R — R suave tal
que f(z) = g(x?). Mais uma vez, para f real analitica, o resultado é simples,
mas para funcoes suaves, nao. O resultado segue do Teorema de Preparacao
citado acima quando apresentado na seguinte forma. Toda f € F; é da forma

f(z) = g(x?) + xh(x?) para g, h € E; adequadas.
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