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3
PROCESSO ADAPTATIVO

Este capitulo descreve o processo adotado para a geracao adaptativa de
malhas de elementos finitos 2D e 3D utilizada neste trabalho. Conforme
mencionado anteriormente, este processo € fundamentado no algoritmo para
geracdo de malhas volumétricas desenvolvido por Cavalcante-Neto [13] e no
algoritmo de geracao de malhas de superficie desenvolvido por Miranda et al
[45]. Portanto, este capitulo objetiva também descrever sucintamente as técnicas
de geracao de malhas volumétricas e de superficie. A versao 2D do algoritmo é
um caso particular dessas técnicas [44].

3.1. Resumo do processo adaptativo

A estratégia adaptativa utilizada neste trabalho é a do tipo h com
estimativa de erro a-posteriori Os métodos de suavizagdo de respostas
(estimativa de resposta “melhorada”), tal como descrito no capitulo anterior, sédo
0 Z2-HC [62], baseado na meédia nodal, e o SPR [63-66], baseado em
recuperacdo de patches. A técnica de geracdo de malhas € baseada em
Decomposicao Espacial Recursiva (segéao 2.4.1.2) e Avancgo de Fronteira (segao
2.4.1.3), usando os algoritmos desenvolvidos por Cavalcante-Neto e Miranda et
al, mas com uma nova abordagem da técnica de Decomposicdo Espacial
Recursiva, pois as estruturas de dados do tipo quadtree (2D) e octree (3D) nao
tém mais apenas a funcdo de gerar pontos no interior do dominio. Nas versoes
anteriores, essas estruturas de dados eram utilizadas para cada regiao do
dominio (sub-dominio) de forma independente (uma estrutura por regido). A
partir deste trabalho, estas estruturas sdo globais, isto &, existe apenas uma
estrutura quadtree ou octree para gerenciar o processo de geragao adaptativa de
malhas de um modelo (mesmo que tenha varias regides). Além disso, essas
estruturas agora sdo responsaveis pelo refinamento das curvas e superficies,
além de controlar o tamanho dos elementos que sdo gerados no dominio. A
Figura 11 mostra o fluxograma do processo adaptativo apresentado neste
trabalho.
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Figura 11 Fluxograma do novo processo adaptativo (2D e 3D).

A descricdo do processo pode ser resumida da seguinte forma.
Primeiramente, por se usar uma estimativa de erro a-posteriori, parte-se de um
modelo solido ou plano, onde ja exista uma malha de elementos triangulares /
tetraédricos associada. Posteriormente, seleciona-se o método de suavizacao
que se deseja utilizar. Em seguida, o programa de andlise (FEMOORP [43]) Ié o
arquivo gerado pelo modelador e gera um arquivo que contém informagdes das

razdes de erro associados a cada elemento () (ver equacgéo 20) de acordo

com o método de suavizagao adotado. E sdo estes valores que sdo usados para
refinar a octree / quadtree global.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510729/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0510729/CA

48

Considera-se que existe um modelador geométrico associado ao ambiente
de geracao adaptativa de malhas de elementos finitos. O modelo geométrico
plano tem uma descri¢ao topoldgica dos vértices, curvas e regides planas, assim
como uma descricdo geométrica associada, que consiste das coordenadas dos
vértices e representacdo matematica das curvas. Em 3D, a descri¢do topolégica
envolve vértices, curvas, superficies e regides; e a descricdo geométrica também
considera a representacdo matematica das superficies. Tanto no caso plano
qguanto no tridimensional o modelo pode conter varias regides. Neste ambiente,
os atributos da simulacdo, tais como propriedades de materiais, cargas e
restricbes de suporte, estdo associados as entidades geométricas. Dessa forma,
as entidades da malha de elementos finitos (n6s e elementos) recebem
automaticamente os atributos das entidades geométricas que estdo associadas.
Com isso, pode-se regerar as malhas sem que os atributos sejam perdidos.
Neste trabalho, o modelador utilizado € o MTOOL [47] para o caso 2D e o MG
[48] para o caso 3D.

A razéao de erro de cada elemento e as curvaturas das curvas e superficies
vao definir os tamanhos dos novos elementos que serdo gerados no proximo
passo do processo adaptativo. A distribuicdo espacial do tamanho dos novos
elementos é armazenada em uma estrutura de dados global do tipo octree (3D) /
quadtree (2D).

A idéia de se utilizar essas técnicas de decomposi¢do espacial recursiva
para armazenar a distribuicado espacial dos tamanhos dos elementos em um
processo de geragdo de malhas de elementos finitos ndo € nova. Cavalcante-
Neto [13] e Miranda [44,45] langaram esta idéia. A novidade apresentada é o fato
de a octree / quadtree ser global, isto €, uma Unica estrutura de dados é criada
para todo o modelo, mesmo que ele tenha varias regides. Nos trabalhos citados
uma octree / quadtree era gerada para cada regiao do modelo. Além disso, a
octree / quadiree global contém as informacGes sobre os tamanhos dos
elementos necessarios para reduzir o erro de discretizagdo (adaptatividade
numérica) e sobre os tamanhos dos elementos necessarios para modelar
adequadamente as curvaturas de curvas e superficies (adaptatividade
geomeétrica).

A proxima segao descreve a construcdo da octree / quadtree global em
fungcédo da razédo de erro dos elementos finitos da malha anterior. A segcédo 3.3
descreve o refinamento da octree / quadtree global de acordo com as curvaturas
das curvas. No caso 3D, a octree é refinada subseqlentemente em fungéao da
geometria das superficies tal como descrito na seg¢éao 3.4.
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Uma vez obtida a octree / quadtree global levando em conta o erro
numeérico e as curvaturas de curvas e superficies, o passo seguinte é a geracao
da malha de elementos finitos propriamente dita. A geracdo de malhas é feita por
regides e parte da discretizacao das curvas (se¢ao 3.6) para gerar as malhas de
superficie no caso 3D (sec¢do 3.7) e das malhas de dominio no caso 2D. No caso
3D, a geracdo da malha sélida (secao 3.8) de uma regido depende da
discretizacao das suas curvas e superficies de bordo.

A necessidade de ordenar a discretizacdo comecando pelas curvas,
passando pelas superficies e finalizando com as regides se deve a dois motivos.
Primeiro, por se adotar uma técnica de Avanco de Fronteira, que parte do
contorno discretizado de cada regiao. Segundo, a discretizagdo prévia das
fronteiras das regides forga a compatibilidade entre as malhas das regides.

Apbs se realizar um passo do processo adaptativo, € mostrado o resultado

do erro corrente, identificando se € necessario ou ndo mais um passo.

3.2. Construcao da octree / quaditree global baseada no erro
numérico

O primeiro cubo / quadrado da octree / quadtree global é incializado com a
menor dimenséo que é capaz de envolver completamente o modelo (vide secao
2.4.1.2).

ApOs se inicializar a octree / quadtree global, calcula-se, de acordo com o

(a) volume (area) de cada elemento e com a razéo de erro (&) associada a ele,

0 tamanho caracteristico 4 que sera associado ao seu centro geométrico. Este
tamanho caracteristico serd usado no refinamento da octree / quadiree e é
calculado da seguinte forma. Primeiramente, calcula-se o volume / &rea real do
elemento (Vi Az, ). EM seguida calcula-se o comprimento L da aresta (lado)
do tetraedro (tridngulo) regular (equilatero) que tem o (a) mesmo (mesma)
volume (area) do elemento. A aresta L ¢é adotada como o tamanho
caracteristico i, do elemento na malha inicial. Esse calculo é feito com base nos
tetraedros / triangulos regulares / equiilateros pois estas sdo as formas ideais dos
elementos que serdo gerados na nova malha.

O valor de L para o caso plano é obtido da seguinte equacéo, através da
relagcao entre a area do triangulo equilatero e o seu lado.
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4 AREAL

O valor de L para o caso tridimensional é obtido da seguinte equacao, que
€ obtida pela relagédo entre o volume do tetraedro regular e sua aresta.

1 2VREAL

L=y f (34)

O tamanho caracteristico & que sera associado ao centro geométrico de
cada elemento sera o valor de L obtido pelas equagdes (33) ou (34) dividido

pelo valor & do elemento, de acordo com a equacgéo (23), considerando i, = L.

O refinamento da octree / quadtree é realizado localizando a célula da
octree /| quadtree onde se encontra o centro geométrico de cada elemento e
testanto se o tamanho desta célula é maior que o tamanho %. Em caso
afirmativo a célula da octree / quadtree seréa dividida em 8 cubos / 4 quadrados
iguais. O refinamento termina quando os centros geométricos de todos
elementos estiverem localizados em células, cujos 0os tamanhos sdo menores ou

iguais aos tamanhos caracteristicos dos elementos correspondentes.

3.3. Refinamento da octree / quadiree global baseado na
adaptatividade geométrica das curvas

Outra ferramenta muito importante idealizada e implementada durante o
desenvolvimento deste trabalho foi a adaptatividade geométrica das curvas de
bordo. Em muitas ocasidées, quando se usa o processo adaptativo apenas
baseado no erro numérico da malha, a nova malha gerada (no passo seguinte
do processo) nao respeita a geometria real das curvas do modelo. Isto acontece,
sobretudo, quando estas curvas possuem trechos com curvaturas acentuadas e
ndao ha nesses trechos concentracdes de tensdes que requeiram maior
refinamento dos mesmos. Nesses casos, utiliza-se o0 processo adaptativo
baseado nos estimadores de erro juntamente com a adaptatividade geométrica,
que busca refinar mais os trechos com maiores curvaturas para que as
geometrias das curvas sejam respeitadas.

Devido a isso, apds ser inicializada e refinada a octree / quadtree global
através do erro numérico, o processo adaptativo tem a opgao de considerar as
curvaturas das curvas do modelo no refinamento da octree / quadtree global.
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O processo adaptativo considerando também a adaptatividade geométrica
de curvas depende de alguns parametros que sao fornecidos como dados de
entrada.

1) Tolerancia angular (angroL);

2) Distancia maxima, medida ao longo da curva, entre duas subdivisbes
consecutivas pertencentes a curva (dvax);

3) Distancia minima, medida ao longo da curva, entre duas subdivisdes
consecutivas pertencentes a curva (dvin)-

O refinamento da octree / quadtree global considerando esses parametros
para cada curva é feito de forma recursiva. A curva é subdividida em trechos
sobre 0s quais se efetuam testes que, se forem satisfeitos, irdo resultar no
acréscimo de uma nova subdivisdo a curva. Se estes testes falharem, o trecho é
subdividido em dois novos trechos de comprimentos iguais, e os testes séo
novamente realizados para cada um destes trechos, recursivamente.

Inicialmente, utiliza-se a curva inteira como primeiro trecho a ser testado.
Em seguida, se necessario, a curva vai sendo subdividida até que os critérios
adotados sejam todos satisfeitos para cada trecho testado.

Usando-se a Figura 12 como referéncia, pode-se descrever, em ordem, 0s
testes efetuados para cada trecho:

Figura 12 Curva a ser subdividida segundo os critérios geométricos.

1) Compara-se entre o comprimento total do trecho, medido ao longo da
curva (Figura 12), e a distdncia minima permitida entre duas subdivisdes
consecutivas. Se o comprimento total do trecho for menor ou igual a distancia
minima permitida, o ponto PO & acrescentado como uma nova subdivisdo da
curva (Figura 13.a). Se o comprimento total do trecho for maior que a distancia
minima permitida, passa-se ao teste seguinte.
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Figura 13 (a) Ponto PO é inserido (b) Inseri-se uma nova subdivisdo, fazendo-se P1 = Pm
e Pm sendo a metade do novo trecho.

2) Compara-se entre o comprimento total do trecho, medido ao longo da
curva, e a distdncia maxima permitida entre duas subdivisdes consecutivas. Se o
comprimento total do trecho for maior que a distancia maxima permitida, o trecho
deve ser subdividido em dois novos trechos de igual comprimento sobre os quais
0os mesmos testes descritos aqui serdo aplicados (Figura 13.b). Isto é obtido
fazendo-se P1 = Pm para o primeiro trecho (em vermelho) e PO = Pm para o
segundo trecho (em preto), e recalculando-se os pontos intermedirarios para
cada trecho (pontos localizados na metade do comprimento de cada trecho). Se
o comprimento total do trecho for menor que a distancia maxima permitida,
passa-se ao teste seguinte.

3) Calcula-se o angulo entre os vetores cujos vértices iniciais encontram-se
no ponto localizado na metade do comprimento do trecho em questdo (ponto
Pm) e cujos vértices finais encontram-se sobre os pontos inicial e final do trecho
(PO e P1). Calcula-se, entdo, o mdédulo da diferenca entre o valor deste angulo e
180°. Se esta diferenca for menor que a tolerancia angular pré-estabelecida, o
ponto PO é acrescentado como uma nova subdivisdo da curva (Figura 13.a). Se
esta diferenca for maior que a tolerancia angular pré-estabelecida, o trecho é
subidivido em dois novos trechos de comprimento iguais (Figura 13.b) sobre os
quais os mesmos testes descritos aqui serdo aplicados.

Os critérios da adaptatividade geométrica podem ser estabelecidos pelo
usuario do programa, de tal forma, que os trechos das curvas que apresentem
maiores curvaturas serdo mais refinados. Este fato também se torna muito
importante para adaptatividade baseada em erro, pois, em geral, séo justamente
estes trechos que normalmente apresentam grande gradiente de tensdes.

Neste trabalho, a adaptatividade geométrica é utilizada no refinamento da
octree /| quaditree global da seguinte forma:

1) Calcula-se o numero de subdivisdes da curva;
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2) De cada trecho obtém-se as coordenadas Cartesianas do seu centro
geométrico e o tamanho do trecho;

3) Estes valores sao repassados para o refinamento da octree / quadtree
global. Isto é feito de forma analoga ao que foi descrito na secao anterior para
refinar a octree / quadiree de acordo com o tamanho caracteristico requerido
pela razao de erro numérico.

A Figura 14.a, 14.b, 14.c e 14.d tentam ilustrar a importancia do uso da
adaptatividade geométrica. A Figura 14.a mostra um tubo submetido a pressao
interna (no ambiente de modelagem), a Figura 14.b mostra o mesmo tubo
representado por uma malha de elementos finitos bem grosseira, a Figura 14.c
mostra o resultado apds o primeiro passo da adaptatividade usando apenas
critérios baseados na estimativa de erro, percebe-se nesta figura, que houve
uma melhora na qualidade da malha em comparagdo com a malha da
Figura 14.b, j& a Figura 14.d mostra o resultado ap6s o primeiro passo da
adaptatividade usando os critérios baseados na estimativa de erro e a
adaptatividade geométrica, percebe-se que nesta figura ha uma melhora na
qualidade da malha em comparagéo com as malhas das Figura 14.b e 14.c.

Figura 14 (a) Tubo com pressao interna, (b) Malha grosseira do modelo do tubo, (c)
resultado do 12 passo do processo adaptativo usando apenas critérios baseados na
estimativa de erro e (d) resultado do 12 passo do processo adaptativo usando os critérios

de estimativa de erro e os critérios geométricos.
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3.4. Refinamento da octree global baseado na adaptatividade
geométrica das superficies

No caso 3D, um ponto muito importante que deve ser considerado € a
geragao de malhas em superficies de forma arbitraria, levando em consideracao
a curvatura das mesmas. Dessa forma, apds o refinamento da octree global
considerando os critérios da analise de erro e usando-se os critérios da
adaptatividade geométrica das curvas, deve-se refinar a octree global
considerando também as curvaturas das superficies. Para tanto, usou-se neste
trabalho o algoritmo desenvolvido por Miranda e Martha [45], que foi uma
extensao da técnica de geracao de malhas proposta por Cavalcante-Neto [13].

Nesse algoritmo a malha é gerada no espaco paramétrico da superficie,
mas angulos e distancias sao calculados no espago Cartesiano 3D. Desta forma,
os elementos finitos podem ser distorcidos no espaco paramétrico. Mas quando
sdo mapeados ao espago Cartesiano 3D devem apresentar boa razdo de
aspecto. O algoritmo usa um mapeamento de métrica desenvolvido por Tristano
[59] para obter as distancias e distor¢cbes corretas entre os dois espagos
(Figura 15).
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Figura 15 Processo de geracao de malhas superficiais paramétricas em 3D (Lira [37]).

Tristano et al também desenvolveram um algoritmo de geracdo de malhas
de superficie, porém a principal diferenga entre os dois algoritmos estd na
estratégia de como guardar as informagdes de métricas entre os espacos
Cartesiano e Paramétrico. No trabalho de Tristano [59] usa-se uma triangulacao
auxiliar, ja no algoritmo desenvolvido por Miranda e Martha [45] usa-se uma

quadtree auxiliar para guardar estas informacoes.
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Esse trabalho mantém a idéia de Miranda e Martha de utilizar a quadtree
auxiliar das superficies para guardar as informagbes de métricas. Uma
alternativa seria guardar essas informagdes na octree global. Entretanto, se teria
dificuldade em saber que informacdes estariam associadas a quais superficies,
quando uma mesma célula da octree global contivesse trechos de mais de uma
superficie. Por essa razdo cria-se a quadiree auxiliar, mas os valores dos
tamanhos caracteristicos & que controlam os tamanhos dos elementos a serem
gerados na malha de superficie, continuam sendo guardados na octree global.

No trabalho de Tristano [59] também se usa uma quadtree no espaco
paramétrico, mas ela tem apenas a funcdo de gerar pontos no interior do
dominio para depois, com a técnica de Delaunay, gerar a malha. J4 no trabalho
de Miranda e Martha [45] os pontos no interior do dominio sdo inseridos
concomitantemente aos elementos da malha, utilizando uma técnica da avancgo
de fronteira que é descrita nas segbes 3.7 e 3.8.

Conforme sera descrito nessas secdes, a descricdo do contorno das
superficies serve como entrada de dados para o algoritmo de Miranda e Martha
[45]. A definicao destes pontos nao é tarefa do algoritmo. Portanto, é necessario
que as curvas do contorno das superficies também apresentem uma
discretizagcdo que considerem as curvaturas presentes. E neste contexto, que se
percebe o importante acréscimo de se considerar a adaptatividade geométrica
das curvas tal como mostrado na segao anterior.

O refinamento da octree global considerando as curvaturas das superficies
é feito da seguinte maneira. Para cada superficie gera-se uma quadtree auxiliar
com base na discretizacdo das curvas de bordo e de suas curvaturas. Neste
estagio ndo é necessario gerar uma malha associada a superficie, pois o
objetivo é apenas o refinamento da octree global. Cada quaditree auxiliar é
refinada conforme o algoritmo de Miranda et al da seguinte forma. A subdivisédo
das curvas de bordo da superficie determina a profundidade local da quadtree e
posteriormente a quadtree é refinada para evitar que células do interior sejam
maiores que células que contenham as curvas de bordo. Em seguida a quadtree
é refinada para forcar uma disparidade entre células vizinhas de no maximo um
nivel de profundidade na decomposicao recursiva. O Ultimo passo € o
refinamento da quadtree para forgar a minima diferenga de curvatura entre
células adjacentes.

Neste ultimo passo, calculam-se os vetores normais de cada célula da

quadtree auxiliar. Os vetores normais de duas células adjacentes, N, e Ny, sao
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avaliados no centro geométrico das mesmas. Calcula-se a inclinagdo (9) entre
as células adjacentes através do produto escalar entre os seus vetores normais.

N, N (35)
cos(@)=—4_—£_
[N AllV

O valor de cos(@) encontrado é comparado com o valor minimo cos(8),,,y -
cos(8) < cos(8) N (36)

Se o critério da inequagao (36) nao for atendido, deve-se, entao, calcular

um novo tamanho de célula H ,,, , baseado no tamanho antigo H,,, , cos(d) e
cos(),, » onde o valor de 6,,, sugerido por Miranda et al é de 30°.

Hypy = Mo cos(8) (37)
c08(6) v
Para ilustrar a geragdo da quadtree auxiliar, a Figura 16 mostra uma
superficie 3D sobre a qual sera feita a geracdo da malha com as suas curvas de
bordo ja tendo sido refinadas segundo os critérios geométricos estabelecidos, de

tal forma que os trechos de maior curvatura sdo mais discretizados.

Figura 16 Superficie com as suas curvas de bordo considerando os parametros da

adaptatividade geométrica das curvas.

A Figura 17 ilustra a importancia de se considerar a curvatura da superficie
na geragdo de malhas. A Figura 17.a mostra uma malha sem considerar as
curvaturas das curvas de bordo e da superficie. A Figura 17.b mostra a quadtree
auxiliar construida para realizar a adaptatividade geométrica da superficie e a

Figura 17.c mostra a malha quando se considera a curvatura.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510729/CA


PUC-Rio - Certificacé@o Digital N° 0510729/CA

57

SN
RZLX
NSO

Figura 17 Exemplo de uma malha em uma superficie 3D: (a) sem considerar informagdes
sobre curvaturas; (b) quadiree auxiliar construida para realizar a adaptatividade
geométrica da superficie da figura (c) e (c) malha da superficie apds se considerar as

suas curvaturas (Lira [37]).

Finalmente, apés a construcdo da quadtree auxiliar da superficie, é
realizado o refinamento da octree global. Isto é efetuado de forma analoga ao
que foi feito para refinar a octree global devido ao erro numérico e a curvatura
das curvas. Para cada célula da quadtree, localiza-se a célula da octree global
que contém o seu centro. Refina-se a célula da octree, forcando que o seu

tamanho fique menor ou igual ao tamanho da célula da quadtree auxiliar.

3.5. Refinamento da octree / quadiree global para forcar
disparidade de tamanho minima

Em sequida a octree / quadtree é refinada para manter, entre duas células
vizinhas, apenas um nivel de diferenca de profundidade na decomposicao
recursiva, evitando uma ma transicao entre os elementos da malha a ser gerada.
A Figura 18 mostra um exemplo bidimensional com esse ajuste, onde as células

marcadas em “X” serdo refinadas conforme este critério.
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(a) (b)

Figura 18 (a) quadtree inicial sem refinamento que forga a diferenga minima entre as
células da octree / quadtree, (b) quadtree final com refinamento adicional que forca a

diferenca minima entre as células da octree / quadtree.

A Figura 18, também mostra a capacidade que o algoritmo tem de tratar
modelos com multiregides, pois as regides em cor mais escura, sao regides com
propriedades diferentes das de cor mais clara. Isto € muito importante para tratar
modelos que possuam caracteristicas diferentes em regides diferentes, tal como:
relagdes constitutivas, propriedades térmicas, espessura, etc, variando ao longo
do modelo.

3.6. Refinamento das curvas

Apds a construgao da octree / quadtree global, o passo seguinte é refinar
as curvas do contorno do modelo. Isto é feito atravées da técnica de
Decomposicao Espacial Recursiva binéria (binary-tree) da curva. Desta vez, as
novas subdivisdes das curvas serdo as subdivisdes finais do passo corrente do
processo adaptativo, pois agora a octree / quadtree global ja contém todos os
parametros necessarios a execugao do processo adaptativo.

A decomposicao recursiva binaria é descrita a seguir. Caso o tamanho da
curva seja maior que o tamanho da célula em que o centro da curva esta, a
curva sera dividida pela metade. O processo é repetido para as duas metades
restantes e assim sucessivamente até que o critério acima néo seja atendido. A
Figura 19 ilustra esta técnica para uma curva reta em 2D. A quadltree no trecho é
mostrada tracejada. No inicio (Refinamento 0), a curva tem um Unico segmento
de subdivisdo, que abrange todo o seu comprimento. No passo seguinte
(Refinamento 1), a curva € dividida em dois segmentos iguais. No terceiro passo
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(Refinamento 2), os dois segmentos sao divididos em outros dois. No passo
seguinte (Refinamento 3), apenas os segmentos da parte da direita séo
divididos. Finalmente, no ultimo passo (Refinamento 4) somente o Ultimo
segmento é dividido pela metade.
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Figura 19 Refinamento de uma curva reta pela técnica de Decomposi¢éo Espacial

Recursiva binéria (binary-tree).

Esse uso da octreee / quadtree para refinar a curva e para controlar o
tamanho dos elementos é inovador, pois na estratégia anterior de Cavalcante-
Neto [12,13] para se refinar as curvas, buscava-se a informagdo sobre o

tamanho caracteristico (k) dos elementos adjacentes & curva, de tal forma que
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era necessario, primeiramente, determinar os nés pertencentes a curva para
depois se determinar os elementos adjacentes a estes nés.

Esse procedimento ndo era eficiente, principalmente em 3D, pois exigia
uma busca de elemento adjacente para cada segmento da curva. Alguns outros
detalhes da estratégia, que nao estao relatados aqui, também dificultavam o
refinamento binario da curva. A estratégia atual é muito mais eficiente, pois sé
envolve uma consulta de localizagdo em uma octree / quadtree global.

Outro ponto muito importante deste algoritmo esta na sua capacidade de
“desrefinar” regides em que a andlise de erro indigue um excessivo grau de
refinamento das mesmas. Ou seja, o0 algoritmo € capaz de indentificar as regiées
em que se faz necessario um maior refinamento, bem como as regiées em que o0
contrério é o que é requerido.

A Figura 20.a mostra uma malha inicial onde todas as curvas do tipo arco
de circulo possuem dez subdivisbes. Apds um passo do processo adaptativo
(Figura 20.b) considerando apenas o erro numérico, verifica-se que todas curvas
estavam mais discretizadas que o necessario (segundo os critérios de erro

estabelecidos).
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Figura 20 (a) malha inicial com todas as curvas do tipo arco de circulo com dez
subdivisdes, (b) malha final com suas curvas com o nimero de subdivisao menor que

dez.

Deve-se ressaltar que cada segmento de discretizagdo da curva
corresponde a um lado ou aresta de elemento finito. No caso de elementos
quadraticos, ainda existird um n6 no meio do segmento que corresponde ao nd

de meio de lado ou aresta do elemento.
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3.7. Discretizacao das superficies

No caso 2D, apds o refinamento das curvas, como a quadtree global ja
estd gerada e contendo as informagdes necessarias para definir o tamanho dos
elementos gerados na malha de superficie, parte-se para a geragao das malhas
nas regides planas. O algoritmo adotado para gerar a malha de elementos
triangulares em uma regido plana é uma versao simplificada [44] do algoritmo de
geracao de malhas volumétricas que é descrito na préxima se¢éo. Por isso, 0
algoritmo 2D néo sera descrito aqui. A quadtree global € utilizada para definir o
tamanho dos elementos gerados.

No caso 3D, o algoritmo de geracdo de malha em uma superficie é
semelhante ao algoritmo de geragdo em uma regido plana. Isto porque a
geracgao é feita no espaco paramétrico bidimensional da superficie. A principal
diferenca € que os tamanhos dos elementos gerados ficam definidos pela octree
global. Além disso, para compensar as distorgées entre as métricas (angulos e
distancias) dos espacos paramétrico e cartesiano 3D, uma estrutura de dados do
tipo quadtree auxiliar da superficie é utilizada. O procedimento € idéntico ao que
foi descrito na secédo 3.4, diferenciando-se apenas no fato de que agora os
critérios da adaptatividade geométrica ja foram considerados no refinamento da
octree global. Portanto, o tamanho das células da quadtree auxiliar é ditado pela
octree global.

Uma vez gerada a quadtree auxiliar, o algoritmo de geracdo de malhas de
superficie segue o que esta descrito no trabalho de Miranda et al [44] que, como
foi dito, € uma versao simplificada do algoritmo de geracao 3D que é descrito na

proxima segao.
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3.8. Algoritmo de geracao de malhas volumétricas

Esta secdo descreve o algoritimo de geracdo de malha volumétrica em
uma dada regiao do modelo que é delimitada por um conjunto de superficies. O
algoritmo foi concebido para atender trés requisitos especificos. Primeiramente,
o algoritmo deve produzir elementos de boa forma, evitando elementos com
apectos ruins. Apesar do algoritmo ndo garantir limites nos aspectos de forma
dos elementos, sdo tomados os cuidados necessarios a cada passo para gerar
os elementos com a melhor forma possivel.

O segundo requisito € que o algoritmo deve gerar uma malha que se
conforme com a malha triangular no contorno da regido. Isto é importante em
varios contextos, como por exemplo em propagacgao de trincas, pois permite que
a geragao de uma nova malha ocorra localmente em uma regido préxima a uma
trinca se propagando, ou seja, um numero relativamente pequeno de elementos
proximos a trinca podem ser removidos criando um vazio na malha; outra
aplicacao, de interesse direto deste trabalho, é na simulagcao de problemas com
a adaptatividade, onde ap6s uma andlise de erro realizada, pode-se remover
apenas uma parte localizada da malha, gerando-se igualmente um vazio na
mesma e conseqliientemente a necessidade de geracao de novos elementos que
se conformem com o0s outros elementos remanescentes da malha anterior e que
atendam aos critérios de erro pré-estabelecidos.

O terceiro requisito do algoritmo é que ele tenha a capacidade de criar uma
boa transicdo entre regides com elementos de tamanhos varidveis. Esse
requisito também é importante no contexto de propagacdo de trincas e na
andlise adaptativa, pois nestas situagbes, dependendo do gradiente de tensdes,
€ necessario que se gerem maiores elementos em uma regiao do que em outra.
Porém essa transicdo deve ser suave, do contrario podem ocorrer problemas
numericos.

O algoritmo trata casos onde as superficies tridimensionais possuem
curvaturas acentuadas. Neste caso, a malha superficial 3D resultante deve ser
mais refinada onde houver maior curvatura. Este procedimento evita que
elementos vizinhos sejam pontiagudos, 0 que seria indesejavel para o
procedimento de andlise.

Este algoritmo incorpora aspectos de procedimentos de geracao de
malhas bastante conhecidos, os quais ja foram apresentados no capitulo
anterior, incluindo alguns aspectos originais. Ele usa a técnica de avanco de

fronteira juntamente com uma arvore octaria (octree) como orientagcédo local para
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o tamanho dos elementos a serem gerados. O método de avango de fronteira é
dividido em duas fases: uma, chamada de fase baseada na geometria, que
objetiva a criacdo de elementos com a maxima qualidade de forma. A outra é
denominada de fase baseada na topologia, onde os critérios de formagédo de
elementos 6timos sdo menos restritivos e o algoritmo tenta criar elementos
validos, usando apenas consideracOes topoldgicas. Estas duas adicbes na
técnica de avancgo de fronteira sdo certamente uma das melhores caracteristicas
deste algoritmo. Outro aspecto incluido de grande importancia sdo os chamados
procedimentos de “volta-passo”, que sao tentativas de fechar a malha de um
dominio, quando a técnica de avango de fronteira tradicional falha. A
necessidade deste procedimento surge pelo fato de ndo ser garantida a
discretizacao de qualquer volume em tetraedros, 0 que ndo ocorre quando se
usam triangulos na geracdo de malhas 2D. E importante mencionar que neste
algoritmo, os procedimentos de “volta-passo” ndo sao somente usados em um
estagio de pos-processamento para melhorar a qualidade da malha, mas
também durante a fase de avango de fronteira, quando um volume menor que
nao pbde ser subdividido em tetraedros € encontrado. Neste caso, ndo somente
a validacdo da malha é garantida, como também a qualidade da mesma é
melhorada. Neste algoritmo os nos internos sao gerados simultaneamente com a
geracao dos elementos. Este algoritmo também gerencia descontinuidades no
dominio ou no contorno do modelo, como nos exemplos que envolvem trincas.

A entrada de dados do algoritmo é a descri¢do facetada (discretizacéo) do
contorno da regido onde a malha vai ser gerada, que é obtido por uma lista de
nés, definidos por suas coordenadas e por uma lista de faces triangulares,
definidas por sua conectividade nodal. Este tipo de entrada de dados pode
representar geometrias de qualquer forma, incluindo buracos ou trincas e pode
ser facilmente incorporado em qualquer sistema de elementos finitos. Dentro da
estratégia adaptativa adotada, a discretizacdo do contorno de cada regiao, que
inclui a discretizagdo das curvas e superficies da fronteira da regiao, é feita a
priori, conforme foi descrito na se¢ao anterior.

A seguir mostra-se os principais passos utilizados pelo algoritmo.
a) Utilizagao da octree global (gerada conforme citado nas segdes anteriores)
b) Procedimento de avanco de fronteira

b.1) Geragao de elementos baseada em geometria (elementos 6timos);
b.2) Geracao de elementos baseada em topologia (elementos validos);
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b.3) Geragao de elementos baseada em procedimento “volta-passo” com
remocao de elementos que estejam impedindo a técnica de avanco de
fronteira fechar a geragdo da malha dentro de um dominio.

c¢) Melhoria local da malha
c.1) Suavizagao Laplaciana com testes de validacao;
c.2) Avaliagdo da qualidade e procedimento “volta-passo” local com
remogao de elementos.

3.9. Localizacao do tamanho caracteristico & para os novos
elementos

Esta seg¢do faz uma discussdo sobre a maneira de se refinar a octree /
quadtree global em funcdo do erro numérico (secao 3.2). A estratégia adotada
consiste em associar o tamanho caracteristico 4 de cada elemento ao seu
centro geométrico, como sugerida por Cavalcante-Neto [12,13]. Outra
possibilidade encontrada nos outros trabalhos pesquisados foi a de associar o
valor de h aos pontos de Gauss de cada elemento, 0 que torna o processo um
pouco mais lento. A estratégia de associar o valor de & de cada elemento ao
seu centro geométrico resulta em malhas com uma transicao mais suave entre
as regides com diferentes gradientes de tensdes, mas apresenta um problema
de dificultar o refinamento de cantos (Figura 21).

Figura 21 Problema de refinamento em cantos quando o valor de / de cada elemento é

associado ao seu centro geométrico.

A Figura 21 mostra que as subdivisées das curvas ndo vao aumentando do
canto onde apresenta maior concentracdo de tensdes. Isto s6 acontece com

aumento dos passos do processo adaptativo.
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Como tentativa de evitar este problema tentou-se relacionar o tamanho
caracteristico (1) de cada elemento aos seus vértices. Entretanto neste caso,
elementos de fronteira de uma regido que apresente uma alta concentragéo de
tensdo acabam passando para outra regido o erro correspondente a regiao
anterior, ocasionando com isto, refinamento excessivo em regides que nao

requeiram tal nivel de refinamento.
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Figura 22 Compara as malhas, referentes ao mesmo passo do processo adaptativo, com
o valor de h de cada elemento associado ao seu centro geométrico (a) e com o valor de

h associado aos vértices de cada elemento (b).

Pela Figura 22 percebe-se que quando o valor de i é associado ao centro
geométrico do elemento gera-se um nuimero menor de elementos e regides que
ndo apresentam concentragbes de tensdes elevadas ndo sdo refinadas
desnecessariamente. Diferentemente, quando o valor de h é associado aos
vértices dos elementos, o problema de refinamento dos cantos é amenizado,
pois o proprio vértice de canto tera tantos valores de h associados a ele quanto
for o nUmero de elementos adjacentes a este vértice, gerando desta forma um
novo problema, o refinamento excessivo e desnecessario em determinadas
regides, que nao apresentem elevadas concentragbes de tensdes, o que esta
destacado na Figura 22.b.

Portanto, em ambas possibilidades de associacdo do valor de h aos
elementos foram encontrados probelmas. Por isso optou-se pela estratégia
adotada por Cavalcante-Neto.
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3.10. Consideracoes finais

Esta secéo visa justificar o duplo refinamento das curvas e da geracao das
quadtrees auxiliares, para o caso 3D, proposto para o processo adaptativo (vide-
Figura 11).

A idéia central do processo adaptativo em 3D é a criagao de uma estrutura
octree global para armazenar a distribuicdo espacial dos tamanhos
caracteristicos dos elementos finitos que serdo gerados em cada passo do
processo. Esta estrutura € construida em trés passos, levando em conta o erro
numeérico (primeira etapa), curvatura das curvas (segunda etapa) e curvatura das
superficies (terceira etapa). A octree final de cada passo do processo adaptativo
é utilizada para discretizar curvas, superficies e regides (geragcao da malha).

Para se levar em conta as curvaturas das superficies constréi-se uma
primeira versdao de uma estrutura quadtree auxiliar para cada superficie,
seguindo o procedimento proposto por Miranda et al [45]. Ocorre que para se
criar a quadtree auxiliar é preciso partir de um refinamento das curvas de bordo
da superficie. Por isso, é necessario, fazer um refinamento prévio das curvas,
que leva em consideracdo o erro numérico (informacéo contida na octree global
inicial) e as curvaturas das curvas. Esse refinamento prévio de curvas nao €
utilizado para a discretizacao final das curvas, pois neste estagio ainda nao se
levou em conta as curvaturas de todas as superficies na construgcéo final da
octree global.

Por outro lado, a primeira versdo da quadiree auxiliar de cada superficie
nao levou em conta o erro numérico no interior da superficie e a influéncia das
outras superficies. Por isso esta versdao € descartada sem que se gere uma
malha na superficie. Ela é apenas utilizada para refinar a octree global
considerando a curvatura de cada superficie. Somente apds a construgao da
octree global e de se obter a discretizagdo final das curvas € que se cria a
quadtree auxiliar final de cada superficie. Esta versao final é utilizada para
discretizar a superficie.
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