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Apéndice A

O que é um Espaco de Hilbert?

Um espago de Hilbert ¢ uma estrutura matematica riquissima, cuja origem
esta diretamente ligada aos primeiros esforgos de se estabelecer um fundamento
matematico a fisica quantica, em grande parte pelo matematico John von
Neumann na década de 30.

Este apéndice esta voltado aos alunos dos cursos de engenharia elétrica (ou
qualquer outra engenharia) interessados no assunto, ja que, de acordo com o
curriculo em vigor no Brasil, esse assunto nao ¢ sequer citado em sala de aula.

Antes de fornecer uma defini¢do formal, vamos brevemente mostrar como
se constroi um espago de Hilbert partindo de estruturas mais basicas, de forma a
facilitar nossa compreensdo e nos permitir enxergar com mais facilidade toda a

. 98
riqueza dessa estrutura” .

AA1.
Espacos Lineares

Vamos comegar com uma estrutura familiar a todos que estudam algebra
linear, o chamado espaco linear ou espag¢o vetorial. Um espago linear ¢ um
conjunto onde duas operacdes, chamadas de “soma” e “multiplica¢do por escalar”
sdo definidas. Assim, além do que podemos normalmente fazer com conjuntos —
fazer intersegdes, definir fungdes, etc — um espago linear nos permite somar dois
elementos do conjunto, ou multiplicar um elemento por um numero (“escalar’)
proveniente de um corpo subjacente. Se o corpo for o conjunto dos niimeros
reais, o espaco linear ¢ chamado de espaco linear real, e analogamente definimos
um espago linear complexo.

Por exemplo, o conjunto de todas as func¢des definidas de um conjunto S aos

nimeros complexos C onde adigdo e multiplicagdo por escalar sdo definidos

% A discussio segue a apresentagdo do curso de pos-graduacdo ministrado pelo prof. Carlos
Kubrusly na PUC-Rio. Maiores detalhes podem ser encontrados em seu excelente “livro verde”

[58].
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ponto a ponto, ou seja, (x+ y)Nt)=x(¢)+ y(¢) e (ax)t)=a(x(t)), ¢ um espago
linear (complexo). Espacos lineares nos fornecem os conceitos de subespagos

lineares, dependéncia linear, base e transformacoes lineares, entre outros.

A.2.
Espagos Métricos

Nesse momento, vamos momentaneamente deixar os espagos lineares de
lado e voltarmos nossa atengdo a outro tipo de espago: o0s espacos topologicos.
Espagos topologicos introduzem a nogdo de vizinhanga entre dois pontos de um
conjunto, isto é, fornecem uma nog¢do de distdncia. Talvez isso seja melhor
compreendido para os chamados espagos métricos, uma classe de espagos
topologicos onde ¢ definida uma funcao distancia, chamada de métrica, que nada
mais ¢ que uma fung¢do ndo-negativa d:X xX — R que satisfaga algumas
propriedades altamente intuitivas (positividade, simetria e desigualdade tri-
angular).  Espacos métricos (e topologicos em geral) nos fornecem os
importantissimos conceitos de convergéncia e continuidade, ¢ a partir deles, o
conceito de espagos completos.

O que ¢ um espaco completo? Em termos extremamente coloquiais, ¢ um
espaco no qual toda seqiiéncia que “quer” convergir, converge. Chamamos essas
seqiiéncias de seqgiiéncias de Cauchy, e podemos defini-las da seguinte forma para

espagos métricos:

Definicao A.1. Seja (X ,d ) um espago métrico. Uma seqiiéncia tomando valores
em X, denominada {x,}, é uma Segqiiéncia de Cauchy em (X,d) se, para todo
nimero real &£>0, existe um inteiro positivo n(g) tal que

n,m>n(e)=d(x,,.,x,)<e.

m>7*n

Ou seja, um espago ¢ completo se toda seqiiéncia de Cauchy definida nesse

espaco converge. Pense, por exemplo, nos numeros racionais (definindo uma

métrica natural d (x, y) = |x — y| ): ¢ facil encontrar exemplos que mostram que ele

¢ um espago incompleto. Essa nocdo de completitude ¢ importante para a

compreensdo dos espagos de Hilbert.
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A.3.
Espagos Normados

Dado que podemos adicionar estruturas algébricas e topoldgicas a um
conjunto subjacente X, a pergunta que surge é: o que acontece se fizermos as duas
coisas a0 mesmo tempo, isto €, inserirmos em um mesmo conjunto X os dois tipos
de estrutura?

Essa pergunta tem duas respostas: “muita coisa” ou “nada”. Se as
estruturas algébrica e topologica forem incompativeis — isto €, se elas “ndo se
enxergarem” — ndo havera nada além do que foi estudado para espacos lineares e
espacos topologicos separadamente. Porém, se conseguirmos fazer a algebra e a
topologia trabalharem juntas, ganhamos uma nova estrutura chamada de espago
normado.

Um espaco normado surge quando a métrica “reconhece” as operagdes de
soma vetorial e multiplicagdo por escalar. Isso pode ser feito através da defini¢ao

de uma norma em um espaco linear X, que pode ser definida da seguinte forma:

Definicdo A.2. Seja X um espago linear sobre o corpo F. Uma fungdo

|| || : X = R é uma norma em X se as seguintes condigoes forem satisfeitas para

todos os vetores x e y em X e todos os escalares o em T:

(i) ||x||>0 se x#0;
(i) Jow| = e

(i) [oe+ A < [+ 1]

b

Observe que a norma nos fornece a no¢ao de “tamanho” de um vetor. Para

fazermos com que a métrica consiga ser compativel com a norma, basta

definirmos d(x, y): ||x— y|| Dizemos que essa € a métrica gerada pela norma.

Espacos normados nos permitem estudar conceitos de somas infinitas e séries
convergentes, ¢ nos introduz a idéia de transformacoes lineares continuas. Se o
espaco normado for completo (com relacio a métrica gerada pela norma), ¢é

chamado de espac¢o de Banach.
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A4.
Espacgos produto interno

Apo6s misturarmos algebra com topologia, obtemos uma estrutura que nos
permite fazer combinagdes lineares de vetores e dizer o quao proéximo um vetor €
do outro. A tnica coisa que ainda esta faltando ¢ a nog¢do de dngulo — ou seja,
uma estrutura geométrica. Essa estrutura pode ser fornecida se equiparmos um
espago normado com uma operagdo chamada produto interno, que nos da o

conceito de ortogonalidade.

Definicao A.3. Seja X um espaco linear sobre o corpo F (C ou R). Uma fungdo

<;>:X —F é um produto interno em X se as seguintes condi¢oes forem

satisfeitas para todos os vetores x e y em X e todos os escalares a em F:

No axioma (iii), ¥ ¢ o complexo conjugado de x. O interessante ¢ que,
quando a norma ¢ obtida do produto interno da forma ||x||= <x;x> , 0 espago

produto interno herda todas as propriedades do espaco normado e ganha o
conceito extra de ortogonalidade: x ey sdo ortogonais quando <x; y> =0.

Nesse momento ja podemos definir formalmente o que ¢ um espaco de

Hilbert! Eis a definigao:

Definicdo A.4. Um espago produto interno H é um espago de Hilbert se ele for
completo com relacdo a métrica gerada pela norma induzida pelo produto

interno.

Ou seja, um espaco de Hilbert € um espaco produto interno que ¢ completo

como um espago métrico com respeito a métrica gerada pela norma induzida pelo
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produto interno, isto €, pela métrica d(x,y) = ||x — y|| = 1/<x— Vix— y> . Ainda em

outras palavras, um espago de Hilbert ¢ um espago de Banach cuja norma satisfaz

a regra do paralelogramo.

A.5.
Notacao de Dirac

A notacdo usada pelos fisicos para representar vetores em espagos de
Hilbert difere da utilizada até entdo. De forma a tornar as operagdes de produto
interno mais “intuitivas”, Dirac introduziu a notagdo em kets e bras, representados

respectivamente por:

(A.1)

Assim, o produto interno entre os kets |x> e | y> ¢ representado pela unido
do bra < y| com o ket |x> , € escrevemos < y|x> — um “bracket”! Observe que o

bra pertence ao espaco dual H™, que é o espago dos funcionais lineares de #H*.
Observe ainda que, na notagcdo de Dirac, o produto interno ¢ linear no
segundo argumento, € ndo no primeiro como na notagao “matematica”. Isto é, de

acordo com a defini¢ao 4:
(x[)=(y3x) (A2)

Estando essa notagdo clara, podemos prosseguir na discussdo sobre qubits.

% Ver o Teorema da Representacio de Riesz em [58].
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Apéndice B

Feixes Gaussianos

Um feixe gaussiano ¢ uma das possiveis solucdes a equacdo de Helmholtz
paraxial, V74— j2kdA4/dz =0, onde a onda paraxial ¢ definida como uma espécie
de onda plana “modulada” por uma amplitude A(z) que satisfaz a aproximagao
“slowly-varying envelope” 0A4/0z << kA .

Podemos escrever o campo elétrico E(r,z,t)= A(r)exp(jor — jkz) de um

feixe gaussiano da seguinte forma:

E(r,z,t)=E, waz(;)exp[— w’;zz)}cos [t —kz + ¥ (r,z) + D(2)] (B.1)

Observe que o campo expresso por (B.1) possui simetria radial com relagao

. e n e, . 2 C A
ao eixo z, ao qual a distdncia é medida por r = (x2 +y° )l/ . A uma distancia
r=w(z) do eixo, a amplitude do campo elétrico cai a um valor 1/e com relagio

ao seu valor no eixo z; chamamos essa distancia de raio do feixe na posicao z.

Esse valor é minimo quando z = 0, e ¢ designado ®(0)= @, , a “cintura de feixe”.

O raio w(z) se relaciona a cintura de feixe da forma:

2
o(z)= w, 1+[ lzzJ (B.2)

onde n ¢ o indice de refragdo do meio. Observe da defini¢cdo (B.2) que,
conforme z aumenta, o raio também aumenta.

Enquanto em uma onda plana a fase ¢ constante em qualquer plano
perpendicular a direcdo de propagacdo, um feixe gaussiano possui frentes de onda

curvadas. Essa curvatura ¢ descrita pelo termo:
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‘P(r Z)= b (B.3)
’ 2R(z) .
onde
2
R(z)=2 1+[ﬁj (B4)
z

Na expressdo acima, z, ¢ a posi¢do na qual a curvatura das frentes de onda

¢ maxima. Ela é chamada de distdncia de Rayleigh, e é dada por:

(B.5)

Nessa posicio, o valor do raio @(z) é tal que a)(zo)zx/za)o. As vezes,
como, por exemplo, na analise de Boyd-Kleinman, utiliza-se um termo

equivalente chamado pardmetro confocal, definido como b=2z,. Note, da

expressao (B.4), que quando z = 0 o raio de curvatura ¢ zero, e que quando z tende
a infinito, o raio de curvatura volta a ser zero. Portanto, ¢ nessas posigdes que o
feixe gaussiano mais se assemelha a uma onda plana.

Podemos agora reescrever (B.2) da forma:

2
o(z)= | 1+ (ij (B.6)

Observe que, se o termo entre parénteses for muito maior que 1, o raio
comeg¢a a aumentar linearmente com a distancia, de forma que podemos definir

um dngulo de divergéncia dado por:

z—>®o  Z Zy 7[(00
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De forma analoga ao parametro confocal, alguns autores preferem utilizar o

angulo ® =26 . A figura B.1 ilustra alguns dos termos definidos.

Figura B.1. Feixe Gaussiano.

Muitas vezes, estamos interessados ndo no campo elétrico mas na

2
, obtemos:

. . 1
intensidade do feixe gaussiano. Usando a relacdo 7 = 2—|E
n

1(r,2)= zo[waé )T exp{— %(22)} (B.8)

O valor maximo da intensidade ocorre em (z,r): (0,0); esse valor decai
gradualmente conforme z aumenta, atingindo metade de seu valor em z =z, e

também decai se nos movermos para longe do eixo z. Também ¢é possivel

escrever (B.8) em termos da poténcia total do feixe, usando a relagao:

2P

2

I,= (B.9)

No capitulo 4, na secdo 4.1.2, utilizamos componentes Opticos para
alterarmos a forma dos feixes gaussianos. A figura B.2 ilustra uma situag¢do na
qual uma lente convergente é utilizada. E possivel mostrar que as seguintes

relagdes sao satisfeitas [59]:

11X
X'=—2"_ B.10
X2+z§ ( )
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zy'=zy— B.11
0 0

Usando essas duas expressoes, concluimos, portanto, que a cintura de feixe

apos a focalizagao ¢ dada por:

1/2
w,'= a){f—z} (B.12)

Wwo

Figura B.2. Focalizagdo de um feixe gaussiano.

Uma importante observagdo a respeito de feixes gaussianos é que, se 0
comprimento de onda do feixe for conhecido, basta que apenas um parametro do
feixe seja conhecido para que todos os outros possam ser derivados a partir dele.

Em geral, utiliza-se @, ou z, para tal.
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