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2
Séries Temporais e Modelos Auto-Regressivos

Nesse capitulo, sao apresentadas brevemente algumas defini¢oes basicas
de teoria de probabilidades, para conveniéncia do leitor. Algumas referéncias
para o assunto sao: DeGroot (9)), Casella (6]), Jonhston e Dinardo (16)), Parzen
(30), Papoulis (29) e Bruce (4]).

2.1
Definicoes basicas

Os modelos utilizados para descrever séries temporais sao processos
estocdsticos, isto é, processos controlados por leis probabilisticas. Assim, é

necessario rever alguns conceitos fundamentais da teoria de probabilidade.
Probabilidade

Suponha que um experimento seja realizado sob certas condigoes fixas.
Denota-se por €2 o conjunto de resultados possiveis. O conjunto €2 serd chamado
espago amostral do experimento, que é um conjunto nao-vazio qualquer.

Um evento A ao qual atribuimos uma probabilidade é chamado de
evento aleatorio. Suponha que a classe dos eventos aleatdrios possua certas
propriedades intuitivas, que sao essenciais para a teoria e para o céalculo das
probabilidades. Indica-se com A a classe dos eventos aleatdrios e seja A° o

complemento do evento A. Estipula-se as seguintes propriedades para A:

— P1. Q € A (define-se P(2) = 1).
— P2. Se A € A, entao A° € A.
- P3.SeAcAeBeA entaio AUB € A.

Seja ) um conjunto nao-vazio. Uma classe A de subconjuntos de (2
satisfazendo P1, P2 e P3 é chamada dlgebra de subconjuntos de €.
Se A é uma dlgebra de subconjuntos de 2, entao valem as seguintes

propriedades:

~P4.0eAe
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- P5.Vn, VA, ..., A, €A, temse |J_,Ai€A e (_ A €A

Pelas propriedades acima, conclui-se que uma &lgebra é fechada para
um ndmero finito de aplicagoes das operacoes |J, [), e ¢ Sem perda de
generalidade, suponha que a classe dos eventos aleatérios também satisfaca a

propriedade
— P6.Se A, € Aparan=1,2,3,..., entao | J, 4, € A.

Uma classe A de subconjuntos de um conjunto nao-vazio {2 satisfazendo
as propriedades P1, P2 e P6 é chamada o—adlgebra de subconjuntos de (2.

Pode-se atribuir probabilidades em uma certa o—algebra A de eventos,
chamados eventos aleatérios; suponha que a todo A,, € A seja associado um
ntumero real P(A), chamado probabilidade de A, de modo que os axiomas a

seguir sejam satisfeitos.

~ Axioma 1. P(A) > 0.
— Axioma 2. P(Q2) = 1.

— Axioma 3. (Aditividade finita).
Se Aj,...,A, € A sdo disjuntos (2 a 2), entdo P(U,_, 4Ax) =
2 k=1 P(Ak).

Um espago de probabilidade é uma tripla (2, A, P), onde

— 1) © é um conjunto nao-vazio,
— ii) A é uma o—élgebra de subconjuntos de €, e

— iii) P é uma probabilidade em A.

Teoria Assintdtica

Um conceito importante tratado neste texto é o da teoria assintotica.
Suponha que X seja uma variavel aleatoria com alguma funcao de densidade
de probabilidade (pdf) desconhecida. Admite-se que a pdf tem uma média p
e uma variancia o2 finitas. Recolha uma amostra aleatéria desta distribuicao
(x,) e designe a média da amostra por Z,, onde o indice n indica o nimero
de observagoes nas quais a média se baseia. Denota-se por (f(Z,)) a pdf da
variavel aleatéria média amostral 7,. A questao fundamental para a teoria
assintdtica é saber como uma varidvel, por exemplo Z,, e a sua pdf (f(Z,))
se comportam quando n — oco. Ha dois aspectos principais deste comporta-
mento, a serem considerados: o primeiro relaciona-se com a convergéncia em

probabilidade, e o segundo convergéncia em distribuicao.
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Convergéncia em probabilidade - considere por hipdtese que as
varidveis = sao independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.) (u,o?),
assim, E(Z,) = pevar(T,) = %2 Um estimador nao tendencioso de p é 7,, para
qualquer dimensao da amostra, e a variancia tende para zero quando n cresce
infinitamente, isto é, quando n tende para infinito. Formalmente, escolhe-se

um ¢ e define-se uma vizinhanca em torno de p como
Plp—e <@, <p+e}=P{T, — ul <e},

que representa a probabilidade de T, pertencer ao intervalo especificado. O
intervalo pode ser tomado arbitrariamente pequeno pela escolha adequada de
e. A variancia, var(T, ), tende monotonicamente para zero quando n cresce, ou
seja, existe um numero n* natural e um § (0 < § < 1), tais que, para todo
n > n*, tem-se

P{|z, —pul <e} >1-4.

Desta forma, pode-se dizer que a variavel aleatéria T, converge em probabili-
dade para a constante u, uma expressao equivalente é lim,, .., P{|Z, — pu| <
et =1.

Convergéncia em distribuicao - O Teorema Central do Limite (TCL)

estabelece que

nh_}IIOlo P{M <y} = /_y \/12_7re2zdz. (2-1)

O primeiro membro desta equacao ¢é o valor limite para a probabilidade
de que a variavel aleatéria @ seja menor ou igual a algum valor y. O
segundo membro é a drea apropriada sob a distribui¢do normal padrao, N(0,1).
Qualquer que seja a variavel aleatéria X; e a forma de f(X;), a distribuigao
limite da estatistica relevante é normal padrao. Estatisticamente, fala-se de

convergéncia em distribuicao, pode-se escrever a equacao (2=1)) como

vz, d N(Vnp,o?).

Se Y, Ys,...,.Y,et=1,2,..., N é uma seqiiéncia de variaveis aleatérias
(i.i.d.) com média p e variancia 0%, e pode-se considerar a média de Y; como

EY,) =+ Zi\i 1 Y;, entao, pelo Teorema Central do Limite obtém-se

VN n —p) d N(0,0?.
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Série temporal e processo estocastico

Uma série temporal é um conjunto de observagoes de uma variavel ao
longo do tempo. As observacoes podem ser medidas de forma continua ou em
intervalos de tempo discretos. No caso discreto, os intervalos conseguem ser
igualmente espacados ou nao. Representa-se o conjunto de valores do tempo
pelo simbolo T.

Um processo estocdstico Y = {Y; : Q@ — R, v € N/t € T} é uma
colec@o de varidveis aleatorias (vetoriais ou escalares) definidas em um espago
de probabilidades (2, A, P) fixo. Dependendo da natureza de T, trata-se de
processo estocastico discreto ou continuo. O valor da varidvel Y; é o estado do
processo no instante t. O conjunto de todos os valores possiveis da variavel
aleatoria Y; é o espaco de estados de um processo estocastico, que também
pode ser discreto ou continuo.

Informalmente, um processo estocastico é um mecanismo gerador de
dados (MGD), cujo comportamento ndo pode ser descrito de forma deter-
ministica. A estrutura probabilistica de um processo estocastico possibilita
completamente a definicao por meio da especificacao da sua distribuicao de
probabilidade conjunta F(Y7,....Y;) = P(y; < Yi,...,y < Y;). A partir da
distribuicao conjunta obtém-se qualquer informacao probabilistica sobre o pro-
Cesso.

Define-se uma série temporal Y; como uma realizacao de um processo
estocastico desconhecido. Denota-se por y; o valor observado da variavel
aleatoria Y;. Uma classe de processos estocasticos muito importante é a classe
de processos estaciondrios. Num processo estocéstico estacionario, algumas
caracteristicas do processo permanecem as mesmas ao longo do tempo.

Um processo estocastico Y = {Y;,t € T} é estritamente estaciondrio,
quando a distribui¢ao conjunta do processo permanece invariante sob uma
translagao temporal, ou seja, F(Y1,Ya, ..., ) = F(Yiqk, Yoir - -, Yiir), VE.

Um processo estocédstico Y = {Y;,t € T} é estaciondrio de sequnda
ordem quando a média e a variancia da variavel Y; sao constantes no tempo, e
a correlacao entre as variaveis Y; depende apenas da distancia entre os tempos

e diminui com esta distancia:
E[Y] = i, VarlYi] = 0%, E[(Y — j)(Yex — )] = e, ¥ decrescente.

Aqui cabe uma observagao notacional, que sera utilizada ao longo desse
texto. Para tempos discretos, a variavel ¢ nao designa o valor do tempo, e,

sim, um indice. Assim, um processo estocastico discreto pode ter sido avaliado


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0421038/CB


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0421038/CB

Andlise Empirica dos Modelos de Auto-Regressdo Quantilica 19

nos tempos 1.5, 3.1, 5.7, 10.13. Na notacao adotada, os quatro nimeros
correspondem a escolhas de t indo de 1 a 4.

Suponha que se tenha uma série historica, isto é, uma série temporal
obtida empiricamente. O objetivo de um modelo, no sentido desse texto, é
poder realizar outras séries temporais que sejam de algum modo semelhantes
a série historica dada. Mais precisamente, cada modelo é determinado por
certo conjunto de parametros, que sao ajustados a partir da série histérica. O
modelo assim determinado é o ponto de partida para obter séries temporais

que emulam a série historica.

2.2
Os Modelos Auto-Regressivos

2.2.1
Introducao

Em 1970, os estatisticos G. E. P. Box e G. M. Jenkins (2) apresentaram
uma metodologia para o desenvolvimento de modelos de previsao em séries
temporais e controle. Esse trabalho foi embasado em pesquisas anteriores: Yule,
em 1926, introduziu os modelos auto-regressivos (AR), enquanto os modelos
de médias méveis (MA) foram introduzidos por Slutzky em 1937. Em 1938,
Wold mostrou que qualquer processo estocastico estaciondrio discreto pode
ser representado por modelos auto-regressivos e de médias méveis (ARMA).
Box e Jenkins, por sua vez, desenvolveram toda uma técnica de identificacao,
estimacao de parametros e verificacao de validade do modelo. Essa técnica
sofisticada fornece previsoes com grande embasamento probabilistico e menor
erro de estimativa. Em 1999, foi apresentada uma atualizacao recente do texto
original por Box, Jenkins e Reinsel (3)).

A estratégia para a descricao nesse texto do modelo de Box e Jenkins
sera baseada em um ciclo iterativo, no qual a escolha da estrutura do modelo

é baseada nos proprios dados. Os estagios do ciclo iterativo sao:
1. Uma classe geral de modelos é considerada para anédlise (especificac¢ao);

2. H& uma identificacdo de um modelo, com base na andlise de autocor-

relacoes, autocorrelagoes parciais e outros critérios;
3. Uma fase de estimacao dos parametros do modelo identificado;

4. Finalmente, ha a verificacdo ou diagndstico do modelo ajustado, através
de uma andlise de residuos, para saber se este é adequado para os fins

em vista (previsao, por exemplo).
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2.2.2
Um resumo da metodologia de Box e Jenkins

Neste trabalho, considera-se apenas o modelo auto-regressivo AR(p).
Em linhas gerais, a especificacao e a identificacao consistem na determinacao
da ordem p, ntimero natural. Em geral, os modelos também fazem uso de
parametros, a valores reais, em sua definicao. Nesse texto, todos os modelos
considerados sao paramétricos, isto €, sao definidos a partir de um nimero
finito de parametros.

A especificacao de ordens e parametros se realiza através da analise da
série histérica, que precisa ter comprimento maior ou igual a 50 para que os
resultados sejam satisfatérios. Como ferramenta de identificagao, Box e Jenkins
sugeriram a comparagao das fungoes de autocorrelagao (FAC) e da fungao de
autocorrelagdo parcial (FACP) (definidas abaixo) da série histérica com os
valores tedricos dessas fungoes para esses modelos.

Suponha que uma série historica, obtida empiricamente, na verdade seja
a saida de um processo estocastico discreto estacionario. Sejam ¢ e t — k dois
tempos desse processo. O lag (varia¢ao do indice ou defasagem) entre esses
dois tempos é j —i. Nesse caso, a autocovariancia entre as observagoes em t e

t — k, que em geral é dada por
Vi = cov(Vy, i) = E[(Y; — E[Y}])(Yi—x — E[Yi-])],
que depende apenas do lag, e vale

i = E[(Y: — 1) (Yiex — )],

ja que, pela estacionariedade do processo, E[Y;] = E[Y; k] = p.

A funcao de autocovariancia revela a dependéncia entre os diferentes
termos de uma mesma série. Para comparar séries diferentes, é mais conve-
niente utilizar a fun¢do de autocorrelagio FAC (pr.), que é dada pela razao
da covariancia pela variancia. A FAC representa uma medida padrao da de-
pendéncia entre os intervalos de tempo (atrasos), ou seja, ¢ uma medida de

associacao linear entre o processo e o seu passado, uma medida de “memoria”:

E[(Y; — E[Y}])(Yiy, — E[Y;_4))]
VEIY: — EY)])? - /E[(Yik — E[Y;4])?

Para processos estacionarios de segunda ordem, a funcao de autocor-

Pkt =

relacao é definida pela seguinte equagao

_ B )Yk )] w
Pkt = Pk = 72 =
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da prépria definicao de variancia, pg = 23 = 1. Pela estacionariedade, py = p_.
Vale que, pela desigualdade de Cauchy-Schwartz, |px| < 1 e que a igualdade
ocorre exatamente quando ha uma relagao linear perfeita entre Y; e Y;_ .

A representacao grafica da FAC de um processo estacionario dé-se o
nome de correlograma. Correlogramas nao distinguem aspectos importantes
de séries temporais: um critério mais sutil faz uso da funcao de autocorrelacao
parcial.

A fungao de autocorrelagao parcial (FACP) é um instrumento utilizado
para facilitar o procedimento de identificacao do modelo. O coeficiente de
autocorrelagao parcial de ordem (k), usualmente representado por ¢y, mede
a correlacao entre y; e v, depois que a influéncia de vy 1, Y12, -\ Yr—ki1,
os termos intermediarios sobre y;, foram eliminados. Formalmente, a FACP é

definida por

e = Corr[(Y; — E[Yy Y1, ... Yipp1]) Yier — EYii|Yie1, .- Yicrqal)]-

2.2.3
O Ruido Branco Gaussiano

Definigao 1 Diz-se que {&;}iez € um ruido branco, se for composto por uma
seqiiéncia de varidveis aleatorias independentes de média E(ey) = 0 e variancia
E(?) = o e descorrelatadas temporalmente, E(gie,) = 0, para t # 7. Se cada
varidvel {e;}iez for normalmente distribuida N(0,0?), o ruido branco é dito

gaussiano.

A FAC de um ruido branco gaussiano é

1, se k=0;
Pe = (2-2)
0, sek #0.
A funcao de autocorrelagao parcial, de um ruido branco é
1, se k=0;
= ’ ’ 2-3
Pi {O, se k # 0. (2:3)

2.2.4
Movimento Browniano Padrao

Definicao 2 Chama-se de Movimento Browniano Padrao ao processo
continuo {W(t),0 <t < 1} tal que:

(1) W(0) = 0;

(i) W(s) —W(t) d N(0,s—1);

(111) para quaisquer instantes 0 < t; < ... < tx < 1, as varidveis aleatorias
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W(ty) — W(ty), W(ts) — W(ta),...,W(tx) — W(tx_1) sdo independentes;

(v) as trajetorias de W (t) sao continuas com probabilidade um.

A média de W(t) é E(W(t)) = 0 e a variancia é E(W?(t)) = ¢ para cada
tempo t > 0.

2.2.5
Operador LAG

O operador de lag, representado por L, d4d o valor anterior na sucessao

cronoldgica. Tem-se, assim,

L(yt) = yr1
LQ(%) = L[L(y:)] = L(yi-1) = Y12
kat = Yt—k
(I =Ly =y — yr—1 = Ayy
L1 = L)y = yr1 — Y2 = AYs1. (2-4)

Em muitas manipulagoes algébricas, o operador lag pode ser tratado como um
escalar. Uma das operacoes mais importantes é o cédlculo da inversa de um
expressao em L. Por exemplo, seja A(L) = 1 — oL um polinémio de primeira

ordem em L. Considere a multiplicagao
(1—al)(1+aL+o*L* +a’L? + -+ afLP) =1 — o1 LPH,

Quando p — oo, a1 LPT — 0, desde que |a| < 1. Pode-se, entao, escrever o

reciproco ou inverso de A(L), da seguinte forma

1
Ail(L):mzl—l—aL—l—aQLQ—i—a?’Lg—!—--- . (2—5)

2.2.6
O modelo auto-regressivo de ordem p AR(p)

Sejam e; um ruido branco gaussiano, (¢1, ¢, . .., ¢,) coeficientes reais e

¢ é uma constante real. O processo
Yi=c+d Y1+ @Y, o+ 0,Y ), + 5 (2-6)

¢ chamado de modelo auto-regressivo de ordem p, denotado por AR(p). Neste
modelo, o valor presente do processo Y; depende de um conjunto finito de

valores passados até uma defasagem (p), e de uma componente de erro ¢; .
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Condicionalmente aos valores passados, a dependéncia linear compoe a parte
deterministica do modelo (localizagao da distribuigao), enquanto que o erro
determina o formato e a dispersao da distribuicao condicional. Seu nome
provém do fato de que modelos em que uma variavel depende linearmente de
outras e de uma componente de erro sao chamados de modelos de regressao.
Seja L o lag que retarda de uma unidade temporal, ou seja, LY; =Y, _1.
O polinomio ®,(L) do modelo auto-regressivo de ordem p é definido a partir

de L pela expressao
O,(L) = (1= ¢1L — ¢oL? — - = §,LP), (2-7)

denominado de operador auto-regressivo.

Note que os expoentes designam os retardos na variavel temporal. Com
essa notagao, pode-se representar a equacao (2-0) através da forma reduzida
®,(L)Y; = ¢+ &. O modelo auto-regressivo de ordem p contém p + 2
parametros desconhecidos (c; ¢y, ¢a, ..., ¢, e 02), que devem ser estimados a
partir do dados.

Assumindo que a condigao de estacionariedade do processo AR(p) seja

satisfeita, a média de Y; é igual a

c
L—(p1+ P2+ +¢p)

p=ct ot Gapt -+ G =

Com a finalidade de se calcular as autocovariancias, escreve-se a equagao
a seguir, usando a relagao entre a média e a constante ¢ calculada acima,

resultando na expressao

Yi—p=¢1(Yier — ) + do(Yico — 1) -+ + &p(Yip — 1) + €4 (2-8)

As autocovariancias sao obtidas multiplicando-se ambos os lados da

equacao (2-8) por (Y;—; — p) e tomando-se a esperanca:

(2:9)

91’7;’—1 + 927]'—2 + ep’}/j—pv paraj = 17 27 )
Vi = 5 )
0171 + Ooyo + -+ - + 0,7, + 0%,  para j = 0.

Assim, a varidncia do modelo AR(p) ¢é dada pela equacdo vy =
P ¢ivi + 0% e a autocovariancia é v, = Y 1| ¢ i
A seguir, estao listadas as principais propriedades estatisticas do processo
AR(p). Uma descri¢ao mais detalhada pode ser encontrada em Box, Jenkins e
Reinsel (3) e Hamilton (12J).

— Estacionariedade: Um processo AR(p) é estacionario se as raizes da

equacao ®,(L) = 0 estiverem todas fora do circulo unitério.

— Invertibilidade: Os processos auto-regressivos sao sempre inversiveis.
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— Fungao de autocorrelacao (FAC): A funcao de autocorrelagdo de um
processo AR(p) tem a forma de uma exponencial amortecida ou de uma

sendide amortecida.

— Funcao de autocorrelagao parcial (FACP) de um modelo AR(p) tem uma

quebra brusca apods o defasamento p.

Modelo auto-regressivo de primeira ordem, AR(1)

Considera-se o caso especial AR (1), em que s6 se emprega uma defasagem

do modelo anterior,

Yi=c+ oY1 + & (2-10)
onde ¢, ¢ sdo constantes e assumindo que |¢| < 1, o processo Y; é estacionério.
Agora, a média ¢ E(Y;) = 55 e a variancia ¢ E(Y; —u)? == % A fungao
de autocovariancia de Y; é v, = [#} - 0% para j = 1. Finalmente, a funcao
de autocorrelacao é p; = % = o.

2.2.7
Modelos nao-lineares

Os modelos lineares descritos anteriormente nao sao adequados para des-
crever o comportamento de séries financeiras, que apresentam a heteroscedas-
ticidade condicional, ou seja, a variancia condicional varia com o tempo.

Essas séries necessitaram de modelos especificos para descrever a evolucao
da volatilidade no tempo. Os modelos adequados para esse fim sao a classe de
modelos ARCH (Autoregressive Conditional Heteroskedasticity) e os modelos
GARCH (Generalized Autoregressive Conditional Heteroskedasticity) que sao

utilizados nesse estudo.

Modelos ARCH(p)

Os modelos ARCH(p), ou modelos auto-regressivos com heteroscedastici-
dade condicional, foram introduzidos por Engle (11l), com objetivo de estimar
a variancia da inflacao. A idéia principal é que o retorno Y; nao seja corre-
lacionado serialmente, mas a volatilidade (variancia condicional) depende dos
retornos passados por meio de uma funcao quadratica.

O processo

1
__ 12
K—htEt,

hi =g+ 1Y, + ...+ Y, (2-11)

2
-p
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¢ chamado de modelo auto-regressivo com heteroscedasticidade condicional de
ordem p, denotado por ARCH(p). Neste modelo, ¢; é um ruido branco com
média zero e variancia um, ou seja, e, ~ N(0,1).

O modelo ARCH(p) sera estacionario se ap > 0 e ... > 0. Os
parametros da equagao (2=IT]) sdo estimados pelo método da méxima verossi-
milhanca. Uma descri¢cao mais detalhada sobre este método de estimagao pode
ser encontrado em Hamilton (12)), Casella (6) e Johnston (15)), (16)).

Seja Y; o valor de uma série temporal e I;_; a informagao disponivel no

instante ¢ — 1, tem-se que a média de Y}, o processo ARCH(p), é igual a
EY: | 1) = 1
e a variancia ¢ igual a
Var(Yy | Ii-1) = E[(Y: — p)* | Ia] = By,

onde pu; e hy sao fungdes das componentes de I;_;. Se h; nao for constante,
entao, a série Y; é heteroscedastica.
Considera-se o caso especial o ARCH(1), em que s6 se emprega uma

defasagem do modelo anterior:

1
}/t = ht25ta
ht = qp + (1/1}/;2_1
(2-12)

com ag > 0,aq7 > 0.

Note que as médias condicionadas do modelo podem obter a equacao
1
E 1 (Y3) = [ao + 041}/;2_1]§Et—1(5t) =0,

resultando em F; 5[E; 1(Y;)] = Fi—2(0) = 0 e, de forma sucessiva, para todos

os periodos anteriores. Portanto, a média nao condicionada de Y; é E(Y;) = 0.

Para calcular a variancia, tem-se Y;*> = &Z[ap + a1Y;?,] e, portanto,
B 1 (YY) = o2on + aa Y24 ] = a0 + a1 V2.
Analogamente,

Ei 2B 1(y}) = B slap + Y2 ]
=ap+ a1 B 5(Y?2)
=g + ai(ap + alyf_g)

= ap + apay + alY2,. (2-13)
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Procedendo do mesmo modo, verifica-se que Ey ... E;_oF; 1(Y?) = ap(1+a;+
A2+ +alm) +alYE e desde que || < 1, pode-se calcular o limite quando

t — 00, a variancia nao condicionada é igual a

%)

Var(Y;) = 0% = :
1-— (05}
A variancia serd positiva se ag > 0. O processo €, assim, homoscedastico. A

autocovariancia de primeira ordem condicionada é
E (YY) =Y, B (Y;) = 0.

Assim, todas as autocovariancias de ordem superior sao também iguais a
zero. Uma descricao mais detalhada destes modelos pode ser encontrada em
Hamilton (12)) e Jonhston (16)).

Modelos GARCH(p, q)

A generalizagdo dos modelos ARCH(p), onde a variancia condicional é
uma média movel dos residuos ao quadrado e dos valores passados da variancia
condicional, foi proposta por Bollersslev (1), denominada modelo GARCH
(p,q) ou generalizacao dos modelos auto-regressivos com heteroscedasticidade
condicional.

O processo
1
)/t = ht2 Et,

p q
hi=oa0+ > aY2, +> Bih (2-14)
i=1 j=1

¢ chamado de modelo auto-regressivo com heteroscedasticidade condicional de

ordem (p,q), denotado por GARCH(p, q). Neste modelo, ¢; é um ruido branco

com média zero e variancia um, ou seja, &, ~ N(0,1), p > 0, ¢ > 0, ap > 0,
a; >0,t=1,...,p,3;, >0, =1,...,¢q.

O modelo GARCH(p,q) sera estaciondrio se, e somente se,

! (ai+3;) < 1. Os parametros da equagao ([2=I4)) sao estimados pelo método

da méxima verossimilhanga. A média do modelo Y; é E(Y;) = E(Y;|;—1) =0

A e g 2\ ag
e a variancia é F(Y,") = ——0——.
( t ) 1_Zg:1(ai+6i)
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Considera-se o caso especial do modelo o GARCH (1,1) cuja equagao é

Y, = htigt?
ht =y + Oélyf_l + ﬁlht—la
(2-15)

com ag > 0, aq <0, f1 < 1, g + (1 < 1. Agora, a média de Y; é
E(Y;) = E(Y|I;_1) = 0 e a variancia é E(Y;?) = T - Uma descrigao mais
detalhada desses modelos pode ser encontrada em Hamilton (12) e Jonhston

(16).

2.3
Regressao Quantilica

Muitas aplicacoes estatisticas sao mostradas e elaboradas através dos
modelos lineares de regressao, associados ao método de estimacao de minimos
quadrados condicional a média. A regressao quantilica desenvolvida por Ko-
enker e Basett (21)) em 1978 oferece uma estratégia sistematica para examinar
que covariaveis influenciam na localizacao, escala e na forma do modelo res-
ponsavel pela distribuicgao.

Todo valor real da variavel aleatoria X pode ser caracterizado pela funcao
de distribuicao

Flz) = P(X < ), (2-16)

sendo que para qualquer /tau, (0 < 7 <)1, tem-se que

FY7) = inf{z: F(z) > 7}, (2-17)
¢ chamado de 7-ésimo quantil de X.

A fungao perda é descrita pela seguinte fungao linear

{ TU, seu > 0;

pr () = (2-18)

(1—1Du, seu<0,

para algum 7 € [0, 1], deve-se achar Z que minimiza a perda esperada.
Em 1964, Fox e Rubin estudaram admissibilidade de um estimador
quantilico sobre a funcao de perda. Procuram minimizar

T o0

Ep (X — ) = (r— 1) / (v — F)dF () + /A (x—)dF().  (2-19)

— 00 —x

Diferenciando-se em relacao z, obtém-se

0=(r—1) /_ dF (z) — T/_Oj dF(z) = F(@) — 7 (2-20)

onde F' é monétona, e algum elemento de {z : F(x) = 7} minimiza perda
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esperada.

2.3.1
Estimacao

De modo geral, o método de estimacao do modelo de funcao quantil

condicional da média ¢é resolver o seguinte problema:

n

i s — )2, 2-21
rlflelﬂgi:1<y #) (2-21)

A média condicional de y dado z é u(z) = '3, onde 3 pode ser estimado

através da solucao de n

: T 2\2
m R 2-22
in 2 (yi —z; ) (2-22)

Similarmente, visto que a 7-ésima fungao quantil condicional, a(7), é resolvida

da seguinte forma:

win' Y™ p. (s - o). 223
=1

a€eR <

estabelecendo um 7-ésimo especifico a fungao quantil condicional é dada por:

Qy(rlx) = = B(7), (2-24)
e considerando a solucao de /3 (1)
: T
Ifggﬂgg;pf(yi — . B). (2-25)

Essa ¢ a origem da idéia elaborada por Koenker e Bassett(1978).

Uma descricao mais detalhada sobre o modelo de regressao quantilica
pode ser encontrada em Koenker (19), (20), Koenker e Basset (2I]) e Machado
(22).
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