PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0510678/CA

2

Modelos Para o Calculo do Valor Esperado da Matriz de Covariancia

Neste capitulo, sdo descritos os diferentes métodos para estimar a matriz
de covariancia condicional. Sdo utilizados como benchmarks dois modelos
distintos. A média mével e a média movel com decaimento exponencial.
Apresentam-se também os modelos de Correlagdo Condicional Constante e

Dinamico, foco central do trabalho.

21

RiskMetrics e Média Movel

Seja cada elemento da matriz de covariancia dos retornos de dadas séries
financeiras descrito por um simples modelo auto-regressivo de primeira ordem

AR(1):

hg/,t+1 = ahgf,t te.,

onde £, representa um elemento da matriz de covariancia no instante 7, sendo

uma varidvel latente, e, representa um ruido branco e o um parametro tal que:
0<a<l.
Utilizando-se a hipotese de passeio aleatorio, tem-se que « =1". O valor

esperado de 4,

.41 » cOm base no conjunto de informagéo até 7', ¢ dado entéo por:

ET (hij,t+l) = hij,T *

Com uso da expressdo acima, para estimar a previsdo um periodo a frente,

basta calcular o valor de 7, .. Duas simples possibilidades séo o calculo da média

historica que calcula a matriz de covariancia amostral com todas as observagoes e

! Alguns estudos encontram evidéncias de que a volatilidade parece seguir um passeio aleatdrio.
Para referéncias, ver Perry (1982) e Pagan ¢ Schwert (1990).
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a média movel que calcula a matriz de covaridncia amostral com as “n+1”
observacdes mais recentes. Em ambos os casos, as duas possibilidades podem ser

descritas pela expressdo abaixo:
T
hyr =3 (n =7)(r, 7). 2.1

onde r,, e r,, sdo respectivamente o retorno do ativo ie j nos instante ¢ € no

caso da média histoérica, n =0.

Outra forma alternativa de calcular 4, , ¢ utilizar a média movel com

decaimento exponencial popularizado na metodologia RiskMetrics®>. O emprego
do método justifica-se pela sua intensa utilizacdo pela comunidade financeira e
pelos reguladores do sistema financeiro, além de ser de simples implementagao. A

sua expressao ¢ dada por:

— T

hyp == Z "(n=7) 7). (2.2)
(ﬂ, ) ( )

t=n

onde A é o parametro decaimento.
A média movel com decaimento exponencial utiliza as “n+1”
observagdes mais recentes da amostra, todavia, quanto mais recente for a

observagdo, maior o peso para o calculo %, .. A vantagem do método € de entéo,

claramente, dar mais relevancia a “informacdo recente” do que a “informagdo
passada”. O valor do parametro de decaimento A ¢ estimado segundo metodologia
proposta pelo RiskMetrics baseado no critério de minimizacdo da raiz do erro

quadratico médio’.

2.2

Modelos de Correlagao Condicional Constante e Dindmica

* RiskMetrics ¢ um conjunto de metodologias e instrumentos que permite estimar a exposi¢io ao
risco de mercado de um portfélio dentro da estrutura “Value-at-Risk”. Lancado pela J.P Morgan,
ao abrir a comunidade financeira os métodos internos de controle de risco, logo tornou-se
amplamente utilizado. Para referéncia recente, vide Mina e Xiao (2001).

3 Os métodos com o uso da média movel e média mével com decaimento exponencial serdo
denominados respectivamente Média Movel e RiskMetrics ao longo da dissertag@o.
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Os modelos de Correlacdo Condicional Constante ¢ Dindmica apresentam
uma série de vantagens tanto na especificagdo do modelo, quanto na sua propria
estimacao tornando-os atraente do ponto de vista tedrico. A principal vantagem de
tais modelos ¢ de possibilitar que se separe a especificacio da varidncia
condicional de cada série, da matriz de correlagdo condicional. Esta separagao
implica que potencialmente a estimagao pode ser feita em dois estagios,
permitindo que os modelos tenham um numero factivel de pardmetros mesmo
para uma matriz de covariancia de tamanho consideravel. Além disso, outra
vantagem interessante ¢ a possibilidade permitida de estimar cada série utilizando

um modelo para a variancia condicional diferente.

2.21

Modelo de Correlagao Condicional Constante

Proposto por Bollerslev (1990), o modelo de Correlagio Condicional
Constante (CCC) impde a condi¢do de que a correlagdao condicional seja constante

para todo instante 7. A matriz de covariancia neste modelo ¢ dada por:
H,=DRD,,

onde H, é a matriz de covaridncia, D, a matriz diagonal com seus elementos
compostos pela varidncia condicional /,, de cada série no instante # ¢ R a
matriz dos coeficientes de correlagio linear constante, p, .

E possivel deduzir que, supondo distribui¢do normal condicional, o
. T ft e .o 4,
coeficiente de correlagdo linear entre as séries i e j ¢igual a™
T T -1/2 T -1/2
A A A D ~2
Py=28.8,| 2., 28] - (2.3)
t=0 0

=

* Para a demonstragio, consular Bollerslev (1990) paginas 499-500.
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onde ¢, e ¢, sdo os residuos padronizados das séries i e j encontrados na
estimag¢ao univariada através dos modelos da familia GARCH.

Assim, para calcular a matriz de covaridncia neste modelo, basta
primeiramente estimar os modelos univariados, obter os residuos padronizados e
posteriormente utiliza-los para calcular os coeficientes de correlagao linear. Neste
trabalho, sera utilizado o modelo GARCH(1,1) na especificagdo do primeiro
estagio da estimacgao.

Notadamente, a limitagdo do modelo decorre da condicao de correlacao
constante. Este tipo de restricdo pode ser razoavel dependendo do grupo de ativos
escolhidos. Entretanto, em muitas aplicacdes, maior flexibilidade pode ser
necessaria. Um exemplo € a correlagdo entre duas a¢des de empresas diferentes.
Conforme as empresas fazem novos investimentos e modifiquem seu perfil, as
variaveis que determinam seus respectivos valores de mercado mudam. Espera-se
entdo uma alteracdo nas na correlacdo das agdes. Em vista desta limitagdo, Engle

(2002) e Tse e Tsui (2002) propdem modelos de correlagdo condicional dindmica

com o objetivo de permitir tal flexibilizacao.

2.2.2

Modelo de Correlagido Condicional Dinamica®

O modelo de Correlagao Condicional Dinamica (DCC) proposto por Engle
(2002), difere do modelo CCC ao permitir que a matriz de correlagdo condicional

R, seja fungdo do tempo. A flexibilizagdo do modelo apresenta a vantagem de

assimilar a possibilidade que a correlagdo entre os ativos mude com o tempo. A

matriz de covariancia condicional neste caso ¢ dada por:

Ht = DthDt >

onde, a Unica diferenca para o modelo CCC sdo os parametros da matriz R, que
neste caso sdo iguais a p,, . Seja g;, dado por uma das sugestdes abaixo,

inspirados respectivamente pelos modelos RiskMetrics e GARCH(1,1):

> Apenas o modelo de Engle (2002) sera estimado nesta dissertagdo por ser utilizado com maior
freqiiéncia em outros trabalhos.
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D = (1 N ﬂ’) (éi,t—lé'j,t—l ) +4 (qu,z—l ) (2.4)

Q[j,,t = 1_74‘/ + a(éi,tflé'j,tfl _1_75,‘ )+ ﬂ(qjj,tfl - 1_75,‘ ) (2-5)

Assim, temos que o valor de cada elemento de R, ¢ dado por:

ﬁi/lt =4y, (qii,t )71/2 (q_[/,z )71/2 , (2.6)

onde ¢, € o residuo padronizado encontrado na estimag@o univariada da série i

por um modelo do da familia GARCH.

Pode-se reescrever matricialmente (2.4) e (2.5) como, respectivamente:

Q =(1-2)(e_&._)+4(Q.)., (2.7)
Q =S(l-a-p)+a(e_e'. )+B(Q.), (2.8)

onde, &, f sdo parametros ndo negativos que satisfazem o+ <1 e S ¢ a matriz
de covariancia ndo condicional de e,.

Para realizar a estimagdo, suponha que o vetor de retornos r, tenha
distribui¢do normal com varidncia condicional dada por H, e seja 0, o vetor de

parametros a serem estimados. A estimacdo de 0 ¢ feita a partir da fungao de

densidade abaixo:

£ (r0) = (22) " 1, exp{—%(r, E(e)(H,) " (r —E(rt)))}

Sendo assim, o log da fungdo de méxima verossimilhanga é dado por:

1

L(r,,B):—%Z::nlog27r+log|H,|+e't(H,)_ e

t

T
= —%Z nlog2mr+log |DthDt| +e', (DthDt )“ e,
i=0


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510678/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0510678/CA

17
1 T
= _EZ nlog2r+2log |D, | +log(R,)+e' D'R;'D}'e,
i=0

T
_ —%Z nlog 27z +2log|D, |+ log(R,) + &' R:'¢, (2.9)
i=0

A funcdo de verossimilhanga (2.9) pode ser maximizada em um Unico
estagio. Contudo o interessante da formulacdao acima ¢ a possibilidade de estimar
os parametros através de um procedimento de dois estdgios. Suponha que os

parametros que descrevem a variancia condicional, ou seja D, , sejam conhecidos.

Logo, a parte relevante da funcdo de maxima verossimilhanca, para a

maximizacao seria:

T
L=-=>"log(R,)+& R¢, (2.10)

1
23

Nesse sentido, sob condi¢des de regularidade razoaveis, caso a estimagao

dos pardmetros em D, seja consistente, a estimagdo em dois estagios serd também

consistente embora ndo eficiente®. Condi¢des suficientes que garantam tais
propriedades sao derivadas a partir de Newey e McFadden (1994) por Engle e
Sheppard (2002). Desta forma, apesar de ndo ser eficiente, a flexibilidade
permitida pela estimagdo em dois estdgios torna o método atraente ao possibilitar
a estimacao de matrizes de covariancia de larga escala.

Neste trabalho, estima-se o modelo DCC com a especificagdo inspirada
pelo modelo GARCH para o segundo estagio, uma vez que este ¢ mais flexivel do
que a especificagdo RiskMetrics. Para o primeiro estidgio, testa-se trés
alternativas: GARCH(1,1), EGARCH(1,1) e GJR(1,1). As especificacdes
GARCH, EGARCH e GIJR foram escolhidas, novamente, devido a ampla
utilizacao nos trabalhos sobre variancia condicional. Além disso, em particular, os
modelos EGARCH e GJR captam o efeito da assimetria do sinal das inovagdes na
variancia e desta forma, também ¢ interessante avaliar o desempenho de modelos

com essa caracteristica, considerada um fato estilizado pela literatura.

® As condigdes de regularidade e a prova da suficiéncia de tais condigdes podem ser encontrados
em Engle e Sheppard (2001)
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