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Nocoes basicas de Analise de Componentes Principais e
Analise de Fatores

Diversos estudos usaram a andlise de componentes principais — ACP para a
decomposicdo da Estrutura a Termo da Taxa de Juros. O emprego dessa técnica
por diversos autores foi devido a caracteristica de possibilitar a reducdo do
nimero de varidveis a serem avaliadas e auxiliar no processo de interpretacdo dos
vinculos existentes entre as varidveis, ou seja, ocorre uma reducao na dimensao do

problema.

De acordo com Richard Johnson e Dean Wichern, a andlise de componentes
principais (doravante denominada ACP):

“... is concerned with explaining the variance-covariance structure of
a set of variables through a few linear combination of these variables. Its
general objectives are (1) data reduction and (2) interpretation”. Ainda de
acordo com os mesmos autores, a técnica se baseia no fato de que
although the original p components are required to reproduce the total
system variability, often much of this variability can be accounted for by a
small number k of principal components. If so, there is almost as much
information in the k components as there is in the original p variables. The
k principal components can then replace the initial p variables, and the
original data set, consisting of n measurements on p variables, is reduced to
a data set consisting of n measurements on k principal components”.

Trata-se, portanto, de uma representacao mais parcimoniosa dos dados, que

permite uma interpretagao facilitada dos vinculos existentes entre as varidveis.

Para formalizar matematicamente as idéias contidas no pardgrafo anterior,

considere uma colecdo de p varidveis aleatérias x,, x,,.... , x, com matriz de

variancia-covaridncia ¥ e construa a partir delas um conjunto de p varidveis

aleatdrias z,, z,, ..., zZ, tal que:

_ _ Ir
Z=apx tapx, +..ta,x, =a ' X
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_ N
Z, =ay X tayX, +..ta,,x, =a, X

— _
Z,=a,X+a,x,+..+ta,x =a,X

ro_ ro_ SIS
onde a —[aﬂ a, ... al.p} e X —[xl X, ... xp] Por defini¢do, as p
componentes principais das varidveis aleatdrias x,, x,,..., x, s30 as combinacdes
lineares z,, z,,..., g, que tém varidncia maxima e covariancia cruzada zero.

O procedimento utilizado para obter as p componentes principais de x,, x,,

,X, comega com O calculo das variancias e covariancias cruzadas das
combinagoes lineares z,, z,,..., 2 -

Var(zi)=Var(ai"X)=ai”Zai ;i=1,2,...,p (1)

Cov(zl., Z; ) = Cov(af’X,a_’].’X) = af’Zaj s L, j=12,...,p 2)

Para calcular a primeira componente principal de x,, x,,..., x ) € necessario

encontrar o vetor @, de norma unitdria e dimensdo px1 que faz com que a
expressdo a, Xa, assuma o maior valor possivel. A condi¢do de 1* ordem desse
problema exige que o vetor a, satisfaca Xa, = a,, onde ¢, € o multiplicador de
Lagrange associado a restri¢do de normaliza¢do. Essa condicdo for¢a a, a ser um
autovetor da matriz ¥, com ¢, sendo o seu respectivo autovalor. Para a variancia
de z, ser, de fato, a maior possivel, € necessdrio que ¢, seja o autovalor de ¥ com

a maior magnitude.

Para calcular a segunda componente principal do conjunto x,, x,,..., x, €

necessdrio encontrar o vetor a, de norma unitéria, dimensdo p X1 e perpendicular
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tr

a a16 que faz com que a expressdo a,a, assuma o maior valor possivel. A
condi¢do de 1* ordem desse problema exige novamente que Xa, = &,a, , OU seja, O
par (a,,a,) deve corresponder a um autovetor/autovalor de X. Mais
especificamente, &, € o autovalor com a segunda maior magnitude, pois z, € a
componente principal com a segunda maior variancia. A determinacdo de as, ...,

a, segue um raciocinio analogo.

O procedimento acima descrito conduz aos resultados de que (i) as p
componentes principais de um dado conjunto de p varidveis aleatdrias
correspondem as p combinacdes lineares das varidveis pertencentes ao conjunto
original; e (i) os componentes dos p autovetores da matriz de variancia-
covaridncia Y definem os coeficientes de cada combinacdo. E possivel

demonstrar também os seguintes resultados’:

4 4
. ZVar(x,.):Zafl., ou seja, a varidncia total do sistema formado pelas
i=1 i=1

varidveis aleatérias originais é igual a soma dos autovalores de X. Em

conseqiiéncia disso, a propor¢cao da variancia total que € explicada pela [-ésima
p
componente principal € dada por ¢, Z Q.
i=1
* O coeficiente de correlagdo entre a [-ésima componente principal z, e a m-

)} 1
ésima varidvel aleatéria x, € dado por elmalé / (Var(xm ))é ,onde ¢, denota a m-

ésima componente do [-ésimo autovetor de X . Dessa maneira, a magnitude de ¢,

® A restri¢do de que as duas componentes principais Z, € Z, devem ser descorrelatadas exige que
a'Ya, =0 (ver [2]). Substituindo a condigio Xa, =,a, nesse resultado chega-se a

tr _ tr _ e . . .
al 0{2a2 = 0{2a1 az = 0 , 1SSO 1mphca que os vetores al c a2 devem ser ortogonals.

7 Para maiores detalhes ver, por exemplo, Applied multivariate statistical analysis, de Johnson e
Wichern, Englewood Clifs: Prentice-Hall, 2002.
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pode ser interpretada como uma medida da importancia da m-ésima variavel para

a [-ésima componente principal.

A andlise de componentes principais ¢ um dos insumos mais importantes da
analise de fatores. Novamente citando Richard Johnson e Dean Wichern, “... the
essential purpose of factor analysis is to describe, if possible, the covariance
relationships among many variables in terms of a few underlying, but
unobservable, random quantities called factors”. O modelo matemético formal
pode ser descrito da seguinte maneira: seja X um vetor aleatério de dimensdo

pX1 (ou seja, suas componentes sao as varidveis aleatorias x,, x,.,..., xp) tal que
E[X]=p e Var(X)=X. O modelo de fatores postula que cada varidvel aleatéria
em X depende linearmente de m varidveis aleatérias ndo-observaveis F|,
F,,..,F,, chamadas fatores comuns, e p fontes adicionais de varia¢do ¢&,,
&€y chamadas erros ou fatores especificos:

x—u =0 F+I,F,+...+[ F, +¢

Im™ m

X, =i, =L FK+L,F+...+1, F, +&,

2m~ m

x,—u, =L, F+l F,+..+l F, +€,

pm~ m

Em notacdo matricial, X —u=LF+¢&, onde L, F e ¢ tém dimensodes
pxm, mx1 e pXIl, respectivamente. Para que o modelo seja uma representacao
parcimoniosa do comportamento de x,, X,,... , x, € necessdrio ter m<p. O
elemento (i,j) da matriz L corresponde ao factor loading l;, que mede a

influéncia que o j-ésimo fator exerce sobre a i-ésima varidvel, enquanto que a i-

ésima componente do vetor de fatores especificos € (&) mede o quanto o
comportamento da varidvel aleatéria x, ndo pode ser explicado pelo conjunto de

fatores comuns F;, F,,...,F, . Assume-se também que:
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- E[F]=0,,° 3)

* E[e]=0,,,. 4)

* Var(F)=E|FF"]=1,,,. (5)
v, O 0

* Var(e)=E[ee"|=¥,,, = R ©6)
oy

* £ e F sdo descorrelatados, de maneira que E [e‘F "] =0 - 7

O set-up acima descrito implica que (i) Var(X —u)=X=LL +¥ e (ii)
Cov(X —u,F)=L. A prova de (i) parte da defini¢do da matriz de variancia-

covariancia de um vetor aleatério e usa as hipéteses das eqs.(5) a (7), conforme

pode ser visto a seguir:

(X —p)(X —p)" =(LF+¢)(LF +¢€)" =(LF +¢&)(F"L +€")

= LFF"L' +LF&" +£F"L' +&e" = E| (X =) (X —p)' |= E[LFF"L" |+
E[LFg”]+E[eF”L"]+E[gg"] = LE[FF"]E’ +LE[Fg”]+E[eF"]U +
E[gg”} =LI"+¥ ®)

enquanto que a prova de (ii) parte da definicdo da covariancia entre dois vetores

aleatdrios quaisquer e usa as mesmas hipéteses:

(X —u)F"=(LF +&)F" = LFF" +&F" = E[ (X — ) F" |

=E[LFF”]+E[5F”] =LE[FF”]+E[5F”]=L )

8 . ~ . oy ~ . .
Para denotar as dimensdes de uma matriz M qualquer utilizamos a notagio M que indica

1,J°

que a referida matriz possui / linhas e J colunas.
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Defina agora a varidvel h’[] [, +1}+...+[. (chamada comunalidade). De
acordo com eq.(8), Var(x,.) = hl.2 +¥,, ou seja, a parcela da variancia da i-ésima
varidvel aleatéria x;, que € explicada pelos fatores comuns F,, F,,..,F, estd
associada a &’ . Repare que o modelo de fatores d4 margem a uma representagio
mais econdmica do conjunto x,, x,,.., Xx,, pois permite que ¥ (que possui
p(p+1)/ 2 elementos) seja escrita como Y =LL" +%¥, que depende de apenas

p(m+1) elementos (os mp factor loadings e os p elementos da matriz de

variancia-covariancia de €).

Em um problema pratico o analista dispde de uma amostra com n

observagdes das varidveis aleatérias x,, x,,... , x, € a partir delas, deseja

encontrar um modelo com m< p fatores comuns que possa representar
satisfatoriamente a variabilidade dos dados. A amostra permite que o analista
calcule uma estimativa para a matriz de variancia-covariancia “verdadeira” X
(denotada por S) e, a partir de S, decida se tal representacdo é razodvel ou nao.
Nas palavras de Richard Johnson e Dean Wichern,

“... if the off-diagonal elements of S are small or those of the sample
correlation are essentialy zero, the variables are not related and a factor
analysis will not prove useful. In these circumstances, the specific factors
play the dominant role.”

Mas se S é tal que “... it deviates from a diagonal matrix, then a factor
model can be entertained and the initial problem is one of estimating the factor
loadings in L and the specific variances in ¥ .”

Ha inimeros métodos para estimar os factor loadings [, e as variancias dos
fatores especificos €. O mais popular € o que emana da analise de componentes

principais, que propde o seguinte estimador para L:

iz{\/aTl&I \/072&2 \fo?m&m} (10)

pxm
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onde supde-se que m fatores comuns sdo suficientes para construir o modelo. Os

A A A
ndmeros \ ¢, , \d, , ..., \@, sdo os m primeiros autovalores de S, enquanto que

os vetores da,, d,, .. , 4, (de dimensdo px1) sdo os seus autovetores. As
variancias dos fatores especificos sd@o os elementos da diagonal principal de

S—LI".
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