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Anexo A 
Rotinas para se Obter a Parcela da Força Cortante 
Resistida pelo FRP 

A.1. Introdução 

Neste anexo são apresentadas rotinas teóricas, utilizadas para 

comparação teórico-experimental, e rotinas de cálculo, utilizadas para 

dimensionamento. As duas rotinas foram implementadas em MathCad e 

utilizadas no Capítulo 2. Nos itens, a seguir, onde é fornecido apenas uma rotina 

adota-se para comparação teórico-experimental 1f =γ  e cc f'f = .  

A.2. Rotinas elaboradas segundo TRIANTAFILLOU e    
ANTONOPOULOS (2000) 

A.2.1. Rotina Teórica 

( )

( )

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
ε

ε=ε
ε=ε

←

ββ+ρε←
ε←

εε
=ε

←ε

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

ρ
←ε

ε
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

ρ
←ε

←ρ

←

=

−

f

fe

fe

b_fefe

r_fefe
wfffef

ffefe

b_fer_fe

r_fe
fe

3

56.0

ffG

3 2
cm

b_fe

fu

30.0

ffG

3 2
cm

r_fe

f

f

w

f
f

f
fG

louTriantafil_f

V
f

Ruptura
if"toDescolamen"

if"reforçodoRuptura"
Ruptura

sincot1dbE9.0V
Ef

otherwise,min
"W"execuçãoif

10
E

f
65.0

E
f

17.0

s
w

b
t2
GPa
EE

:V

 

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0221075/CA



 
 

 
    

 

169 

Legenda do tipo de execução: 

 W – se envolvimento completo da seção transversal da viga; 

 U – se envolvimento em forma de U; 

 S – se colado apenas nos lados da viga. 

Quando o envolvimento é executado em forma de U com adição de um 

sistema de ancoragem, legenda UA, é considerado para utilização das rotinas o 

tipo de execução W. 

A.2.2. Rotina de Cálculo 
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A.3. Rotina elaborada segundo KHALIFA e NANNI (2002) 
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A.4. Rotina elaborada segundo ADHIKARY et alii (2003) 
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A.5. Rotinas elaboradas segundo CHEN e TENG (2003 a, b) 

A.5.1. Rotina Teórica 
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A.6. Rotina elaborada segundo o Bulletin 14 da fib (2001) 
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A.7. Rotina elaborada segundo o ACI 440 (2001) 
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Anexo B 
Revisão Bibliográfica dos Programas Experimentais 

B.1. Introdução 

 Neste anexo são apresentadas as revisões bibliográficas dos programas 

experimentais, encontrados na literatura, de vigas reforçadas à força cortante 

com a utilização de CFRP. 

B.2. Programa Experimental de CHAALLAL et alii (1998) 

Este programa consistiu de oito vigas de concreto armado bi-apoiadas de 

seção transversal retangular.  

Os parâmetros variáveis neste ensaio foram: 

 Taxa geométrica da armadura transversal, por meio da utilização de 

diferentes espaçamentos dos estribos; 

 Configuração do reforço, quanto sua continuidade e orientação das fibras 

principais. 

As vigas foram agrupadas em três séries. As duas vigas da primeira 

série, designada de FS, estavam adequadamente armadas à força cortante, não 

necessitando de reforço. As demais séries, US e RS, continham a mesma 

armadura transversal, sendo esta deficiente. As duas vigas de série US não 

receberam reforço, utilizadas como vigas de referência, enquanto que as quatro 

vigas da série RS foram reforçadas com uma determinada quantidade de CFRP 

para se obter a mesma resistência à força cortante encontrada nas vigas da 

série FS.  

As vigas da série RS foram divididas em dois grupos, designados de 

RS90 e RS135, com duas vigas em cada grupo. Estas foram agrupadas de 

acordo com o valor de β  e fs  adotados. 

A lâmina de compósito de fibras de carbono utilizada como reforço foi 

fornecida pela SIKA Inc. 

O carregamento aplicado foi de forma concentrada em dois pontos nos 

terços do vão.  
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O ganho de capacidade resistente à força cortante das vigas reforçadas 

variou de 64% a 87%, e os autores deste programa concluíram que: 

 O reforço colado nos lados da viga com °= 45β  apresenta melhor 

desempenho, em termos de propagação de fissuras, rigidez e resistência 

à força cortante. Entretanto, a adoção deste tipo de reforço pode levar ao 

colapso prematura da viga devido ao descolamento do reforço.  

B.3. Programa Experimental de KHALIFA et alii (1999) 

Este programa foi composto de nove vigas contínuas (com dois vãos), de 

concreto armado, todas com seção transversal retangular.  

Os parâmetros variáveis neste ensaio foram: 

 Resistência à compressão do concreto; 

 Taxa de armadura longitudinal e taxa de armadura transversal; 

 Configuração do reforço, incluindo: quanto ao seu envolvimento; sua 

continuidade e a orientação das fibras principais. 

 As vigas foram agrupadas em três séries, denominadas de CW, CO e 

CF, de acordo com as taxas das armaduras internas, sendo longitudinal ou 

transversal. A série CW foi composta de duas vigas e eram as únicas que 

continham estribos no comprimento de interesse para o ensaio. A série CO 

continha três vigas com armadura longitudinal igual à existente nas vigas da 

série anterior. A série CF foi composta de quatro vigas com taxa de armadura 

longitudinal diferente das demais vigas. 

 As vigas CW1, CO1 e CF1 não receberam reforço e o carregamento foi 

executado em dois pontos por cargas concentradas aplicadas no meio de cada 

vão.  

Para estas vigas ensaiadas o ganho de capacidade resistente à força 

cortante variou de 22% a 135%. Todas as vigas reforçadas da série CF 

romperam por flexão. Os autores deste programa concluíram que: 

 O reforço com CFRP pode ser utilizado para aumentar a capacidade 

resistente à força cortante de vigas tanto em regiões de momento 

positivo quanto em regiões de momento negativo; 

 A contribuição do CFRP à força cortante é maior para vigas que não 

contêm armadura transversal do que para as que contêm. 
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B.4. Programa Experimental de KHALIFA e NANNI (2000) 

Estes autores ensaiaram seis vigas de concreto armado de seção 

transversal T. 

O parâmetro variável neste ensaio foi: 

 Configuração do reforço, quanto ao seu envolvimento, incluindo a adição 

de um sistema de ancoragem do CFRP em uma viga; quanto a sua 

continuidade e quanto à orientação das fibras principais. 

Cada viga foi reforçada com uma configuração de reforço diferente, 

conforme especificado na Tabela C.1, com exceção da viga BT1 que não 

recebeu reforço, servindo como viga de referência. As vigas foram bi-apoiadas e 

receberam o carregamento em dois pontos. 

 Foi utilizado para o reforço o tecido unidirecional de fibras de carbono 

Wabo®MBrace CF-130 (Master Builders Technologies, Inc). 

O ganho de capacidade resistente à força cortante para estas vigas 

variou de 35% a 145%, e os autores deste programa concluíram que: 

 A eficiência do reforço com CFRP colado externamente pode ser 

significativamente aumentada se for efetuado um adequado sistema de 

ancoragem; 

 O sistema de ancoragem utilizado é recomendado; 

 Se a ruptura por descolamento do CFRP não é prevenida, onde a 

quantidade de reforço é ótima, aumentá-la pode não significar aumento 

de resistência, assim, a aplicação de estribos de CFRP pode ser tão 

eficiente quanto a aplicação do reforço de forma contínua; 

 Nenhuma contribuição foi observada para acréscimo de resistência 

devido à utilização de uma segunda camada de CFRP com °= 0β . 

B.5. Programa Experimental de KHALIFA e NANNI (2002) 

Estes autores ensaiaram 12 vigas de concreto armado bi-apoiadas de 

seção transversal retangular.  

Os parâmetros variáveis neste ensaio foram: 

 Relação d/a  (onde a  é a distância do ponto de aplicação da carga 

concentrada ao meio do apoio);  

 Resistência à compressão do concreto; 

 Existência de armadura transversal de aço; 

 Configuração do reforço, incluindo: quanto ao seu envolvimento; sua 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0221075/CA



 
 

 
    

 

180 

continuidade e a orientação das fibras principais. 

As vigas foram agrupadas em duas séries principais, designadas de SW 

e SO dependendo da presença de armadura transversal ou não. A série SW foi 

composta de quatro vigas, metade com relação 3=d/a , nomeadas de SW3, e 

metade com 4=d/a , nomeadas de SW4. Nesta série as vigas continham 

estribos. A série SO continha oito vigas, cinco com relação 3=d/a , designadas 

de SO3 e três com 4=d/a , chamadas de SO4. Nesta série as vigas não 

continham estribos, no trecho ensaiado. 

A primeira viga de cada grupo não recebeu reforço, servindo como viga 

de referência. O carregamento das vigas foi em dois pontos. 

O tecido de fibras de carbono unidirecional utilizado no reforço foi o 

Wabo®MBrace CF-130 (Master Builder Technologies, Inc). 

Para estas vigas ensaiadas o ganho de capacidade resistente à força 

cortante variou de 40% a 138%, e os autores deste programa concluíram que: 

 A contribuição do CFRP à força cortante é influenciada pela relação 

d/a , e parece aumentar com o aumento desta relação; 

 Acréscimo na quantidade de CFRP pode não resultar em proporcional 

aumento de resistência à força cortante; 

 A adição de uma segunda camada de reforço com °= 0β  aumenta a 

capacidade resistente à força cortante devido à restrição horizontal 

provocada por ela. 

B.6. Programa Experimental de DENIAUD e CHENG (2001) 

Neste programa, quatro vigas de concreto armado de seção transversal 

T, bi-apoiadas, com o carregamento aplicado em dois pontos eqüidistantes 

foram ensaiadas. Os dois trechos da viga que continham força cortante foram 

ensaiados separadamente, então, no total, foram realizados oito testes. 

Os parâmetros variáveis neste ensaio foram: 

 Tipo de FRP utilizado; 

 Existência de armadura transversal de aço, assim como o espaçamento 

utilizado entre esta armadura; 

 Configuração do reforço, quanto à orientação das fibras principais. 

Três tipos de tecidos foram utilizados nos reforços das vigas: tecidos de 

fibras de carbono uniaxial (Replark 20 – Mitsubishi); tecidos de fibras de vidro 

uniaxial e tecidos de fibras de vidro triaxial. Em todos os casos, o reforço foi 
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estendido por baixo da mesa da seção transversal da viga, a fim de proporcionar 

uma ancoragem. 

Como em cada viga foram feitos dois testes, um para cada trecho que 

continha força cortante, reforçou-se com estribos externos o trecho que não 

seria testado no momento.  

Os testes foram agrupados em três séries, apenas na primeira série as 

vigas não continham armadura transversal interna, na segunda e terceira séries 

o espaçamento entre essas armadura eram mms 400=  e mms 200=  

respectivamente. A primeira viga de cada série não recebeu reforço. 

As quatro barras longitudinais que constituíam a armadura de tração 

(barras de alta resistência – Dywidag) foram estendidas mm150  a partir dos 

extremos da viga e ancoradas em chapas metálicas de mm50  de espessura. 

A viga reforçada com CFRP, T6S2-C90, rompeu repentinamente quando 

o reforço descolou, para uma carga menor do que a carga da viga de referência.  

A partir de uma inspeção na viga observou-se que na região da fissura formada 

devido à força cortante os estribos internos estavam rompidos. Estes estribos 

alcançaram a tensão de escoamento antes do descolamento do reforço aplicado 

nesta região. Os autores deste programa acreditam que no instante que o 

reforço descolou a energia liberada para os estribos internos foi tão elevada que 

a viga escorregou ao longo da fissura, ocasionando a ruptura dos estribos 

internos. 

O ganho de capacidade resistente à força cortante das vigas reforçadas 

variou de 45% a 94%. A viga T6S2-C90 foi descartada pela razão exposta 

acima. Os autores deste programa concluíram que: 

 A efetividade do FRP é menor quando as vigas são armadas 

internamente à força cortante; 

 Seções planas não permanecem planas no trecho da força cortante 

depois que um certo nível de carga é alcançado, mas a presença do FRP 

colado externamente retarda a perda do comportamento de seção plana. 

B.7. Programa Experimental de ADHIKARY et alii (2003) 

Estes autores ensaiaram nove vigas de concreto armado com seção 

transversal quadrada, em quatro vigas o reforço foi executado com compósito de 

fibras de aramida.  

O parâmetro variável neste programa foi: 

 Configuração do reforço, quanto ao seu envolvimento e comprimento de 
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ancoragem.  

A viga designada de B-1 não recebeu reforço, e as quatro vigas da série 

VC receberam reforço de compósito de fibras de carbono. As arestas vivas das 

vigas foram arredondadas de mm100 de diâmetro. 

O carregamento foi aplicado em dois pontos e as vigas eram 

simplesmente apoiadas, sem armadura transversal.  

O ganho de capacidade resistente à força cortante das vigas reforçadas 

variou de 47% a 123%, e os autores deste programa concluíram que: 

 O reforço executado com ancoragem adequada é muito mais eficiente 

que o reforço executado apenas envolvendo em forma de U a seção 

transversal da viga. A adição da ancoragem pode ser uma maneira 

eficiente de retardar ou até mesmo evitar o descolamento do mesmo. 

B.8. Programa Experimental de BEBER (2003) 

Este programa foi composto de 44 vigas de concreto armado, com seção 

transversal retangular, 14 vigas foram reforçadas à flexão e 30 à força cortante 

com a utilização de CFRP.  

Os parâmetros variáveis neste ensaio foram: 

 Configuração do reforço, quanto ao seu envolvimento, sua continuidade e 

orientação das fibras principais; 

  Material utilizado para o reforço, foram empregados dois tipos de 

materiais diferentes. Em quatro vigas foi utilizado o compósito pré-

fabricado, laminado (CFK 200/2000 – S&P Reinforcements – MBrace), no 

restante das vigas aplicou-se o sistema curado in situ, tecido 

unidirecional (Replark 20 – Mitsubishi). Isto variou as propriedades do 

reforço. 

 As vigas V8_A e V8_B não receberam reforço e serviram como vigas de 

referência, as demais 28 vigas foram separadas em 12 grupos de acordo com as 

diferentes configurações de reforço utilizadas.  

Nas vigas V10_A, V10_B, V17_A, V19_A e V19_B o reforço foi 

executado envolvendo a seção transversal da viga em forma de “L”. Para 

avaliação teórica deste tipo de execuçao do reforço (em “L”) o autor considerou 

a mesma formulação utilizada quando o reforço é executado envolvendo em 

forma de “U” a seção transversal da viga. 
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 O carregamento foi aplicado de forma concentrada em dois pontos 

eqüidistantes, sendo a viga bi-apoiada. Não foi utilizada armadura transversal de 

aço. 

O ganho de capacidade resistente à força cortante das vigas reforçadas 

variou de 61% a 255%, e o autor deste programa concluiu que: 

 O descolamento do reforço caracterizou-se como o modo de colapso da 

viga mais freqüente. As vigas que tiveram o reforço executado 

envolvendo completamente sua seção transversal (ancoragem suficiente) 

entraram em colapso devido à ruptura do CFRP. Existiram situações 

intermediárias, em que houve uma combinação destes dois modos de 

colapso; 

 No caso particular das vigas reforçadas com faixas orientadas à °45 , a 

solução de ancoragem tipo “L” representou uma alternativa eficiente na 

elevação da resistência, porém, a execução destes reforços demonstrou 

ser bastante complexa; 

 Os reforços contínuos necessitaram maiores quantidades de reforço e 

não proporcionaram incrementos de resistência na mesma proporção; 

 O desempenho das vigas reforçadas com os laminados foi limitado, o 

único tipo de execução do reforço possível é colando-o somente nas 

laterais da viga, assim o modo de colapso da viga foi controlado pelo 

descolamento do reforço. 

B.9. Programa Experimental de DIAGANA et alii (2003) 

Neste programa foram ensaiadas dez vigas de concreto armado, com 

seção transversal retangular.  

 O parâmetro variável neste ensaio foi: 

 Configuração do reforço, quanto ao seu envolvimento, sua continuidade e 

orientação das fibras principais. 

 O tecido de fibras de carbono utilizado no reforço foi o TFC® da 

Freyssinet, bi-direcional, com 70% das fibras na direção principal (utilizada no 

teste) e 30% na outra direção. 

 As vigas foram agrupadas em duas séries, a primeira foi chamada de PU, 

onde o reforço foi executado envolvendo em forma de U a seção transversal da 

viga, e a segunda série foi designada de PC devido ao envolvimento completo 

da seção transversal pelo reforço. Duas vigas não foram reforçadas (P0 e P0-bis). 
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 O carregamento foi aplicado em um ponto, sendo as vigas simplesmente 

apoiadas. 

O ganho de capacidade resistente à força cortante das vigas reforçadas 

variou de 18% a 61%, e os autores deste programa concluíram que: 

 A efetividade do reforço varia em função do tipo de envolvimento, 

espaçamento e orientação do mesmo, a configuração que apresentou 

melhor resultado foi a da viga PC1, onde o reforço foi executado 

envolvendo completamente a seção transversal da viga, com o menor 

espaçamento e °= 90β ; 

 O envolvimento completo da seção transversal da viga pelo reforço 

proporciona maior ganho de capacidade resistente para vigas com 

°= 90β , percebendo-se a importância do comprimento de ancoragem 

para a efetividade do reforço; 

 Para o caso de °= 45β  foi observado que o envolvimento da seção 

transversal em forma de U é mais eficiente, pois utilizando o 

envolvimento completo tem-se o aparecimento de uma flexão local que 

provoca uma sobrecarga nos bordos do reforço na região de compressão 

da viga. 

B.10. Programa Experimental de CAROLIN e TÄLJSTEN (2005) 

Estes autores ensaiaram 20 vigas de concreto armado, com seção 

transversal retangular. Quatro vigas foram ensaiadas em duas etapas, a primeira 

etapa sem reforço, servindo como viga de referência, e a segunda etapa 

reforçada com CFRP, proporcionando a realização de ensaio em viga pré-

fissurada. 

O sistema utilizado para reforço à força cortante foi o BPE® Composite 

de fibras de carbono unidirecionais. 

As vigas foram divididas em dois tipos, o Tipo A foi designado para vigas 

que não receberam armadura transversal e o Tipo B foi composto de vigas que 

continham armadura transversal de aço. As vigas do Tipo B receberam um 

reforço à flexão adicional para assegurar que a ruptura ocorresse por algum 

mecanismo relacionado à força cortante. 

Os parâmetros variáveis neste ensaio foram: 

 Existência de armadura transversal de aço; 

 Configuração do reforço, incluindo: quanto ao seu envolvimento e a 

orientação das fibras principais; 
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 Tipo de aplicação de carga, podendo ser carga cíclica ou não, assim 

como, aplicação do reforço em viga pré-fissurada ou não.  

A resistência à compressão do concreto não foi considerada como 

parâmetro variável, no entanto, variou de MPa,fc 836=  a MPa,fc 856= . Todas 

as vigas foram levadas à ruptura a partir de um carregamento controlado pela 

deformação. 

 A designação das vigas foi dada da seguinte forma: o primeiro número 

significa o peso do compósito, sendo 1, 2 e 3 para 2125 m/g , 2200 m/g  e 

2300 m/g  respectivamente; o segundo número denomina o ângulo de 

inclinação das fibras principais do reforço; as letras maiúsculas descrevem o 

diferencial contido na viga ensaiada, sendo: W para envolvimento completo do 

reforço, R para viga pré-fissurada e F para viga carregada ciclicamente depois 

de executado o reforço; a letra minúscula representa a primeira ou segunda viga 

ensaiadas de mesma espécie.  

A viga nomeada de R2 passou a se chamar 245Ra depois de reforçada, 

assim como a viga R3 passou a ser 245Rb, a R4 passou a ser 245RF e a viga 

R5 passou a se chamar 290WR depois de receber o reforço. 

A viga 290W rompeu por flexão, então as vigas 290WR e 245W foram 

reforçadas à flexão com a utilização de lâmina de CFRP calada em todo o 

comprimento do lado tracionado das vigas. Esta lâmina apresentavam as 

seguintes propriedades: MPaff 2800> , GPaEf 210=  e %,fu 31>ε . 

 O carregamento foi aplicado em dois pontos eqüidistantes, sendo as 

vigas simplesmente apoiadas. As vigas 145F, 245F, 245RF e 345F foram 

submetidas a 610  ciclos de carga antes da carga de ruptura, este carregamento 

foi aplicado por dez dias com uma freqüência de zH,21 . 

Para estas vigas ensaiadas o ganho de capacidade resistente à força 

cortante das vigas reforçadas variou de 26% a 225%, e os autores deste 

programa concluíram que: 

 As vigas de concreto armado reforçadas podem ter o seu modo de 

ruptura modificado devido a algum mecanismo relacionado à força 

cortante para ruptura devido à flexão; 

 Devido à anisotropia dos CFRP a efetividade do reforço depende de 

escolher corretamente a orientação das fibras principais do mesmo em 

relação à fissura de cortante, o esquema de reforço com °= 0β  não 

contribui significantemente para a capacidade resistente, e o pequeno 
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aumento apresentado parece ser decorrente do aumento na parcela do 

concreto cV ; 

 Vigas pré-fissuradas podem ser reforçadas, e apresentam ganho em sua 

capacidade resistente; 

 Para vigas que contêm armadura transversal e necessitam de elevado 

efeito do reforço à força cortante é preciso executar um reforço à flexão; 

 Para as vigas que não foram pré-fissuradas, as fibras do compósito não 

se deformam até que seja alcançada a carga de fissuração da viga de 

referência, para as demais vigas as fibras são deformadas desde o inicio 

do ensaio. As fibras do compósito das extremidades da seção transversal 

das vigas completamente envolvidas pelo reforço não se deformam até 

que o reforço descole. Para todos os casos as fibras do compósito que 

mais se deformam são as posicionadas no meio da altura da viga.  
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Anexo C 
Parâmetros Utilizados nos Programas Experimentais 

C.1. Introdução 

Neste anexo é apresentada uma tabela contendo os dados geométricos 

das vigas de concreto armado, dos reforços com compósito de fibras de carbono 

e as propriedades dos materiais (concreto, aço e CFRP) utilizados nos diversos 

programas experimentais relatados no Anexo B. 

 Os dados contidos nesta tabela foram utilizados nos cálculos da parcela 

da força cortante resistida pelo FRP fV  (rotinas apresentadas no Anexo A). 

C.2. Parâmetros Geométricos e Mecânicos dos Programas 
Experimentais 

 O valor da altura efetiva do FRP não foi fornecido, pois obtém-se através 

dos valores de d , ftd  e fbd , conforme mostra a Figura C.1. 

 

 

 

 

 

Figura C.1 –  Altura efetiva do FRP. 

As legendas dos modos de ruptura observados experimentalmente são: 

 EB – esmagamento das bielas; 

 TD – tração diagonal; 

 R – ruptura do reforço; 

 D – descolamento do reforço; 

 DR – descolamento e ruptura do reforço ocorrendo ao mesmo tempo; 

 D+R – descolamento do reforço seguido de sua ruptura; 

 F – Flexão. 

As vigas dos programas experimentais reforçadas com AFRP ou GFRP 

não foram incluídas nesta tabela. 

dfh d d f b

d f t

dfh d d f b

d f t
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Tabela C.1 – Parâmetros Geométricos e Mecânicos dos Programas Experimentais. 
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 fρ  
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CH 
(FS1) 

150 220 2,5 R 35 3x15 6@ 50 400 400 200 * * * * * * * * * * EB 110,0 * 

CH 
(FS2) 

150 220 2,5 R 35 3x15 6@ 50 400 400 200 * * * * * * * * * * EB 108,0 * 

CH 
(US1) 

150 220 2,5 R 35 3x15 6@ 200 400 400 200 * * * * * * * * * * TD 55,0 * 

CH 
(US2) 

150 220 2,5 R 35 3x15 6@ 200 400 400 200 * * * * * * * * * * TD 51,5 * 

CH 
(RS90-1) 

150 220 2,5 R 35 3x15 6@ 200 400 400 200 0 250 1,000 50 100 2400 150 90 0 S R 87,5 0,67 

CH 
(RS90-2) 

150 220 2,5 R 35 3x15 6@ 200 400 400 200 0 250 1,000 50 100 2400 150 90 0 S D 95,0 0,67 

CH 
(RS135-1) 150 220 2,5 R 35 3x15 6@ 200 400 400 200 0 250 1,000 50 150 2400 150 45 0 S D 94,0 0,44 

CH 
(RS135-2) 150 220 2,5 R 35 3x15 6@ 200 400 400 200 0 250 1,000 50 150 2400 150 45 0 S D 99,5 0,44 

KH1 
(CW1) 150 254 3,6 R 27,5 2x32 10@ 

125 460 350 200 * * * * * * * * * * TD 175,0 * 

KH1 
(CW2) 150 254 3,6 R 27,5 2x32 10@ 

125 460 350 200 0 305 0,165 915 915 3500 228 90 / 
0 0 U / 

S EB 214,0 NU 

KH1 
(CO1) 

150 254 3,6 R 20,5 2x32 * 460 350 200 * * * * * * * * * * EB 48,0 * 

KH1 
(CO2) 

150 254 3,6 R 20,5 2x32 * 460 350 200 0 305 0,165 50 125 3500 228 90 0 U D 88,0 0,09 

KH1 
(CO3) 

150 254 3,6 R 20,5 2x32 * 460 350 200 0 305 0,165 915 915 3500 228 90 0 U D 113,0 0,22 
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KH1 
(CF1) 

150 254 3,6 R 27,5 2x16 * 430 350 200 * * * * * * * * * * EB 93,0 * 

KH1 
(CF2) 

150 254 3,6 R 27,5 2x16 * 430 350 200 0 305 0,165 915 915 3500 228 90 0 U F 119,5 NU 

KH1 
(CF3) 

150 254 3,6 R 27,5 2x16 * 430 350 200 0 305 0,165 915 915 3500 228 90 / 
0 0 U / 

S F 131,0 NU 

KH1 
(CF4) 

150 254 3,6 R 27,5 2x16 * 430 350 200 0 305 0,165 915 915 3500 228 90 75 W F 140,0 NU 

KH2 
(BT1) 

150 354 3 T 35 2x28 * 470 * 200 * * * * * * * * * * EB 90,0 * 

KH2 
(BT2) 

150 354 3 T 35 2x28 * 470 * 200 100 405 0,165 1070 1070 3790 228 90 0 U D 155,0 0,22 

KH2 
(BT3) 

150 354 3 T 35 2x28 * 470 * 200 100 405 0,165 1070 1070 3790 228 90 / 
0 0 U / 

S D 157,5 NU 

KH2 
(BT4) 

150 354 3 T 35 2x28 * 470 * 200 100 405 0,165 50 125 3790 228 90 0 U D 162,5 0,09 

KH2 
(BT5) 

150 354 3 T 35 2x28 * 470 * 200 100 405 0,165 50 125 3790 228 90 0 S D 121,5 0,09 

KH2 
(BT6) 

150 354 3 T 35 2x28 * 470 * 200 100 405 0,165 1070 1070 3790 228 90 50 UA F 221,0 NU 

KH3 
(SW3-1) 150 254 3 R 19,3 2x32 10@ 

125 460 350 200 * * * * * * * * * * TD 126,5 * 

KH3 
(SW3-2) 150 254 3 R 19,3 2x32 10@ 

125 460 350 200 0 305 0,165 760 760 3790 228 90 / 
0 0 U / 

S EB 177,0 NU 

KH3 
(SW4-1) 150 254 4 R 19,3 2x32 10@ 

125 460 350 200 * * * * * * * * * * TD 100,0 * 
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KH3 
(SW4-2) 150 254 4 R 19,3 2x32 10@ 

125 460 350 200 0 305 0,165 1020 1020 3790 228 90 / 
0 0 U / 

S EB 180,5 NU 

KH3  
(SO3-1) 

150 254 3 R 27,5 2x32 * 460 * 200 * * * * * * * * * * TD 77,0 * 

KH3  
(SO3-2) 

150 254 3 R 27,5 2x32 * 460 * 200 0 305 0,165 50 125 3790 228 90 0 U D 131,0 0,09 

KH3  
(SO3-3) 

150 254 3 R 27,5 2x32 * 460 * 200 0 305 0,165 75 125 3790 228 90 0 U D 133,5 0,13 

KH3 
(SO3-4) 

150 254 3 R 27,5 2x32 * 460 * 200 0 305 0,165 760 760 3790 228 90 0 U D 144,5 0,22 

KH3 
(SO3-5) 

150 254 3 R 27,5 2x32 * 460 * 200 0 305 0,165 760 760 3790 228 90 / 
0 0 U / 

S EB 169,5 NU 

KH3 
(SO4-1) 

150 254 4 R 27,5 2x32 * 460 * 200 * * * * * * * * * * TD 65,0 * 

KH3 
(SO4-2) 

150 254 4 R 27,5 2x32 * 460 * 200 0 305 0,165 50 125 3790 228 90 0 U D 127,5 0,09 

KH3 
(SO4-3) 

150 254 4 R 27,5 2x32 * 460 * 200 0 305 0,165 1020 1020 3790 228 90 0 U EB 155,0 NU 

DE 
(T6NS) 

140 540 2,9 T 44,1 4x26 * NF 520 200 * * * * * * * * * * TD 110,1 * 

 DE (T6NS 
-C45) 

140 540 2,9 T 44,1 4x26 * NF 520 200 150 600 0,11 50 100 3400 230 45 0 U D 213,6 0,08 

DE  
(T6S4) 

140 540 2,9 T 44,1 4x26 6@ 400 NF 520 200 * * * * * * * * * * TD 187,6 NU 

 DE (T6S4 
-C90) 

140 540 2,9 T 44,1 4x26 6@ 400 NF 520 200 150 600 0,11 50 100 3400 230 90 0 U D 272,8 0,08 
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DE  
(T6S2) 

140 540 2,9 T 44,1 4x26 6@ 200 NF 520 200 * * * * * * * * * * TD 356,9 * 

 DE T6S2-
C90) 140 540 2,9 T 44,1 4x26 6@ 200 NF 520 200 150 600 0,11 50 100 3400 230 90 0 U D 309,8 NU 

AD       
(B-1) 

300 245 4 Q 38 4x32 * 395 * 196 * * * * * * * * * * TD 112,0 * 

AD      
 (C-1) 

300 245 4 Q 37,2 4x32 * 395 * 196 50 300 0,167 1000 1000 3400 230 90 0 U D 165,0 0,11 

AD       
(C-2) 

300 245 4 Q 41 4x32 * 395 * 196 0 300 0,167 1000 1000 3400 230 90 80 UA EB 228,5 NU 

AD      
(C-3) 

300 245 4 Q 41,1 4x32 * 395 * 196 0 300 0,167 1000 1000 3400 230 90 110 UA EB 237,5 NU 

AD       
(C-4) 

300 245 4 Q 42,4 4x32 * 395 * 196 0 300 0,167 1000 1000 3400 230 90 150 W F 250,0 NU 

BE  
(V8_A) 

150 253 2,9 R 32,8 6x16 * 625 * NF * * * * * * * * * * TD 57,35 * 

BE  
(V8_B) 

150 253 2,9 R 32,8 6x16 * 625 * NF * * * * * * * * * * TD 56,49 * 

BE  
(V9_A) 

150 253 2,9 R 32,8 6x16 * 625 * NF 0 300 0,111 50 100 3400 230 90 0 S D 98,1 0,07 

BE  
(V9_B) 

150 253 2,9 R 32,8 6x16 * 625 * NF 0 300 0,111 50 100 3400 230 90 0 S D 104,3 0,07 

BE 
(V21_A) 150 253 2,9 R 32,8 6x16 * 625 * NF 0 300 0,111 50 100 3400 230 90 0 S D 115,2 0,07 

BE 
(V10_A) 150 253 2,9 R 32,8 6x16 * 625 * NF 0 300 0,111 50 100 3400 230 90 0 L DR 107,5 NU 
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BE 
(V10_B) 150 253 2,9 R 32,8 6x16 * 625 * NF 0 300 0,111 50 100 3400 230 90 0 L DR 106,0 NU 

BE 
(V17_A) 150 253 2,9 R 32,8 6x16 * 625 * NF 0 300 0,111 50 100 3400 230 90 0 L DR 102,8 NU 

BE 
(V11_A) 150 253 2,9 R 32,8 6x16 * 625 * NF 0 300 0,111 50 100 3400 230 90 0 U DR 98,4 0,07 

BE 
(V11_B) 150 253 2,9 R 32,8 6x16 * 625 * NF 0 300 0,111 50 100 3400 230 90 0 U DR 124,8 0,07 

BE 
(V17_B) 150 253 2,9 R 32,8 6x16 * 625 * NF 0 300 0,111 50 100 3400 230 90 0 U DR 92,9 0,07 

BE 
(V12_A) 150 253 2,9 R 32,8 6x16 * 625 * NF 0 300 0,111 50 100 3400 230 90 75 W R 116,4 0,07 

BE 
(V18_A) 150 253 2,9 R 32,8 6x16 * 625 * NF 0 300 0,111 50 100 3400 230 90 75 W R 127,3 0,07 

BE 
(V20_A) 150 253 2,9 R 32,8 6x16 * 625 * NF 0 300 0,111 50 100 3400 230 90 75 W R 140,1 0,07 

BE 
(V12_B) 150 253 2,9 R 32,8 6x16 * 625 * NF 0 300 0,111 50  141,4 3400 230 45 0 S D 101,6 0,05 

BE 
(V14_B) 150 253 2,9 R 32,8 6x16 * 625 * NF 0 300 0,111 50  141,4 3400 230 45 0 S D 91,6 0,05 

BE 
(V19_A) 150 253 2,9 R 32,8 6x16 * 625 * NF 0 300 0,111 50  141,4 3400 230 45 0 L DR 118,4 NU 

BE 
(V19_B) 150 253 2,9 R 32,8 6x16 * 625 * NF 0 300 0,111 50  141,4 3400 230 45 0 L DR 115,1 NU 

BE 
(V13_A) 150 253 2,9 R 32,8 6x16 * 625 * NF 0 300 0,111 655 655 3400 230 90 0 S D 122,0 0,15 
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BE 
(V13_B) 150 253 2,9 R 32,8 6x16 * 625 * NF 0 300 0,111 655 655 3400 230 90 0 S D 125,7 0,15 

BE 
(V15_B) 150 253 2,9 R 32,8 6x16 * 625 * NF 0 300 0,111 655 655 3400 230 90 0 U D 138,4 0,15 

BE 
(V16_B) 150 253 2,9 R 32,8 6x16 * 625 * NF 0 300 0,111 655 655 3400 230 90 0 U D 112,4 0,15 

BE 
(V16_A) 150 253 2,9 R 32,8 6x16 * 625 * NF 0 300 0,111 655 655 3400 230 90 75 W F 183,9 NU 

BE 
(V18_B) 150 253 2,9 R 32,8 6x16 * 625 * NF 0 300 0,111 655 655 3400 230 90 75 W F 202,4 NU 

BE 
(V14_A) 150 253 2,9 R 32,8 6x16 * 625 * NF 0 300 0,111 655 655 3400 230 45 0 S D 128,4 0,15 

BE 
(V15_A) 150 253 2,9 R 32,8 6x16 * 625 * NF 0 300 0,111 655 655 3400 230 45 0 S D 120,6 0,15 

BE 
(V20_B) 150 253 2,9 R 32,8 6x16 * 625 * NF 0 300 1,4 50 100 2500 205 90 0 S D 142,9 0,93 

BE 
(V22_B) 150 253 2,9 R 32,8 6x16 * 625 * NF 0 300 1,4 50 100 2500 205 90 0 S D 112,5 0,93 

BE 
(V21_B) 150 253 2,9 R 32,8 6x16 * 625 * NF 0 300 1,4 50  141,4 2500 205 45 0 S D 135,7 0,66 

BE 
(V22_A) 150 253 2,9 R 32,8 6x16 * 625 * NF 0 300 1,4 50  141,4 2500 205 45 0 S D 125,6 0,66 

DI1     
(P0) 

130 410 2,2 R 40 2x16 
2x14 6@ 300 550 240 210 * * * * * * * * * * TD 110,0 * 

DI       
(PO-bis) 

130 410 2,2 R 40 2x16 
2x14 6@ 300 550 240 210 * * * * * * * * * * TD 110,0 * 

DI    
(PU1) 

130 410 2,2 R 40 2x16 
2x14 6@ 300 550 240 210 0 450 0,43 40 200 1400 105 90 0 U D 142,5 0,13 
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DI    
(PU2) 

130 410 2,2 R 40 2x16 
2x14 6@ 300 550 240 210 0 450 0,43 40 250 1400 105 90 0 U D 130 0,11 

DI    
(PU3) 

130 410 2,2 R 40 2x16 
2x14 6@ 300 550 240 210 0 450 0,43 40 300 1400 105 45 0 U D 154,5 0,09 

DI    
(PU4) 

130 410 2,2 R 40 2x16 
2x14 6@ 300 550 240 210 0 450 0,43 40 350 1400 105 45 0 U D 150,0 0,08 

DI    
(PC1) 

130 410 2,2 R 40 2x16 
2x14 6@ 300 550 240 210 0 450 0,43 40 200 1400 105 90 65 W R 177,5 0,13 

DI    
(PC2) 

130 410 2,2 R 40 2x16 
2x14 6@ 300 550 240 210 0 450 0,43 40 250 1400 105 90 65 W R 155,0 0,11 

DI    
(PC3) 

130 410 2,2 R 40 2x16 
2x14 6@ 300 550 240 210 0 450 0,43 40 300 1400 105 45 65 W R 145,5 0,09 

DI    
(PC4) 

130 410 2,2 R 40 2x16 
2x14 6@ 300 550 240 210 0 450 0,43 40 350 1400 105 45 65 W R 132,0 0,08 

CA     
(R1) 

180 460 2,7 R 52 12x16 * 515 515 210 * * * * * * * * * * TD 126,0 * 

CA     
(R2) 

180 460 2,7 R 53,6 12x16 * 515 515 210 * * * * * * * * * * TD 124,0 * 

CA     
(R3) 

180 460 2,7 R 37,6 12x16 * 515 515 210 * * * * * * * * * * TD 103,0 * 

CA     
(R4) 

180 460 2,7 R 42,4 12x16 * 515 515 210 * * * * * * * * * * TD 119,0 * 

CA     
(R5) 

180 460 2,7 R 36,8 12x16 * 515 515 210 * * * * * * * * * * TD 125,0 * 

CA   
(145) 

180 460 2,7 R 53,6 12x16 * 515 515 210 0 500 0,07 1250 1250 4500 234 45 0 S R 247,0 0,08 
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CA  
(145F) 

180 460 2,7 R 39,2 12x16 * 515 515 210 0 500 0,07 1250 1250 4500 234 45 0 S R 338,0 NU 

CA     
(20) 

180 460 2,7 R 47,2 12x16 * 515 515 210 0 500 0,11 1250 1250 4500 234 0 0 S TD 154,0 NU 

CA  
(245a) 

180 460 2,7 R 56,8 12x16 * 515 515 210 0 500 0,11 1250 1250 4500 234 45 0 S DR 257,0 0,12 

CA  
(245b) 

180 460 2,7 R 42,4 12x16 * 515 515 210 0 500 0,11 1250 1250 4500 234 45 0 S DR 305,0 0,12 

CA 
(245W) 180 460 2,7 R 36,8 12x16 * 515 515 210 0 500 0,11 1250 1250 4500 234 45 90 W D+R 338,0 0,12 

CA  
(245F) 

180 460 2,7 R 39,2 12x16 * 515 515 210 0 500 0,11 1250 1250 4500 234 45 0 S DR 319,0 NU 

CA 
(245Ra) 180 460 2,7 R 53,6 12x16 * 515 515 210 0 500 0,11 1250 1250 4500 234 45 0 S DR 306,0 0,12 

CA 
(245Rb) 180 460 2,7 R 37,6 12x16 * 515 515 210 0 500 0,11 1250 1250 4500 234 45 0 S DR 251,0 0,12 

CA 
(245RF) 180 460 2,7 R 42,4 12x16 * 515 515 210 0 500 0,11 1250 1250 4500 234 45 0 S DR 291,0 NU 

CA  
(290a) 

180 460 2,7 R 47,2 12x16 * 515 515 210 0 500 0,11 1250 1250 4500 234 90 0 S D 256,0 0,12 

CA  
(290b) 

180 460 2,7 R 41,6 12x16 * 515 515 210 0 500 0,11 1250 1250 4500 234 90 0 S D 298,0 0,12 

CA 
(290W) 180 460 2,7 R 41,6 12x16 * 515 515 210 0 500 0,11 1250 1250 4500 234 90 90 W F 367,0 NU 

CA 
(290WR) 180 460 2,7 R 36,8 12x16 * 515 515 210 0 500 0,11 1250 1250 4500 234 90 90 W D+R 388,0 0,12 
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CA   
(345) 

180 460 2,7 R 56,8 12x16 * 515 515 210 0 500 0,17 1250 1250 4500 234 45 0 S D 334,0 0,19 

CA  
(345F) 

180 460 2,7 R 43,2 12x16 * 515 515 210 0 500 0,17 1250 1250 4500 234 45 0 S D 344,0 NU 

CA       
(R) 

180 460 2,2 R 36 12x16 6@ 200 515 515 210 * * * * * * * * * * EB 237,0 * 

CA   
(290) 

180 460 2,2 R 36,8 12x16 6@ 200 515 515 210 0 500 0,11 1000 1000 4500 234 90 0 S D 298,0 0,12 

CA   
(390) 

180 460 2,2 R 36,8 12x16 6@ 200 515 515 210 0 500 0,17 1000 1000 4500 234 90 0 S D 298,0 0,19 

 
Legendas de “Viga”, de acordo com o programa experimental que ela pertence: CH(...) – CHAALLAL et alii (1998); KH1(...) – KHALIFA e NANNI 

(1999); KH2(...) – KHALIFA e NANNI (2000); KH3(...) – KHALIFA e NANNI (2002); DE(...) – DENIAUD e CHENG (2001); AD(...) – ADHIKARY et 

alii (2003); BE(...) – BEBER (2003); DI(...) – DIAGANA et alii (2003); CA(...) – CAROLIN e TÄLJSTEN (2005). 

Demais legendas: NF – dado não fornecido no programa experimental, NU – viga não utilizada na comparação teórico-experimental. 
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Anexo D 
Resumo sobre Teoria da Probabilidade 

D.1. Introdução 

Neste anexo são apresentados, em linhas gerais, alguns conceitos de 

teoria da probabilidade. 

D.2. Função Densidade de Probabilidades (PDF) e Função de 
Distribuição Cumulativa (CDF) 

A função densidade de probabilidades é uma função matemática 

contínua que tem como objetivo descrever os resultados obtidos em 

experimentos aleatórios, ou seja, representar estatisticamente este experimento.  

Assumindo que uma determinada variável aleatória X  tenha um valor x  

e adotando um intervalo de ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

2
dxx  até ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

2
dxx , a probabilidade dos 

resultados dos experimentos ficarem contidos neste intervalo é dx)x(fX , onde 

)x(fX  é a função densidade de probabilidades. A probabilidade da variável X  

assumir valores, por exemplo, entre a  e b  é obtida por: 

∫=≤≤
b

a
X dx)x(f)bXa(P  (D.1) 

 Para que uma função matemática )x(fX  seja considerada uma PDF 

(Figura D.1a) as seguintes condições devem ser satisfeitas: 

0≥)x(fX  (D.2) 

∫
∞

∞−

= 1dx)x(fX

 

(D.3) 

)bXa(Pdx)x(f
b

a
X ≤≤=∫

 

(D.4) 

 A função de distribuição cumulativa é definida como a integral da função 

densidade de probabilidades: 
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∫
∞−

=
a

XX dx)x(f)a(F
 

(D.5) 

onde )a(FX  representa a probabilidade da variável aleatória X  assumir valores 

menores ou iguais a a . Uma CDF (Figura D.1b) deve satisfazer as seguintes 

condições: 

0=−∞ )(FX  (D.6) 

10 ≤≤ )x(FX  (D.7) 

1=∞ )(FX  (D.8) 

 

Figura D.1 – (a) Função Densidade de Probabilidades (PDF) e (b) Função de 
Distribuição Cumulativa (CDF). 

Quando mais de uma variável aleatória são associadas a um 

experimento, por exemplo, duas variáveis aleatórias, a função densidade de 

probabilidades conjunta é requerida, esta deve satisfazer as seguintes 

condições: 

02121
≥)x,x(f X,X  

(D.9) 

∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

= 1122121
dxdx)x,x(f X,X

 

(D.10) 

)dXc,bXa(Pdxdx)x,x(f
b

a

d

c
X,X ≤≤≤≤=∫ ∫ 21122121

 

(D.11) 

e a função de distribuição cumulativa conjunta é expressa por: 

0 

fX(x) 

X a b 

FX(a) 

0 

FX(x) 

X a b 

FX(a) 

FX(b) 

(a) (b) 

1,0 
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∫ ∫
∞− ∞−

=
a b

X,XX,X dxdx)x,x(f)b,a(F 12212121
 (D.12) 

 Quando a PDF de uma variável aleatória é obtida a partir da função de 

densidade de probabilidades conjunta é chamada função densidade de 

probabilidades marginal, sendo: 

∫
∞

∞−

= 2211 211
dx)x,x(f)x(f X,XX

 

(D.13) 

∫
∞

∞−

= 1212 212
dx)x,x(f)x(f X,XX

 

(D.14) 

 Se duas variáveis aleatórias são independentes entre si, a função de 

densidade de probabilidades conjunta é obtida pelo produto da PDF de cada 

variável, conforme a seguir: 

)x(f)x(f)x,x(f XXX,X 2121 2121
=  (D.15) 

D.3. Propriedades Estatísticas de Variáveis Aleatórias Contínuas 

O valor esperado ou o valor médio de uma variável aleatória é obtido por: 

∫
∞

∞−

== dx)x(xf)X(E XXμ  (D.16) 

e o valor médio quadrático desta variável é definido como: 

∫
∞

∞−

= dx)x(fx)X(E X
22  (D.17) 

 O termo que mede a dispersão dos valores da variável aleatória em torno 

da média é chamado de variância, representado por )X(Var  ou 2
Xσ , e 

calculado pela seguinte equação: 

( )∫
∞

∞−

−== dx)x(fx)X(Var XxX
22 μσ  (D.18) 

222
XX )X(E)X(Var μσ −==  (D.19) 

 O desvio padrão da variável aleatória é obtido pela raiz quadrada da 

variância: 

)X(VarX =σ  (D.20) 

e o coeficiente de variação desta variável é obtido a partir da razão entre o 

desvio padrão e a média: 
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X

X
XCoV

μ
σ

δ ==  (D.21) 

 O coeficiente de correlação entre duas variáveis aleatórias 1X  e 2X  é 

definido por: 

21

21

21

XX
X,X

)X,Xcov(
σσ

ρ =  (D.22) 

onde 
1Xσ  e 

2Xσ  são os desvios padrões de 1X  e 2X , respectivamente, e 

)X,Xcov( 21  representa a covariância entre estas variáveis, sendo obtida por: 

[ ]
2121 212121 XXXX )XX(E)X)(X(E)X,Xcov( μμμμ −=−−=  (D.23) 

)XX(E 21  é o valor esperado do produto 21XX : 

∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

= 21212121 21
dxdx)x,x(fxx)XX(E X,X  (D.24) 

Quando 1X  e 2X  são independentes o coeficiente de correlação torna-

se nulo, pois neste caso tem-se: 

212121 XX)X(E)X(E)XX(E μμ==  (D.25) 

 Para um experimento que englobe n  variáveis aleatórias, a matriz de 

correlação entre elas é definida por: 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

nnnn

n

n

X,XX,XX,X

X,XX,XX,X

X,XX,XX,X

ρρρ

ρρρ
ρρρ

ρ

L

MMMM

L

L

21

122212

12111

 (D.26) 

D.4. Distribuições de Probabilidades 

D.4.1. Distribuição Normal ou Gaussiana 

Essa distribuição é a mais usada, e tem sua função densidade de 

probabilidades definida conforme a seguir: 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−=

2

2
1

2
1

X

X

X
X

x
exp)x(f

σ
μ

πσ
 (D.27) 

os parâmetros são a média Xμ  e o desvio padrão Xσ  da variável aleatória. 

 Introduzindo uma variável auxiliar, denominada de variável reduzida y , 

pode-se reescrever a equação D.27: 
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⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−== 2

2
1

2
1 yexp)y()y(fY π

φ  (D.28) 

sendo a variável reduzida determinada por: 

X

X

Y

Y XY
σ

μ
σ

μ −
=

−
 (D.29) 

onde 0=Yμ  e 1=Yσ . 

 Esta transformação resulta em uma nova variável aleatória Y  com PDF 

normal padrão, conhecida como )y(φ . A CDF chamada, neste caso, de função 

de distribuição cumulativa normal padrão ou simplesmente )y(Φ  é usualmente 

tabelada  e pode ser obtida por: 

∫
∞−

=
y

Y dy)y(f)y(Φ  (D.30) 

 A função de distribuição cumulativa de uma variável aleatória normal é 

obtida a partir de: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

X

X
X

x
)x(F

σ
μ

Φ  (D.31) 

D.4.1.1. Soma ou Diferença de Variáveis Aleatórias Normais 

 Quando uma variável aleatória Z  é definida pela soma de variáveis 

normais independentes, por exemplo 1X  e 2X , esta também é uma variável 

aleatória normal: 

21 XXZ +=  (D.32) 

a média desta variável é definida por: 

)X(E)X(E)XX(E)Z(E 2121 +=+=  (D.33) 

21 XXZ μμμ +=  
(D.34) 

e o desvio padrão da mesma é obtido através de: 

( )[ ] ( )[ ]2
21

22
21 XXZZ XXEZE μμσμ −−+==−  

(D.35) 

( ) ( ) ( )( )[ ]
2121 21

2
2

2
1

2 2 XXXXZ XXXXE μμμμσ −−+−+−=  
(D.36) 

sendo 1X  e 2X  variáveis aleatórias normais independentes, tem-se: 

22
YXZ σσσ +=  

(D.37) 
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D.4.2. Outras Distribuições 

 A seguir, é apresentada uma tabela contendo a PDF, CDF, Xμ  e Xσ  de algumas distribuições de probabilidades mais utilizadas. 

Tabela D.1 – Caracterização de Algumas Distribuição de Probabilidades. 

Distribuição PDF - )x(fX  CDF - )x(FX  Média - Xμ  Desvio Padrão - Xσ  

Normal 
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−

2

2
1

2
1

X

X

X

x
exp

σ
μ

πσ
 ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −

X

Xx
σ

μ
Φ  Xμ  Xσ  

Lognormal 
( )

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−

2

2
1

2
1

ξ
λ

πξ
xlnexp

x
 ( )

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
ξ

λ
Φ

xln  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + 2

2
1

ξλexp  12 −)exp(X ξμ  

Rayleigh 
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−

−
2

2 2
1

RR

xexpx
σ

τ
σ

τ  
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−−

2

2
11

R

xexp
σ

τ  
2
π

στ R+  
2

2 π
σ −R  

Uniforme 
ab −

1  
ab
ax

−
−  

2
ba +  

12
ab −  

Tipo I Máx 
(Gumbel) 

( ) ( )[ ]{ }uxexpuxexp −−−−− ααα  ( )[ ]{ }uxexpexp −−− α  
α

57720.u +  
6α

π  

Tipo I 
Mínimo 

( ) ( )[ ]{ }uxexpuxexp −−− ααα  ( )[ ]{ }uxexpexp −−− α1  
α

57720.u −  
6α

π  

Tipo II 
Máximo ⎥

⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+ kk

x
vexp

x
v

v
k 1

 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

k

x
vexp  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

k
v 11Γ  

50
2 1121

.

kk
v ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − ΓΓ  

Tipo III Mín 
(Weibull) ⎥

⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

− kk

v
xexp

v
x

v
k 1

 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−

k

v
xexp1

 
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

k
v 11Γ
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2 1121

.

kk
v ⎥
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⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + ΓΓ
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O parâmetro k, contido nas distribuições Tipo II Máximo e Tipo III Mínimo 

(Weibull), é obtido por: 

091,CoVk −=  (D.38) 

e )(Γ  representa a função Gamma, calculada através da seguinte integral: 

( )∫
∞

−−=
0

1 dxxxexp)k( kΓ  (D.39) 

D.4.2.1. Função Densidade de Probabilidades Bidimensional Normal 

 A função densidade de probabilidades conjunta de duas variáveis 

aleatórias normais é definida por: 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−

−+
−

−
= 2

22

221
1

2
2
1

12

1

21

21 ρ
ρ

ρσπσ
ρ hkkhexp),x,x(f

XX
X,X (D.40) 

onde ( )
111 XX /xh σμ−= , ( )

222 XX /xk σμ−=  e ρ  representa o coeficiente de 

correlação entre as variáveis. 

 No caso das variáveis aleatórias serem normais padrão a equação D.40 

pode ser reescrita: 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−

−+
−

−
= 2

21
2
2

2
1

221
1

2
2
1

12

1
ρ

ρ

ρπ
ρϕ

xxxx
exp),x,x(  (D.41) 

esta é a função densidade de probabilidades bidimensional normal padrão. 

D.4.2.2. Função Densidade de Probabilidades M-Dimensional Normal 

Padrão 

 A função densidade de probabilidades conjunta de m variáveis aleatórias 

normais padrão é definida por: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= − XX

2
1exp

)2(
1);X( 1T

2/mm ρ
ρπ

ρϕ  (D.42) 

onde X  é o vetor das variáveis aleatórias normais padrão e ρ  é o vetor dos 

coeficientes de correlação entre as variáveis. 

D.4.3. Distribuições Normais Equivalentes 

 Se uma variável aleatória tem uma distribuição de probabilidades que 

não é normal, uma distribuição normal equivalente num ponto *x  deve ser 

obtida, para isso iguala-se as funções densidade de probabilidades (PDF) e de 
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distribuição cumulativa (CDF) dessa variável a de uma normal, no determinado 

ponto *x , conforme a seguir: 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
= N

X

N
X

*

N
X

*
X

x
)x(f

σ
μ

φ
σ

1  (D.43) 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
= N

X

N
X

*
*

X
x

)x(F
σ

μ
Φ  (D.44) 

)(φ  e )(Φ  significam, respectivamente, a PDF e a CDF normais padrão. 

 Assim, obtém-se a média e o desvio padrão da variável aleatória normal 

equivalente no ponto *x  através da resolução do sistema de equações 

apresentado anteriormente: 

[ ]{ }
)x(f

)x(F
*

X

*
XN

X

1−

=
Φφ

σ
 

(D.45) 

[ ])x(Fx *
X

N
X

*N
X

1−−= Φσμ  
(D.46) 

onde )p(1−Φ  fornece o valor da variável reduzida cuja probabilidade de 

ocorrerem valores menores ou iguais a ela seja igual a p , pois )(1−Φ  

representa a inversa da CDF normal padrão. 

D.4.4. Coeficientes de Correlações Equivalentes 

Se variáveis aleatórias não normais são correlacionadas é necessário 

obter os coeficientes de correlações equivalentes, ou seja, os coeficientes de 

correlações entre as variáveis originais devem ser corrigidos para coeficientes de 

correlações entre variáveis normais equivalentes, sendo: 

ijij X
E
X Fρρ =  (D.47) 

onde F  depende de 
ijXρ  e dos coeficientes de variação CoV  das variáveis 

aleatórias originais, não normais.  

 OpenSees (2001) fornece expressões analíticas para o coeficiente de 

correlação equivalente E
Xij

ρ  para um grande número de distribuições de 

probabilidades, transcritas a seguir: 
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Tabela D.2 – Coeficientes de Correlações Equivalentes. 

Variável Aleatória )i(  Normal correlacionada com Variável Aleatória )j( ... 

Normal ijij
X

E
X ρρ =  

Lognormal ijij
X

2
i

iE
X

)CoV+ln(1

CoV
ρρ =  

Rayleigh ijij
X

E
X 1,014ρρ =  

Uniforme ijij
X

E
X 1,023ρρ =  

Tipo I Máx 
(Gumbel) ijij

X
E
X 1,031ρρ =  

Tipo I 
Mínimo ijij

X
E
X 1,031ρρ =  

Tipo II 
Máximo ijij

Xj
2
j

E
X )CoV0,238+CoV0,364+(1,030 ρρ =  

Tipo III Mín 
(Weibull) ijij

Xj
2
j

E
X )CoV0,195-CoV0,328+ (1,031 ρρ =  

Variável Aleatória )i(  Lognormal correlacionada com Variável Aleatória )j( ... 

Normal ijij
X

2
j

jE
X

)CoV+ln(1

CoV
ρρ =  

Lognormal ij

ij

ij

ij
X

2
j

2
iX

jiXE
X

)CoV+ln(1)CoV+ln(1

)CoVCoV+ln(1
ρ

ρ

ρ
ρ =  

Rayleigh 
ijijij

ijij

XXX

iXi
E
X

))0,004+(0,001+            

0,014)CoV+0,130-CoV(0,231+(1,011

ρρρ

ρρ =
 

Uniforme ijijij
X

2
iXi

E
X )CoV0,249 +)(0,010 + CoV0,014 + (1,019 ρρρ 2=  

Tipo I Máx 
(Gumbel) 

ijijij

ijij

XXX

iiX
E
X

))0,004+(0,001+            

CoV)CoV0,233+0,197-(0,014+(1,029

ρρρ

ρρ =
 

Tipo I 
Mínimo 

ijij

ijijij

XiX
2
i

2
XiX

E
X

)CoV0,197 +CoV0,233 +            

)(0,004 +CoV0,014 + 0,001-  (1,029

ρρ

ρρρ =
 

Tipo II 
Máximo 

2
j

2
i

2
X

jiX

CoV0,379 + CoV0,288 +)0.018( +             

 CoV0,222 + CoV0,019-  0,082 +1,026  = temp

ij

ij

ρ

ρ
 

jXjiiX
E
X CoV0,277- CoVCoV0,126 +CoV0,441-  temp

ijijij
ρρρ =  

Tipo III Mín 
(Weibull) 

ij

ijijij

ijij

Xij

XiXX

jjX
E
X

)CoV0,210)-CoV0,009+            

0,174-CoV(0,350+)0,002+(0,052+            

CoV)CoV0,220+0,005+(0,052+(1,031

ρ

ρρρ

ρρ =
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Variável Aleatória )i(  Rayleigh correlacionada com Variável Aleatória )j( ... 

Normal ijij
X

E
X 1,014ρρ =  

Lognormal 
ijijij

ijij

XXX

jXj
E
X

))0,004+(0,001+            

0,014)CoV+0,130-CoV(0,231+(1,011

ρρρ

ρρ =
 

Rayleigh ijijij
XX

E
X )0,029-(1,028 ρρρ =  

Uniforme ijijij
X

2
X

E
X ))0,008(-(1,038 ρρρ =  

Tipo I Máx 
(Gumbel) ijijijij

XXX
E
X ))0,006+(-0,045+(1,046 ρρρρ =  

Tipo I 
Mínimo ijijijij

X
2

XX
E
X ))0,006(+0,045+(1,046 ρρρρ =  

Tipo II 
Máximo 

ijij

ijijij

XjX
2
j

2
XjX

E
X

)CoV0.229- 0,383CoV+            

)(0,028+CoV0,266+0,038-(1,036

ρρ

ρρρ =
 

Tipo III Mín 
(Weibull) ijijijij

XXjXj
E
X )0,042+CoV0,212)-0,136-CoV(0,353+(1,047 ρρρρ =  

Variável Aleatória )i(  Uniforme correlacionada com Variável Aleatória )j( ... 

Normal ijij
X

E
X 1,023ρρ =  

Lognormal ijijij
X

2
jXj

E
X )CoV0,249 +)(0,010 + CoV0,014 + (1,019 ρρρ 2=  

Rayleigh ijijij
X

2
X

E
X ))0,008(-(1,038 ρρρ =  

Uniforme ijijij
X

2
X

E
X ))0,047(-(1,047 ρρρ =  

Tipo I Máx 
(Gumbel) ijijij

X
2

X
E
X ))0,015(+(1,055 ρρρ =  

Tipo I 
Mínimo ijijij

X
2

X
E
X ))0,015(+(1,055 ρρρ =  

Tipo II 
Máximo ijijij

X
2
jXj

E
X )CoV0,405+)0,074(+CoV0,305+(1,033 ρρρ 2=  

Tipo III Mín 
(Weibull) ijijij

X
2
jXj

E
X )CoV0,379+)0,005(-CoV0,237-(1,061 ρρρ 2=  

Variável Aleatória )i(  Tipo I Máx (Gumbel) correlacionada com Variável Aleatória )j( ... 

Normal ijij
X

E
X 1,031ρρ =  

Lognormal 
ijijij

ijij

XXX

jjX
E
X

))0,004+(0,001+            

CoV)CoV0,233+0,197-(0,014+(1,029

ρρρ

ρρ =
 

Rayleigh ijijijij
XXX

E
X ))0,006+(-0,045+(1,046 ρρρρ =  

Uniforme ijijij
X

2
X

E
X ))0,015(+(1,055 ρρρ =  
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Tipo I Máx 
(Gumbel) ijijijij

XXX
E
X )0,069)-(0,005+(1,064 ρρρρ =  

Tipo I 
Mínimo ijijijij

X
2

XX
E
X ))0,005(+0,069+(1,064 ρρρρ =  

Tipo II 
Máximo 

ijij

ijijij

XiX
2
j

XjX
E
X

)CoV0,332-CoV0,383+            

)0,020(+CoV0,263+0,060-(1,056

ρρ

ρρρ 2=
 

Tipo III Mín 
(Weibull) 

ijijij

ijij

XXX

jXj
E
X

))0.003+(0.065+            

CoV0,210)-0,211-CoV(0,356+(1,064

ρρρ

ρρ =
 

Variável Aleatória )i(  Tipo I Mínimo correlacionada com Variável Aleatória )j( ... 

Normal ijij
X

E
X 1,031ρρ =  

Lognormal 
ijij

ijijij

XjX
2
j

2
XjX

E
X

)CoV0,197 +CoV0,233 +            

)(0,004 +CoV0,014 + 0,001-  (1,029

ρρ

ρρρ =
 

Rayleigh ijijijij
X

2
XX

E
X ))0,006(+0,045+(1,046 ρρρρ =  

Uniforme ijijij
X

2
X

E
X ))0,015(+(1,055 ρρρ =  

Tipo I Máx 
(Gumbel) ijijijij

X
2

XX
E
X ))0,005(+0,069+(1,064 ρρρρ =  

Tipo I 
Mínimo ijijijij

X
2

XX
E
X ))0,005(+0,069-(1,064 ρρρρ =  

Tipo II 
Máximo 

ijij

ijijij

XjX
2
j

2
XjX

E
X

)CoV0.332+CoV0,383+            

)0,020(+CoV0,263+0,060+(1,056

ρρ

ρρρ =
 

Tipo III Mín 
(Weibull) 

ijij

ijijij

XjX
2
j

2
XjX

E
X

)CoV0,211+CoV0,356+            

)0,003(+CoV0,210-0,065-(1,064

ρρ

ρρρ =
 

Variável Aleatória )i(  Tipo II Máximo correlacionada com Variável Aleatória )j( ... 

Normal ijij
Xi

2
i

E
X )0,238CoV+CoV0,364+(1,030 ρρ =  

Lognormal 
2
i

2
j

2
X

ijX

CoV0,379 + CoV0,288 +)0.018( +             

 CoV0,222 + CoV0,019-  0,082 +1,026  = temp

ij

ij

ρ

ρ
 

iXijjX
E
X CoV0,277- CoVCoV0,126 +CoV0,441-  temp

ijijij
ρρρ =  

Rayleigh 
ijij

ijijij

XiX
2
i

2
XiX

E
X

)CoV0.229- 0,383CoV+            

)(0,028+CoV0,266+0,038-(1,036

ρρ

ρρρ =
 

Uniforme ijijij
X

2
iXi

E
X )CoV0,405+)0,074(+CoV0,305+(1,033 ρρρ 2=  
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Tipo I Máx 
(Gumbel) 

ijij

ijijij

XiX
2
i

XiX
E
X

)CoV0,332-CoV0,383+            

)0,020(+CoV0,263+0,060-(1,056

ρρ

ρρρ 2=
 

Tipo I 
Mínimo 

ijij

ijijij

XiX
2
i

2
XiX

E
X

)CoV0.332+CoV0,383+            

)0,020(+CoV0,263+0,060+(1,056

ρρ

ρρρ =
 

Tipo II 
Máximo 

)CoVCoV(0,203+             

)CoV+CoV(0,570-)CoV+0,662(CoV+             

)0,055(-)CoV+CoV(0,104+0,054+1,086 = temp

ji

jiX
2
j

2
i

2
XjiX

ij

ijij

ρ

ρρ

 

ij

ijij

ijij

Xjiji

ji
2

X
2
j

2
iX

3
j

3
i

3
X

E
X

))CoV+)(CoVCoV0.141(CoV+           

 )CoV+(CoV)0,257(+)CoV+(CoV0,371-            

 )CoV+CoV(0,218-)0,020(-(temp

ρ

ρρ

ρρ =

 

Tipo III Mín 
(Weibull) 

2
j

2
i

2
X

jiX

CoV0,435+CoV0,372+)+0,013(

CoV0,259-CoV0,241+0,146+1,065 = temp

ij

ij

ρ

ρ
 

ijijijij
XjXjiiX

E
X )CoV0,481-CoVCoV0,034+CoV0,005+(temp ρρρρ =  

Variável Aleatória )i(  Tipo III Mín (Weibull) correlacionada com Variável Aleatória )j( ... 

Normal ijij
Xi

2
i

E
X )CoV0,195-CoV0,328+ (1,031 ρρ =  

Lognormal 

ij

ijijij

ijij

Xji

XjXX

iiX
E
X

)CoV0,210)-CoV0,009+            

0,174-CoV(0,350+)0,002+(0,052+            

CoV)CoV0,220+0,005+(0,052+(1,031

ρ

ρρρ

ρρ =

 

Rayleigh ijijijij
XXiXi

E
X )0,042+CoV0,212)-0,136-CoV(0,353+(1,047 ρρρρ =  

Uniforme ijijij
X

2
iXi

E
X )CoV0,379+)0,005(-CoV0,237-(1,061 ρρρ 2=  

Tipo I Máx 
(Gumbel) 

ijijij

ijij

XXX

iXi
E
X

))0.003+(0.065+            

CoV0,210)-0,211-CoV(0,356+(1,064

ρρρ

ρρ =
 

Tipo I 
Mínimo 

ijij

ijijij

XiX
2
i

2
XiX

E
X

)CoV0,211+CoV0,356+            

)0,003(+CoV0,210-0,065-(1,064

ρρ

ρρρ =
 

Tipo II 
Máximo 

2
i

2
j

2
X

ijX

CoV0,435+CoV0,372+)+0,013(

CoV0,259-CoV0,241+0,146+1,065 = temp

ij

ij

ρ

ρ
 

ijijijij
XiXjijX

E
X )CoV0,481-CoVCoV0,034+CoV0,005+(temp ρρρρ =  
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Tipo III Mín 
(Weibull) 

ijijij

ij

ijij

XjiXX

jjX

iiX
E
X

)CoVCoV0,007- )0,001+(0,004-            

CoV0,200)-CoV0,337+(0,007+            

0,200)CoV-CoV0,337+(0,007+(1,063

ρρρ

ρ

ρρ =

 

D.4.4.1. Decomposição de Choleski da Matriz dos Coeficientes de 
Correlações Equivalentes 

 Se uma matriz simétrica definida A  pode ser decomposta em duas 

matrizes triangulares, em que uma é a transposta da outra, como é o caso da 

matriz dos coeficientes de correlações equivalentes, pode-se obter os elementos 

da matriz triangular inferior L  a partir das seguintes equações gerais: 

11

11

01

1

1

2

1

1

11

11

>−=
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⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
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⎝

⎛
−=

=
=

∑

∑
−

=

−

=

iLL

ikLL
L

L

L
,L

i

j
ijii

k

j
kjijik

kk
ik

ii

ρ

ρ

 (D.48) 

onde ikρ  é o coeficiente de correlação entre as variáveis. 

 Assim obtém-se a matriz triangular inferior L : 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

nnnn LLL

LL
 L

L

L

MMMM

21

2212

11

00
000

 (D.49) 
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