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Influéncia da tensdao nominal no tamanho e na forma da
zona plastica

3.1. Estimativas tradicionais da zona plastica

A descricdo tradicional do campo linear elastico em volta da ponta de uma
trinca em qualquer pega linear elastica isotropica e homogénea pode ser obtida
através da solucdo de Williams (ver Equacao 2.21) ou da solucdo de Westergaard
(como sera visto adiante). A zona plastica de Williams pode ser mapeada
utilizando a Equacéo (2.67) para tenséo plana e (2.68) para deformagéo plana. A
seguir sdo apresentadas as zonas plasticas de Williams para tensdo plana e para
deformacédo plana, adimensionalizadas dividindo o tamanho da zona pléastica

(Zpwiiams ) Pelo tamanho da zona plastica em tensdo plana quando ¢ =0 (Zp,).

Dividindo a Equacéo (2.67) pela (2.69) temos, para tensdo plana:

Williams
ZIOMﬁzco&g[us&sinz gj, (3.1
Zp, 2 2

e para deformagéo plana:
Z Williams
ZPuises _ coq2 Q[u 3sin? 2 _av(1- V)} . (3.2)
Zp, 2 2
Apesar de estas serem as zonas plasticas apresentadas em praticamente
todos os livros-texto de Mecénica da Fratura, elas tém um problema sério que

torna o seu uso no minimo questionavel: a tensdo o, quando x — « tende a zero
e ndo para o, como é na realidade. Por exemplo, uma placa de largura 2w com
uma pequena trinca central 2a sujeita a tensdo o, perpendicular a trinca (ver
Figura 3.2) trabalha sob uma forca aplicada dada por:

F=2-w-t-o, (3.3)
como:

w=Lr+a; (3.4)substituindo
(3.4) em (3.3) temos:

F=2-(a+Lr)-t-o,. (3.5)
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Figura 3.1 - Fronteiras elastoplastica por Mises em modo | previstas usando Williams.

Figura 3.2 - Placa com trinca central e carregamento perpendicular a trinca.

G
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Por outro lado, a forga gerada pela componente de tensdo F', da solucdo de

Williams, na direcéo da carga aplicada, pode ser obtida integrando as tensdes oy

que solicitam o ligamento residual da placa, onde em cada ponto atua uma

componente:

(3.6)

tdx ,

como:

(3.7)

dos dois

través

integrando  a

e

(3.6)

em

Substituindo  (3.7)

ligamentosresiduais temos:

(3.8)

finalmente a forca F' é igual a:

(3.9)

2-a-Lr.

F=2.0,t-
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F
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Figura 3.3 - Razéo

produzida pela tenséo o, gerada pelo K, atuante na peca.

Apesar de ser a Figura 3.3 um gréfico apenas didatico, ha que a solugédo para

0 campo de tensdes a partir do K, é valido somente muito perto da ponta da
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trinca, pode-se ver em ela, que a forca F' produzida pela tensdo o, gerada pelo

K, ndo pode estimar a forca F produzida pela tensdo aplicada na pec¢a (o). O
erro aumenta significativamente conforme vai aumentando a razédo L—r, ou seja, ao
a

contrario do esperado, a medida que a expressdo K, € mais aplicavel (para

a<<w), OU seja, 0 erro na estimativa de F' aumenta. Isto demonstra que nem
sempre é bom confiar na intuicéo.

Irwin tentou solucionar o problema do equilibrio transladando a tensdo o,
(gerada por K, ), tratando de equilibrar as forcas que atuam na peca, compensando

a perda de forca que é provocada pelo escoamento na zona plastica (para mais
detalhes, vide secdo 2.2.7). Entretanto, esta correcdo introduzida por Irwin néo é
suficiente para equilibrar a forca aplicada na peca, ja que ela também néo obedece

a condicdo de contorno o, (x —» «,0)=c,. Uma forma de obter uma solucdo

aproximada que satisfaca esta condic¢éo de contorno € superpor a tensdo nominal a

tensdo o, induzida por K, , forcando o, — o, quando x — . Com isto obtemos:
o, = \/%cosz{l+senzsen32ﬂ+an- (3.10)

Apesar de simplista, esta correcdo pode gerar resultados que mostram o
efeito ndo desprezivel da tensdo nominal no tamanho e na forma da zona plastica.
A forca F'' que é gerada por esta Ultima expressdo na pec¢a pode ser calculada da

seguinte maneira:

dFHZ(%-FGthdX . (311)

Substituindo (3.7) em (3.11) e integrando através dos dois ligamentos

residuais temos:

F'=2. Jmtdx+2 .[c; tdx (3-12)

desenvolvendo estas integrais, obtemos:
F'=20,t-v2-a-Lr +2-o,t-Lr (3.13)
e usando um pouco de algebra, finalmente chegamos a:

F":Zant(\/2a~Lr +Lr). (3.14)
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Figura 3.4 - Razédo Fi onde F é a forga produzida pela tensdo o, e F'' é aforca

calculada somando na tensdao o, gerada por K, atens&do nominal o, que atua na

placa trincada.

Outra forma de obter uma solucéo, mas experta, que satisfaca a condicéo de

contorno o, (x — x0)= o, € usar a solugédo completa de westergaard sem usar a
simplicicagdo de Irwin que gera K, =o,-J/7z-a. Da Equagdo (2.64) temos que a
componente o, do campo de tensdes da solugdo de Westergaard € dada por

o, =Rez +Imz', derivando Z(z) na Equagéo (2.50) obtém-se:

2(2)=—2% _, (3.15)
(2-a2):
fazendo z =x+iy, escrevendo as equacdes (2.50) e (3.15) em coordenadas

polares centradas na ponta da trinca e substituindo estas na equacéo (2.64) temos:

" =Re[ [a+(r-cos@)+i(r-sind)] o, ]+Im —al.o, : (316)
V \/[a+(r~cos¢9)+i(r-sina)]2—az {[a+(r-cos¢9)+i(r~sina)]2—az}%
A forca diferencial dF .00 9€rada nadiregdo =0 é:
2 ) 3.17
dFyestergaars = Re[(aH)zﬁ"]Hm 2% _|ldr ( )
J(@+r) -a? {(a+r)2—a2}5

entdo integrando a Equacao (3.17) através dos dois ligamentos residuais temos:
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Lr . a2
FWestergaard =2 J. Re (a il r) In +1Im a o, 5 tdr ° (318)

0 \/(a+r)2—a2 {(a+r)2—a2}E

Resolvendo numericamente esta integral podese obter a forgca atuante nos

dois ligamentos residuais.
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Figura 3.5 - Razéo F ,onde F € aforca produzida pela tenséo o, € Fyeqergaar
F Westergaard

€ a forca calculada a partir da componente o, da solugdo completa de Westergaard.

Pode-se observar na Figura 3.5, a condigéo de contorno o, (x - »0)=o, é

satisfeita em todo o ligamento residual e a forca F, gerada pela

estergaard

componente o, da solugdo completa de Westergaard consegue estimar a forca F
produzida pela tensdo aplicada na peca (o,) com um erro totalmente desprezivel

de aproximadamente 0.5%.
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Para estimar o efeito da tensdo nominal o, no tamanho e forma da zona

plastica, adicionamos o termo &, a componente o, da Equagdo (2.21):

o =—R_cos?]1-senZsen3? |- _Ki f.(0)
X 2 2

N27m-r 2 N2rm-r X
K, 0 0 30 K,
= cos—| 1+ sen—sen— |+ = f, (0)+
oy N2r-r 2{ 2 2} on N2mer y() o

K, 0 0 30 K,
= —C0S—Sen—Cco0S— =

2 -r 2 2 2 N2r-r

=7,, =0, para tensdo plana.

iy (0)

Txy

z-XZ

KI
27 -r

Fazendo 4 =

2

. 2 2
O ises = \/O'X to,-o0,+ 3er ,

(3.20)quando a condigdo de contorno o, (x - »,0) = o, € satisfeita, obtemos:

O mises =\/(a- .I:x)2 +(0£' fy +Gn)2 —[(0{- fx)'(a' fy +O_n)]+3a2 ’ fxf/ :

Substituindo:

KI
N2 T
na Equacdo (3.21) e fazendo um pouco de algebra, obtemos:

Ja
J2-Zp

igualando (3.23) a zero e fazendo 2o = ¢, pode-se escrever que:
E

0=—2 (fx2+fy2_f><'fy+3'fx2y)+ ya (z’fy_fx)Jr(l_diz)'

Omises — SE’ a = er=12p (quando O pises = SE)’

SZ  a

U§_2~Zp

(F24f2-f 1, +3.£2) (2- 1, - f,)+1;

2-Zp J2-2Zp
fazendo:
_ Ja
\J2-Zp

e substituindo (3.25) em (3.24):
0=(f2+f2—f-f,+3-£2)-X2+(2-f, - f,)-X +(1_dij.

Por fim, fazendo:

(3.19)

e calculando a tensdo de Mises para tensdo plana:

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)
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A=[fl+ 171 f +3f2], B=(2f —f,)ecC :1—diz; (3.27)

obtemos a equacao quadratica:
AX?+BX +C =0; (3.28)

elevando a equacéo (3.25) ao quadrado temos:

a
7p = . 3.29
P=oy7 (3.29)

De (2.69) sabemos que zp, =1[Kljz e de (3.7) temos que K, = o, -z -a,
27\ S

E

assim dividindo a zona plastica pela Zp, obtemos:

Zp 1
0, Xa (3:30)
0

Resolvendo a Equacdo quadratica (3.28) para X e substituindo este valor na

Equacdo (3.30) obtemos a fronteira elastoplastica para quando o, € forcada a

cumprir com a condigdo de contorno o, (x - «0) = o, .

efeito da o, =L G,
Zpyree 120 B0 g
Zp, 0.7
0.6
180 A0
0.4
5 0.2
10 ] 0.01
o Trinca .
Zp(K,)
210 330
1 K o—plana

Figura 3.6 - Fronteira elastoplastica estimada adicionando o, a componente o, da

solucéo de Williams para o campo de tensdes na ponta da trinca, em ¢ —plana.
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Para deformacdo plana s6 trocamos os parametros A, B e C da Equacéo
(3.28) por:

A=(p2-v+1) 2elv2—2v-1) £ £+ (P -v 1) £243. 1)

y

B=(2-(V2—V+l)- fy+(2-V2—2-V—l)~ fx)

C- [(VZ v +1)_di2j. (3.31)
efeito da o, 90
LDy %
an 170 G0 E
0.7
0.6
150 30
0.4
° \ 0.2
_ 2 0.01
. Trinca q
Zp(K,)
210 330
, €—plana
Zp _ 1K o 300 v=03
0 2xs; 570 K=o y1-a

Figura 3.7 - Fronteira elastoplastica adicionando o, a componente o, da solugdo de

Williams para o campo de tensdes na ponta da trinca, em g—plana.

3.3. Estimativa da fronteira elastoplastica a partir da solucéo de
Inglis para o campo de tensdes em uma placa com um furo eliptico

A fronteira elastoplastica numa placa infinita tracionada uniformemente por
oy, € que contenha uma trinca central 2a perpendicular a oy, pode ser estimada de
uma forma mais precisa usando a solucdo de Inglis (ver secdo 2.1.4) ou de
Westergaard completa (ver se¢do 2.2.6), pois ambas consideram todas as

condigdes de contorno do problema.
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A solucdo de Inglis ja foi discutida na secdo 2.1.4 com suficiente
profundidade. Para adaptar esta solu¢do a uma placa com uma trinca central 2a,
as faces da trinca devem coincidir com o eixo maior do furo eliptico, cujo raio da
ponta deve ser a metade do CTOD, isto €:

o= CTZOD . (3.32)

Da Equacéo (2.85) e da Equacdo (2.86) obtemos os valores da CTOD para
tenséo e deformagéo plana. Substituindo (2.85), (2.86) e (3.7) em (3.32) temos:

2-0'§~a
p_W’ (3.33)

onde E'=E em tensdo plana e E'= E/(1-v?) em deformagcdo plana. Substituindo

(3.33) na Equacéo (2.4):

1+%:1+2- =S (3.34)

2
2.0,

deixando em evidéncia % se obtém:

a_ [Ese s (3.35)
b 2.0, o,

introduzindo o fator de seguranga ao escoamento ¢. =S¢ /o, na Equagéo (3.35),

obtemos para tenséo plana:

b_ |2 Se
5. /¢g L (3.36)

e para deformacéo plana:

b_|28(1-) (3.37)
a \¢& E

Calculando as constantes dadas pela Equagdo (2.11) e substituindo-as na
Equacdo (2.10), obtemos as tensdes de Inglis na placa infinita tracionada com uma

CTOD

trinca central com raio de ponta , = . Usando Mises em tensédo plana temos:

2 2 2
O\wiises = \/O-a + O3 —0,0,4 + 370,5 ) (338)
Pode-se mapear a fronteira elastoplastica em torno da ponta da trinca com

semi-eixos dados por (3.37) em tensdo plana fazendo o,,., = S; e resolvendo:

0:\/0'5 +0},-0,0,+31., —S, (3.39)
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v/ In.glis =0 G
P Mises 120 B0 Sg
0.8

Lp,

210

2 oc—plana
Zp = lﬁz 240 300 P
0 2xns; K, =0 yn-a

270
Figura 3.8 - Fronteira elastoplastica em torno de uma trinca modelada a partir da placa

de Inglis com p_@, em o—plana.
2

Para deformacdo plana temos:

0= \/0-5[(@1 -0y )2 +(0o, -0, )2 +(GZ —Gﬂ)2}+32ﬁﬂ -Sg» (3.40)

onde 5, =v(q, +0,)-

As Equac0es (3.39) e (3.40) podem ser solucionadas numericamente para «
e f fixando primeiro um das duas variaveis e achando o valor da outra que faz a

equacdo igual a zero.
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Inglis a0 9,
M 120 =] Sg
y/ 0.
Py 0.7
150 0.6
0.4
3
; ot
o L_Lrinca .
Zp(K,)
210 330
~ £—plana
7p _ 1 Koy 300 v=0.3
0 2% S; 570 K, = cani':lt-a
Figura 3.9 - Fronteira elastoplastica em torno de uma trinca modelada a partir da placa
de Inglis com p = CTSD , €M g—plana.

3.4. Estimativa da zona plastica a partir da solucdo de Westergaard
completa para o campo de tensdes em uma placa infinita com uma
trinca central

A solucéo de Westergaard para o campo de tensdes LE de uma placa infinita
com uma trinca central também pode ser usada para modelar a fronteira

elastoplastica na ponta de uma trinca cumprindo com a condi¢do de contorno

ay(x —>oo,y:0):<7n e considerando o efeito da carga nominal na placa

trincada.

Para isto tome-se a solucdo completa de Westergaard, ja discutida na secéo
2.2.6, sem usar a simplificacéo de Irwin que gera K, = o, -v/z-a . Sendo z = x +iy ,
da Equagdo (2.50) pode-se deduzir que Z'(z) é dado pela Equacéo (3.15).

Escrevendo as Equacdes (2.50) e (3.15) em coordenadas polares centradas

na ponta da trinca obtém-se:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0521473/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0521473/CA

66

[a+(r-cosd)+i(r- smH] o, (3.41)
\/[a+ r-cosd)+i(r- sm&)]

7= —a'o, : (3.42)

{[a+(r-cos€)+i(r-sin 9)]2 —az}2

Podem-se obter as componentes o,, o, € 7,,, que atuam na placa sob

tracdo uniaxial, substituindo as Equac0es (3.41) e (3.42) na Equacao (2.64):

2
-a’-o,

0)+i in@
aX:Re[ [a+ (r-cos@)+i(r-sin ]a

—-Im 3 _Gn
\/[a+ (r-cosg)+i(r- sm&)] J {[a+(r~cos€)+i(r-sin9)]2—az}E
" —Re[ [a+(r-cos0)+i(r-sing)]-o, ]+Im —at.o, 3
\/[a+ r-cosd)+i(r-sing)]" -a’ {[a+(r'cose)+i(r.sing)]z_a2}5
a0 - (3.43)

n

=(r-send)Re

Txy

{[a+(r-cos€)+i(r-sin 6?)]2 7a2}g

Por altimo, substituindo a Equacdo (3.43) na Equacdo (3.20) (equacdo de
Mises para tensdo plana), fazendo a tensdo de Mises igual a resisténcia ao

escoamento (o, = S ), € igualando a equacéo resultante a zero, obtemos:

O{R [ [a+(r-cos@)+i(r-sing ] % | im —a’-o, oo |4
\/[a+ (r-cos@)-+i(r- sme)] {[a+(r~cos€)+i(r-siné’)]z—rc12}E
_Re [a+(r-cos@)+i(r- smH] % |im —a’ o, || -
| \/[a+ (r-cos@)+i(r- sm@)] {[a+(r~<:os€)+i(r-sin9)]2—az}E
Re [a+(r-cos@)+i(r- smH] % | m —a’.o, o |
L \/[a+ r-cosg)+i(r- smé’)] {[a+(r~cosé?)+i(r'sin¢9)]2—az}E
Re [a+(r-cos@)+i(r- sme] % | —a’.o, N
| \/[a+ r-cos@)+i(r- 5'”9)] {[a+(r.cos¢9)+i(r-sin¢9)]2—az}E

2
—-a’ .o,
n _SE

{[a+(r-cos«9)+i(r~sin¢9)}2 —az}

3:|(r-send)Re

N w

(3.44)
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A solucdo da Equacéo (3.44) pode ser numericamente obtida para cada valor
de @ achando-se o valor aproximado de r que iguala a equacdo igual a zero,
localizando assim a fronteira elastoplastica de Westergaard. No caso para

deformagao plana s6 se tem que substituir as componentes o, o,, o, € 7,

achadas na Equacdo (3.43) na Equacdo (2.65) (equacdo de Mises para deformacéo

plana), lembrando que a componente o, pode ser expressa em funcdo das

componentes o, € o, COMO o, :v(ax +0'y). Fazendo a tensdo de Mises igual a

resisténcia ao escoamento (o, =S¢), passando todos os termos da equagao

para a direita, igualando a equacdo a zero como no caso de tensdo plana, e
aproximando numericamente a solucdo da equacdo fixando & e resolvendo para

r, pode-se encontrar a fronteira elastoplastica de Westergaard para deformacéo

plana.
Ly 0 S
Zp, 120 B0 Sg
0.8
0.7
150 0 06
4 0.4
3 5 0.2
. 1 0.01
a0 Trinca ;
Zp(K,)
2100 330
-1
Zp :iI_‘:I 240 S
0 lnSE 470 I{I=Gn qI-A

Figura 3.10 - Fronteira elastoplastica em torno da ponta de uma trinca modelada a partir

da equagédo completa de Westergaard, em o —plana.
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Mises

Zp Westergaard =} i

120 B0 b
Zp,

140

10 Trincs

210

£—plana
. =1 —

Zp. = 1 I_x: 240 300 r\'— 0.3
I § 571 K;=c=x-a

Figura 3.11 - Fronteira elastoplastica em torno da ponta de uma trinca modelada a partir

da equagéo completa de Westergaard, em g-plana.

3.5. Comparacao das soluc¢des de Inglis e Westergaard

A seguir se apresenta a comparagdo da fronteira elastopléstica estimada por
Inglis (para uma placa infinita contendo um furo eliptico solicitada por um
carregamento perpendicular ao eixo maior da elipse, assumindo que a trinca tem
raio de ponta igual a metade do CTOD associado com K,) com a solucdo
completa de Westergaard (para uma placa infinita com uma trinca central com
carga perpendicular a trinca, sem fazer a simplificacdo que Irwin usou para obter
K,).
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50 G,
Z pMises E

210 . ) 330 s—plana
S S
2 —Ip de Inglis
ZP“ZLEI 240 300 _ZIpde
2n Sy 270 Westergaard

Figura 3.12 - Comparacéo da fronteira elastoplastica em torno da ponta de uma trinca

modelada a partir da solugéo de Inglis e Westergaard completa, em o —plana.

o0 C,
ZPmises :
120 B Sg
Zp, - 0.8
0.7
150 0.6
0.4
3 0.2
2 1 0.01
a0 Trinca .
Zp(K;)
e—plana
210 330 v=0.3
K;=c_ +n-a
o —Zp de Inglis
Zlﬂ_ilj‘; 240 300 __ilf de 4
In 5, 270 estergaar

Figura 3.13 - Comparacao da fronteira elastoplastica em torno da ponta de uma trinca

modelada a partir da solugéo de Inglis e Westergaard completa, em ¢—plana.
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Como se pode ver nas Figuras 3.12 e 3.13, as estimativas da zona plastica de
Inglis e Westergaard divergem muito pouco uma da outra, e S0 nas tensdes mais
altas se pode ver claramente a pequena diferenca entre elas. Mas se podem forcar
as duas solugdes a reduzir a difernga entre elas, para qualquer tensdo fazendo o
eixo menor da elipse na placa de Inglis igual a metade do CTOD, isto é:

_ CTOD
2

b

(3.45)

Como estudado na secdo 3.3, da Equacdo (2.85) e da Equacdo (2.86)
obtemos os valores do CTOD para tensdo e deformacdo plana. Substituindo
(2.85), (2.86) e (3.7) em (3.45) obtemos:

2
=22 (3.46)
E"S,
entao:
b 2.0’
a E-S,’ (3.47)
E

onde E'=E em tensdo plana e E'= E/(1-v?) em deformagc&o plana. Introduzindo
o fator de seguranga ao escoamento ¢ =S¢ /o, na equacao (3.47), obtemos para

tensdo plana:

b 2.0
2 == " g, (3.48)
e para deformagéo plana:
2.0 -(1-v?
gz G \17V ) é v’) . (3.49)

Trocando a Equacdo (3.48) pela (3.36) e a (3.49) pela (3.37) na solucdo de
Inglis pode-se obter as Figuras 3.14 e 3.15.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0521473/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0521473/CA

71

o0
Zp M ises - - i
Zp, S
0.8
0.7
150
0.6
1 0.4
3 ) 0.2
0.01
PRy 1
jqp LLLinca ;
Zp(K))
210 330 c—plana
K,=cn-a
—Zp de Inglis
1 K] 24 300 Zp de
Zp =——1 ——
Po P - Westergaard

Figura 3.14 - Coincidéncia for¢cada da solucéo de Inglis e Westergaard completa fazendo

b =CTOD/2 na solugéo de Inglis, em o —plana.
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Figura 3.15 - Coincidéncia for¢cada da solucdo de Inglis e Westergaard completa fazendo

210 330

b =CTOD)/2 na solugéo de Inglis, em g—plana.
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