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Preliminares

1.1
Teoria das Curvas

1.1.1
Curvas em R?

Definicao 1 Uma curva diferenciavel parametrizada é uma aplicacao dife-
rencidvel o : I — R3 de um intervalo aberto I = (a,b) de R em R? e seu

trago € a imagem dessa aplicacao.

Definicao 2 Uma curva diferencidvel parametrizada o : I — R? é chamada
regular se o/(t) A0 Vit e I.

Definicao 3 O comprimento de arco de uma curva reqular o : I — R3, a

partir de um dado ty € I, é:

s(t) = / N0 dt,

onde

o ()] = /(@' (£)? + (5 (1) + (='(1))?

€ o comprimento do vetor o/(t). Como o/(t) # 0, o comprimento de arco s é

uma fungdo diferencidvel de t e % = |o/(t)]

Definicao 4 Seja o : I — R3 wma curva diferencidvel parametrizada. A

curva « diz-se parametrizada por comprimento de arco se |o/(t)] =1

Definicao 5 Seja o : I — R? uma curva parametrizada pelo comprimento

de arco s € I. O numero |a"(s)| = k(s) chama-se curvatura de « em s.

Assim k(s) # 0, fica bem definido pela equacao o’(s) = k(s)n(s), um
vetor n(s) na diregao de o”(s). Temos também que o”(s) é normal a o/(s),
pois derivando (¢/(s),’) = 1 obtemos (a”(s),a’(s)) = 0. Dai n(s) é normal
a o/(s) e é chamado vetor normal em s. Os vetores ¢/(s) e n(s) determinam

um plano chamado plano osculador em s.
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Para definirmos completamente o triedo de Frenet assumiremos sempre
que k(s) # 0. Com isso podemos indicar por t(s) = /(s) o vetor tangente
unitdrio de @ em s. Portanto, t’(s) = k(s)n(s).

O vetor unitario b(s) = t(s) x n(s) é normal ao plano osculador e é
chamado vetor binormal em s. Para determinar b’(s) observamos que b’(s) é

normal a b(s) e
b’(s) = t’(s) x n(s) + t(s) x n’(s),

isto é, b(s) é normal a t(s). Concluimos, entao, que b’(s) ¢ colinear a n(s) e,
assim, podemos escrever:

b’(s) = 7(s)n(s)

onde 7(s) é alguma funcao.
Observamos que n é normal a b e a t, ou seja, n = b x t, entdo a derivada
n’ é:

n’(s) = b’(s) x t(s) +b(s) x t’(s) = —7 b(s) — kt(s)

Assim podemos destacar as equagoes de Frenet:

t’ =kn
n’=—kt —7b
b’=7n

Definicao 6 Sejaa : I — R? uma curva parametrizada pelo comprimento de
arco s tal que a”(s) # 0, s € I. O numero 7(s) definido por b’(s) = 7(s)n(s)

¢ chamado torcao de a em s.

Teorema 1 (Teorema Fundamental da Teoria Local das Curvas)

Dadas as fungées diferencidveis k(s) > 0 e 7(s), s € I, existe uma curva
parametrizada reqular o : I — R3 tal que s é o comprimento de arco, k(s)
¢ a curvatura e T(s) € a tor¢ao de a. Além disso, qualquer outra curva &,
satisfazendo as mesmas condicoes, difere de o por um movimento rigido;
isto €, existe uma transformacao linear ortogonal p de R3, com determinante

positivo, e um vetor ¢ tal que & = po a + ¢

Observacao 1 As consideragoes anteriores demonstram a primeira parte do
teorema, essa que usaremos mos proximos capitulos. O principal ingrediente
da reciproca € o teorema de existéncia e unicidade de solucoes de equacoes

diferenciais ordindrias.
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1.1.2
Curvas no espaco de Minkowski-R?

Definigao 7 (Espago de Minkowski) O espaco R?, chamado espago de
Minkowski ou espaco de Lorentz, é definido como o espaco R? usual, porém é

dotado do produto interno:
(X, Y)1 = =211 + Taya + T3y3

onde X = (x1,22,23) ¢ Y = (y1,Y2,Y3)-

Definicao 8 Um wvetor X é chamado:

tipo-espaco, se (X, X)1 >0,

tipo-tempo, se (X, X)1 <0,

tipo-luz ou isotrépico ou vetor nulo, se (X, X); =
mas X # 0

Definigao 9 Uma curva reqular o : [ — R? é chamada:

tipo-espaco, se (o/,a’)y >0,
tipo-tempo, se (o, ')y <0,

tipo-luz ou isotrdpica ou curva nula, se {(a/,a’); =0

Definicao 10 O comprimento de arco de uma curva regular tipo-tempo

a: 1 — R3, a partir de um dado ty € I, é:

s(t) = — / o/ (1)) dt,

onde

o/ (O = /= (' ()) + (5 (1) + (2/(1))?

¢ o comprimento do vetor &/ (t). Como o/(t) # 0, o comprimento de arco s é

uma funcao diferencidvel de t e % = |/(t)];.

Definigao 11 Seja o : I — R? uma curva tipo-tempo. Diremos que a curva

a € parametrizada pelo comprimento de arco em R3 se |o/(t)|; = —1.

Definigao 12 Seja o : I — R? uma curva tipo-espaco. Diremos que a curva

a € parametrizada pelo comprimento de arco em R3 se |o/(t)]; = 1.

Definigao 13 Seja o : I — R} uma curva tipo-tempo ou tipo-espaco,
parametrizada pelo comprimento de arco s € 1. Chamaremos o numero

|a”(s)|1 = k(s) de curvatura de o em s.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510525/CA


PUC-Rio - Certificacé@o Digital N° 0510525/CA

Superficies Minimas Ciclicas em R?, S? x R e H? x R 12

Teorema 2 Se k =0 entao « € uma linha reta.

Nos pontos onde k # 0, fica bem definido pela equagao o”(s) = k(s)n(s) um
vetor unitario n(s); indicaremos por t(s) = o’ o vetor tangente unitario de «

em s.

Definigao 14 Seja ey, es € e3, trés vetores. Para ey e ey temos (e;,¢e;,)1 = £1
e (e1,e2,)1 = 0, o terceiro vetor € definido por es := e; X e, portanto
{e1,e9,e3} € uma base ortonormal de R3. Definimos ¢, n € {1,—1} por
(e1,e1,)1 = €, (e1,e2,)1 = n e (es,e3,)1 = —en. Chamamos ey, ey € ez de

t, n, b respectivamente.

Lema 1 Seja v € R}, entdo
v=—¢€(v,t)1t+n{v,n)n—en(v,b) b,

isto €, cada vetor em R} pode ser decomposto de uma tinica maneira em trés

componentes.

Prova: Temos que {t,n,b} é uma base, assim podemos escrever

v = vt + ven + v3b

(vit)r = oi(t, t)1 +v2(n, t)1 + vs(b, t)s
Temos que (n,t) = (b, t) = 0, assim:

1 = €U

1 = v {t,n); +va(n,n); + v3(b,n);

1 = U1<t,b>1 -+ U2<1’1,b>1 -+ Ug<b7b>1

1 = —€nus

)
)
o= oy
)
)

concluimos que:

v =¢(v,t)1t + n{v,n)n — en(v,b);b

Definicao 15 Seja o uma curva tipo-tempo ou tipo-espaco, parametrizada

pelo comprimento de arco que satisfaz (o, a"); # 0. Assim as equagdes de
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Frenet sao definidas como:

t’=nkn
n’ = —ekt+entb

b’=nmn

Teorema 3 (Teorema Fundamental das Curvas em R?) Dadas as fun-
coes diferencidveis k(s) > 0 e 7(s), s € I, existe uma curva parametrizada
reqular « : I — R tal que s € o comprimento de arco, k(s) é a curvatura e

7(s) € a tor¢do de a.

1.2
Teorias das Superficies

Defini¢ao 16 Um subconjunto S C R? ¢ uma superficie regular se, para cada
p € S, existe uma vizinhanca V de p em R? e uma aplicacao X : U — VNS
de um aberto U de R? sobre VNS C R? tal que:

1. X € de classe C*;

2. X € um homeomorfismo (ou seja, sua inversa X' : VNS — U é

continua,);

3. Para qualquer q € U, a diferencial dX, : R?* — R? € injetiva.

Definicao 17 Definimos o espaco tangente a uma superficie S num ponto
p, que denotamos por T,S, como sendo o conjunto dos vetores tangentes, no

ponto p, das curvas cujo traco esteja em S:
7,58 ={d(0)|a: (—e,e) = S € C™ e a(0) = p}

Definicao 18 A primeira forma fundamental de S em p € S € a forma
quadrdtica I, : T,S — R definida por I,(v) = (v,v),, onde (-,), € a restri¢io
a T,S do produto usual em R3. Se X(u,v) for uma parametrizacao de S e

a(t) = X(u(t),v(t)) uma curva diferencidvel, temos

Ly (t) = (W' ()X, + 0" (1) Xy, u' (1) Xy + 0" (1) X))
= Lo (X)) (' (1))? + 2(Xu, Xo)a@t' ()0 (1) + Lo (X)) (V'(1))*
= BW/(t)® +2Fud'(t)v'(t) + G(V'())?,
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onde FE, F' e G sao os coeficientes da primeira forma fundamental para a

parametrizagio X (u,v), definidos por:

E = (X, X,
F = (X, X,)
G = (X,,X,)

Definigao 19 Seja S C R?® uma superficie, diremos que S € orientdvel se
existir uma aplicagao diferencidvel N : S — S* tal que N(p)S seja normal

unitdrio a S em p, N é chamado aplicagao de Gauss de S.

A diferencial dN,, de N em p € S ¢é uma aplicacao linear de 7,5 em TN(p)SQ.
Temos que 7,5 e TN(p)82 sao 0 mesmo espaco vetorial pois ambos sao o
complementar ortogonal da reta gerada por N, assim d/NV, pode ser olhada

como uma aplicacao linear em 7,S.

Proposicao 1 A diferencial dN, : T,,S — T,S da aplicacio de Gauss é uma

aplicacao linear auto-adjunta.

Definicao 20 O mdximo da curvatura normal ki e o minimo da curvatura

normal ko, sao chamados curvaturas principais em p.

Definicao 21 Seja p € S e seja dN, : T,S — 1,5 a diferencial da aplicagao
de Gauss. O negativo da metade do trago de dN,, é chamado a curvatura média

H de S em p. Em termos das curvaturas principais ky e ky temos
1
H = 5(]{71 + ]{Zg)

Definicao 22 Seja ¢ uma curva reqular em S que passa por p € S, k a
curvatura de ¢ em p, e cos = (n,N), onde n é o vetor normal a ¢ e N €
o vetor normal a S em p. O numero k, = kcosf ¢ chamado a curvatura

normal de ¢ em p.

A diferencial dN,, : T,S — T,S por ser uma aplicacao auto-adjunta nos

permite associar dV,, a uma forma quadratica, assim temos a seguinte definigao:

Definicao 23 A forma quadrdtica I1I,, definida em T,S por Il,(v) =

—(dN,(v),v), € chamada a sequnda forma fundamental de S em p.

Dada uma parametrizacao X (u,v) em um ponto p € S de uma superficie
S, seja a(t) = X (u(t),v(t)) uma curva parametrizada em S, com «(0) = p,

vamos considerar que todas funcoes abaixo tém seus valores no ponto p.
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Observamos que o = X, u' + X,v' e
dN(a') = N'(u(t),v(t)) = N,u' + Nv'.

Como N, e N, pertencem a 7,5, escrevemos

N, = anX,+anX,, (1-1)
Nv = a/lQXu + 0’22X’07 (1_2>
e assim,
dN (o) = (apu’ + a190") Xy + (ag1t + axv') Xy;
logo,

u’ an a u’
IN _ oGz )
U, a1 Q922 ’Ul
Portanto na base {X,, X,}, dN ¢é dada pela matriz (a;;), 7,7 = 1,2.
Notamos que essa matriz nao é necessariamente simétrica, a nao ser que
{X., Xy} seja uma base ortonormal.

Por outro lado, a expressao da segunda forma fundamental na base
{X,, X} é dado por

11, = —{dN(a'),a) = ~(Nl + Nt/ X' + X,
= o)+ 2l + g(v')

onde e, f e g sao os coeficientes da sequnda forma fundamental nas coordenadas
(u,v); agora ja que (N, X,) = (N, X,) =0,

Vamos agora determinar a matriz (a;;),%,7 = 1,2 em termos de e, f,g. As
entradas da matriz sao determinadas pelas igualdades (1-1) e (1-2). Formando

o produto interno de cada uma dessas igualdades com X, e X, obtemos:

f = —anF —axnG,
f = —appk —axkF,
e = —CLHE — CL21F,

g = —a12F — anG,
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que sob a forma de matricial escrevemos
e f o a1 A2 E F
f g aiz Qg F G
~1
aip Qs | e f E F
a2 A f g F G
aun axn o [ € f 1 - G —F (1-3)
a1z G2 fg)E G- F —-F E

Calculando o trago de (1-3) temos:

1 G -—F 1 —2fF FE
a1z a2 EG - F? f g -F FE 2 FEG-F

isto é,

ou seja,

donde,

_ leG —2fF +gE
2  EG - F?

Definicao 24 Uma superficie parametrizada reqular € chamada minima se a

sua curvatura média € identicamente nula.

Observagao 2 Seja S wuma superficie minima, temos que H = 0, mas
H = {(ky + ko), assim k1 = —ks

Vamos entender o emprego da palavra minima para tais superficies, assim
vamos introduzir a nocao de variacao. Seja X : U C R? — R3 uma superficie
parametrizada regular, escolhemos um dominio limitado D C U e uma funcao
diferenciavel h: D — R, onde D é a unido do dominio D e sua fronteira 9D.

A waria¢ao normal de X (D), determinada por h, é a aplicacao dada por:

0:Dx(—¢,e) = R

o(u,v,t) = X(u,v) + th(u,v)N(u,v), (u,v) € D,t € (—¢,¢).

Para cada t € (—¢,¢) fixado, a aplicagao X' : D — R? dada por

X(u,v) = p(u,v,t)
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é uma superficie parametrizada com

t
0 N L URN, 4 thuN,
ou

t
O X L thN, + thoN.
ov

Assim, denotamos por E!, F*, G! os coeficientes da primeira forma fundamental
de X!, obtemos:

E' = E +th({(Xy, N,) + (Xu, No)) + °h*(Ny, N} + t*h,hu

F'= F +th({X,, N,) + (X,, N,)) + t*h*(N,,, N,,) + t*h,hv
G' = G + th({X,, N,) + (X,, N,)) + t*h*(N,, N,) + t*h,hv

Utilizando o fato de que
<Xu7 Nu> = —€, <Xu7 Nv> + <X'ua Nu> - _2f7 <Xv7 Nv> = -9,

e que a curvatura média H é dada por

_1Eg—2Ff+Ge
2  EG - F?

obtemos

E'G' — (F"? = EG— F? —2th(Eg—2Ff+Ge)+ R
= (EG—-F*(1—-4thH)+ R

onde lim E =0
t—0 t

Temos entao que £ é suficientemente pequeno, X' é uma superficie

parametrizada regular. Além disso a drea A(t) de X' (D) é

At) = / V E'Gt — (F*)2dudv
D
= / V1 —4thH + RV EG — F2dudv,
D

onde R = R/(EG — F?). Assim, se € é pequeno, A é uma funcio diferencidvel

e a sua derivadaem t =0 é
A’(O) = —/ 2hHv EG — F2dudv
D

Agora podemos justificar o emprego da palavra minima para superficies
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com curvatura média nula.

Proposicao 2 Seja X : U — R? uma superficie parametrizada reqular e seja
D C U um dominio limitado em U. Entao X € minima se e somente se
A'(0) = 0 para todo D e toda variacio normal de X (D).

Assim, qualquer regido limitada X (D) de uma superficie minima é um
ponto critico para a fungdo area de qualquer variagdo normal de X (D).
Devemos notar que esse ponto critico pode nao ser um minimo e que isso
faz o uso da palavra minima um pouco estranha, porém esta terminologia é

consagrada pelo uso.

Definicao 25 Vamos definir em R3:

e = (Xu X Xy, Xou) = (X, Xoy Xow)

= (X X Xo, Xuw) = (Xu, Xoy Xuw)
g= @TXX@XM (Xus X, Xow)
H=¢eG - 2fF +gFE

Onde o vetor normal de uma superficie parametrizada X (u,v) é X, x X,

Lema 2 H anula-se se e somente se H anula-se.

leG—-2fF +gFE (Xu, Xy Xow)

= como e = ——————~ ¢
> EG_F? X, x X

e = (Xu, Xy, Xuu), logo € = | X, x X,|e e analogamente f = | X, x X,|f e

leG —2fF +gE _ _
g = |Xu x Xylg. Assm1H—2e EGf—}fj;g ,mas H = eG — 2fF + gF,
H

2EG — F?)2

Prova: Temos que H =

portanto H = |

Corolario 1 A superficie é minima se e somente se H

0.

Observacao 3 Agora sempre usaremos a notacio €, f, g e H.
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1.2.1
Superficies em uma Variedade Riemaniana
Definicao 26 Uma variedade diferenciavel de dimensao n é o conjunto M

gunto com uma familia (M;);e; de subconjuntos tais que:
1. M - Uie[ Ml

2. Para todo i € I existe uma aplicacao injetiva @; : M; — R"™ tal que
©i(M;) é aberto em R™

3. Para M; N M; # ¢, o(M; N M;) é aberto em R™, e a composi¢do
ot (M N My) — ¢ (M; N Mj)
¢ diferenciavel para i, j arbitrdrios.

Observagao 4 A partir de agora quando nos referirmos a M, variedade de

dimensao n, escreveremos apenas M™.

Definicao 27 Seja M wma variedade diferenciavel. Uma aplicagao diferenci-
dvel a : (—e,e) — M € chamada uwma curva diferenciavel em M. Suponhamos
que a(0) = p € M, e seja F o conjunto das fungoes de M diferencidveis em
p. A funcgao o/(0) : F — R dada por
d
a’(())f:% L JEF.

t=0

¢ o vetor tangente ¢ curva o em t = 0. Um vetor tangente em p € o vetor
tangente em t = 0 de alguma curva a(—e,e) — M com a(0) = p. Indicamos

o conjuntos de vetores tangentes a M em p por T,M.

Definicao 28 Sejam M™ e N™ wariedades diferencidveis. Chamamos de
imersao a aplicagao diferencidvel ¢ : M — N se dyp, : T,M — T, ,)N €
injetiva para todo p € M. Além disso se @ é homeomorfismo sobre p(M) C N,
onde o(M) tem a topologia induzida por N, diz-se que ¢ é um mergulho. Se

M C N € um merqulho, diz-se que M é uma subvariedade de N.

Definicao 29 O conjunto
S* = {(z1, 72, 73) € R¥|2] + 25 + 23 =1}

é chamado a esfera em R3.
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Definicao 30 O conjunto
H? = {(21, 20, 23) € R}| — 22 + 22 + 22 = =1, 21 > 0},

munido da restrigao do produto interno ( , )1 € chamado modelo do hiper-

boloide do plano hiperbdlico.

Teorema 4 A restricao de (, )1 a H? é positiva, isto é, (H? (, )1) € uma

superficie riemanniana.

Exemplos de variedades de dimensao 3

- §? x R com métrica induzida de R* = R3 x R.

- H? X R com métrica induzida de R} = R? x R.

Definigao 31 Seja X : U — S%? x R wuma parametrizacio local de uma
superficie S de S* x R, e N um vetor normal ndo nulo & superficie. Vamos

definir:

e= (N, X,
.f:<N7Xuv>
g = (N, Xy)
H=¢eG—-2fF +gE

Definigao 32 Seja X : U — H? x R uma parametrizacao local de uma
superficie S de H? x R, e N um vetor normal ndao nulo a superficie. Vamos

definir:

€= (N, Xuu)1
f= (N Xu)
§=<NX>
H=¢G—-2fF +gFE

Proposicao 3 S € minima se e somente se H = 0.
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