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4
Transitividade de Sistemas Alternantes

Existem sistemas alternantes que nao sao transitivos. De fato, considere
uma funcdo f: R — {0} — R diferencidvel que satisfaz as hipdteses do Lema
e um ponto xy € R — {0} tais que xy é periddico de periodo 2, f'(xp) < 1
e f'(f(xg)) <1 (veja Figura ELTl). Nesse caso, zg é um ponto periédico atrator
com respeito a f e, portanto, existe um subconjunto A = A_UA, (FiguralTl)
- que chamamos de bacia de atrag¢ao da 6rbita periddica - tal que int(A) # 0 e

f(A) C A. Pelo Corolario 4 uma fungao desse tipo nao pode ser transitiva.

Figura 4.1: Um sistema alternante Figura 4.2: A 4rbita de um ponto
com Orbita periddica atratora de p € A sendo atraida para a érbita de
periodo dois. xp .

4.1
Atomo-expansividade

Nessa secao, definiremos o que é um sistema alternante A-expansivo e
provaremos que esta propriedade é, de fato, equivalente a transitividade de
sistemas alternante. Com isso, seremos capazes de mostrar que dois exemplos
simples de sistemas alternantes crescentes, apresentados ao final da secao, sao

transitivos.
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Definicao 4.1 Seja f wum sistema alternante crescente. Dizemos que a
fungao f € dtomo-expansiva (ou, simplesmente, A-erpansiva) se dados
z,y e X=R —{f7(0) : n > 0}, existem dtomos Ay # Ay da parti¢ao Py in-
duzida por f e um inteiro N > 1 tais que f¥(x) € Ay e fN(y) € As.

Como Py NI é uma particao de I, podemos estender a nogao de dtomo-
expansividade para a tranformacao induzida f; de forma natural: f; é A-
expansiva se, para todo par z,y € I N X, existe um inteiro N > 0 tal que

P (x) e fN(y) estdo em &tomos diferentes da particao I NPy.

Proposicao 4.2 Seja f:R — {0} = R um sistema alternante crescente.
Entao a funcdo f € A-expansiva se, e somente se, a transformacao f; induzida

por [ no intervalo distribuidor I é A-expansiva.

Prova: Suponha a atomo-expansividade de f; e considere, sem perda,
z,y € XN B;}. Como, pela definigao de By, f*(x), f*(y) € I, podemos tomar o
menor inteiro N > 0 tal que f(f*(z)) e fN¥(f*(y)) estdao em dtomos diferentes
da particao I N Py. Para todo x € I, defina a seqiiéncia {nj};";l da seguinte

maneira;:

n(f"(x)),

n;(z)

onde n(z) é o tempo de primeiro retorno (ver Definigao BH). Repare que, plea
minimalidade de N, n;(f*(z)) = n;(f*(y)) para todo j € {1,...,N}.

Vamos, entdo, denotar n;(f*(z)) por n; com j € {1,...,N}. Assim,
IN(fE () = fzjyzlnf(fk(x)) e, portanto, existe um inteiro K = (k + Zjvzl n;)
tal que f5(z) e fX(y) estao em &tomos distintos da particao P;. Logo, f é
atomo-expansiva.

Agora, suponha a dtomo-expansividade de f e considere z,y € I N X no
mesmo dtomo da partigdo P;. Seja N > 0 o menor inteiro tal que f¥(z) e
N (y) estao em 4dtomos diferentes. Pela dindmica dos dtomos, descrita em B=1],
fN(z) e fN(y) devem, necessariamente, estar em I. Assim, deve existir um
inteiro k < N tal que fF(z) = fN(z) e fF(y) = f¥(y) e concluimos que f; é

atomo-expansiva. O

Lema 4.3 Seja f: R — {0} — R um sistema alternante crescente. Se o con-

gunto {f7"(0)}n>1 for denso em R, entdo f é A-expansiva.
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Prova: Considere dois pontos # < y de um mesmo atomo A € P;. Se
{f7™(0)}n>1 é denso em R, entdo existe v < w < y tal que f*(w) = 0.
Mais ainda, pela propriedade de entrelacamento de sistemas alternantes, para
um inteiro n > 0 minimo, existe um tdnico w € (z,y) tal que f"(w) = 0.
Assim, pela continuidade de f, temos que sinal(f"(x)) = —sinal(f"(y)) e, em

particular, f™(x) e f"(y) estao em &tomos distintos. O

Lema 4.4 Seja f : R — {0} — R um sistema alternante crescente. Se f é uma

aplicacao dtomo-expansiva, entao f: X — X € conjugado a o : i; — i;

Prova: Obviamente, a escolha dos simbolos de uma dinamica simbdlica
¢é totalmente irrelevante, o que importa é a cardinalidade do conjunto de
simbolos. Na Se¢ao 23, a escolha dos simbolos 0 e 1 era conveniente por causa
da analogia entre as seqliéncias simbdlicas e a expansao binaria de um ntmero
real em [0, 1). Agora, consideraremos Sy C By = {—1,1} em analogia & troca

de sinais dos sistemas alternantes.

Supondo a atomo-expansividade da f, construiremos um homeomorfismo
h:X—>§;talquehof:croh.
Defina h : X — i; por

h(z) = (a1az...a,...),

onde a, = sinal(f"(z)).

Como, para todo z € X, OF () troca de sinal indefinidamente (proprie-
dade (A2) da Definicao Bl), entao existe a € 3 tal que h(x) = a. A dtomo-
expansividade da f implica que se x # y, entao existe um iterado positivo n
tal que f*(x) <0 < f™(y). Em outras palavras, se  # y, entao h(z) # h(y).

Sendo assim, h estd bem definida e ¢é injetora.

Para mostrar que h é sobrejetora, tome a = (ajasy...) € X e considere

0s conjuntos

Qir={ze€R:2>0} e Q_-={reR:z<0}.

Afirmacao 1 Para todo inteiron > 1,

fﬁn(QJr) =LU (xiflv OO) e fﬁn<Q*) =LU (—OO,J};il),

onde I. € um conjunto limitado.
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Prova da Afirmagao: Mostraremos que f~"(Q.) = L U (z;_;,00) usando
inducao em n (o caso para () é anédlogo). Note que para n = 1, a afirmagao
vale pois

fﬁl(QJr) = (55570) U (x(J)rv OO)

Neste caso, L = (z,,0). Suponha, entdo, que a afirmacdo vale para n = k.

Assim,

FHQy)

HHQ)) = ST U N (wfy, 00)) U f7H (274, 00))
HIL) U (g, 0) U (af, 00).

/-
/-

Para terminar a prova da afirmacao, basta mostrarmos que f~(IL) é um con-
junto limitado. De fato, como f é mondtona e crescente em cada componente

conexa de seu dominio e L. é limitado, entao

inf f7Y(L) = fZ'(infL) e supf (L) = f;'(supL).
A prova da afirmacao esta concluida. a

ueremos mostrar que, dado a = {a;}?2,, existe x € X tal que h(x) = a.
j S k=0

Para isso, defina

= f_l(Qal) N an

Ap = [7(Qa,) V[T Qo) N N Qay, 12 1.

Queremos mostrar que

() An #0.
n=1

Por construgao, os conjuntos A,, sao fechados e encaixados. Seja k € N o menor

inteiro tal que ap1; = —a. Entdo, pela afirmacao 1, f=*"1(Qq,,,) N Qq ¢

compacto. Como, para todo inteiro n > k, A, C [~ 1(Qq,,,) N Qq,, entao,
{A, } >k € uma seqiiéncia de compactos encaixados e, portanto, a intersegao é

nao-vazia.

Afirmagao 2 Se

T € ﬂAn,

n>1

entao h(z) = a.
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Prova da Afirmacao: Repare que

A, = f_n(Qan) N f_n—H(Qanfl) n...N an
= an N fa_()l(Qal) n...nN a_nl,l(Qan)?
onde f=' e fI! sdo as inversas de f_ = flg_ e fy = f|o+. Entdo, para um n

suficientemente grande, A, = [¢,d] é um intervalo (intersecao de conexos) tal
que ¢,d € f7(0). Além disso,

c=[fT(An) e d=[)f7(An).
=0 1=0

Como a € 3, entdo z € X e, por construgio, sinal(f7~(z)) = aj. O

A continuidade de h é conseqiiéncia da continuidade de f e concluimos

a demonstracao do lema. O

O préximo teorema relaciona atomo-expansividade com transitividade.

Teorema 4.5 Seja f um sistema alternante crescente. Entao f é A-expansiva

se, e somente se, € transitiva.

Prova: Se f for A-expansiva, entao, pelo lema anterior, f|x é conjugada a
ols,. Como olg; é transitiva (Coroldrio Z22T), entdo f é transitiva (Proposicao
20).

Agora, vamos mostrar o outro sentido. Provaremos que se f nao é A-
expansiva, entao nao € transitiva. Se f nao é A-expansiva, entao, pelo Lema
B3 o conjunto {f~™(0)},>1 ndo é denso em R. Logo, existe um intervalo
aberto U = (a,b) tal que U nao contém pré-imagens de zero e, devido ao fato

de que f é crescente (em cada componente conexa de seu dominio), temos que
fMU) = (f"(a), fr(b)) para todo n > 0. Assim,

1. para qualquer n > 0, f™(U) nao contém pré-imagens de zero,

2. para qualquer n > 0, f"(U) estd em algum atomo da particao P; induzida

por f em R.

Agora suponha, por absurdo, que f é transitiva. Entao existe K, tal que
Un fE(U) # 0. Repare também que, como, para todo K € N, U e f&(U) sao

intervalos, entao U N f5°(U) é um intervalo e, por (1), temos que

frieUn W) = i) n i)
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também é um intervalo, qualquer que seja m € N. Dessa maneira, o conjunto

J =] v

n>0

é um intervalo limitado (pois J estd em algum dtomo da partigdo Py) com
interior nao vazio que verifica fX°(J) C J. Pelo Corolario 4, f nao pode ser

transitiva. O

Corolario 4.6 Se f; € atomo-expansiva, entao f € transitiva.

Prova: Segue diretamente do Teorema e da Proposicao EZ. O

Proposicao 4.7 Se fi(x) > M > 1 para todo x € I, entao f é A-expansiva

(e, portanto, transitiva).

Prova: Suponha, por absurdo, que f;(z) > M > 1 e que f nao é A-expansiva.
Pela Proposicao B2, f; é nao A-expansiva. Considere, entao, pontos x,y € [
tais que, para todo inteiro n, f/'(z) e f7'(y) nunca estdao em atomos distintos.

Pelo Teorema do Valor Médio, temos que

[f1(x) = f1)] > Mz =yl = | (@) = fi(y)| = min{ M|z —y|, [I]}.

Em particular, existe inteiro & > 0 tal que |fF(z)— fF(y)| > max{|IL,| : n € N},
donde concluimos que fF(z) e fF(y) devem estar em 4tomos distintos, um

absurdo. Logo, f é A-expansiva. O

Definigao 4.8 Seja f : R — {0} — R um sistema alternante crescente. Dize-
mos que f € afim se f for uma funcao afim em cada intervalo da particao Py

mduzida em R.

Proposicao 4.9 Seja f: R — {0} — R um sistema alternante afim. Se f for

simétrico (ou seja, f(—x) = —f(x)), entdao f € transitiva.

Prova: Sejam {rf},>o e {uf},>o as seqiiéncias induzidas por f, seja [ =
(—o, xo) o intervalo distribuidor e {1, 1 }n>0.{,\ 11 }n>0, 08 dtomos da partigao

induzida por f em I. No caso linear, é facil entender como é a transformacao
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fr: I — I.Devido a linearidade e a simetria, f; é uma transformacao afim em

cada dtomo do intervalo distribuidor. Assim, temos que

In "] :
f = = inf
Jnf {f1(@)} max{|I]]:j €N} max{|I,|:j €N} =t i)}
Como I‘ Iﬂl > 1 para todo n, concluimos, pela Proposicao 1, que f é transitiva.
(I

Observagao 4.10 A proposicao anterior estd enunciada como em (Munl,
Coroldrio 1.2.1) e demonstrada de uma forma diferente. Repare que sequindo
a demonstracao que apresentamos, percebe-se que a hipdtese de simetria pode

ser substituida por Il > 1 ¢ es)

7] > 1 para todo n.

Defina f, : R — {0} — R da seguinte maneira: tome zy,a € R tais que

zg > 1lel—e <a <1 (considere € > 0 pequeno). Definau = 1/x¢ e 21 = x¢/a.

ax, T e <_OO7 —.771] U (371, OO),

(=) (x +x0), —1 <z < —2p,

(7 )@+ 1), —xo <z < —u,
fa(x) =
—1/x, x € (—u,0)U(0,ul,

(o) —20), u <z <0,

To—U

(2 xo)(x —x9) xo<x< 1M,

Repare que essa funcao é um sistema alternante crescente simétrico e que

ela é afim fora do intervalo distribuidor I = [—xg, x].
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Figura 4.3: O gréfico da fun¢ao f, com a = 0.95 e x¢ = 1.75.

Proposicao 4.11 f, ¢ um sistema alternante transitivo.

Prova: Mais uma vez, a idéia é mostrar que f, é A-expansiva. Primeiro,

{xf}:{ix—g} e {ug}:{i“—n}.

a Zo

observe que

n—1

Assim, fixando n > 2 e tomando = € I, temos que z € (“;O , ;—‘?) e, dessa

forma,

(fa)i(x) = fa(@) folfal@)) - fo( £ ()

anfl x2an71 $2

_ 0 _ 0

o 2 > 2n—2 —1>1’
X a“" a”

onde (f,); é a transformacao induzida por f, no intervalo distribuidor /. Pela

Proposicao B, f é transitiva. O

4.2
Transitividade robusta

Nessa secao, além definir C'-perturbacoes e transitividade robusta, pro-

varemos que a rotacao irracional no circulo e a transformagao de Boole nao sao
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robustamente transitivas, diferentemente da aplicagdo expansora no circulo.
Provaremos que sistemas alternantes que satisfazem certas condicoes de dis-
torcao sao robustamente transitivos e, por fim, provaremos que a aplicacao
fa(x) = ax — a/x é robustamente transitiva se a € (0,1) é suficientemente

proximo de 1.

Definicao 4.12 Seja f : X — X uma tranformacdo C*, k > 1. Dizemos que
g: X — X estd e-C' prozima de f se d(f(x),g(x)) < e e d(f'(x),d () <€
para todo x € X. Alternativamente, dizemos que g é uma e-C* perturbagdo de

f.

Definicao 4.13 Seja f : X — X wma transformacgdao C*, k > 1. Dizemos que
f € uma funcio C' robustamente transitiva se existe € > 0 tal que, para toda

g: X — X e-C! prézima de f, temos que g € transitiva.

Vimos, na Secao EZA duas aplicacoes transitivas definidas em S': a
rotacao irracional R, e a aplicacao expansora ¢;. Vamos mostrar, agora, que

a transitividade de ¢, é robusta, mas a de R, nao.

E fécil ver que existe uma e-C* perturbacao de R,, com ¢ arbitrariamente
pequeno, que nao € transitiva. Para todo € > 0, podemos tomar uma rotacao
Rg com € Q e |a — (| < e. Assim, obtemos transformacoes arbitrariamente
C! préximas de R, tal que todos os pontos de S' sdao periédicos e, portanto,

nao possuem orbita densa.

Proposicao 4.14 A aplicagdo expansora de grau k, ¢p(x) = kx (mod 1), é

robustamente transitiva.

Prova: Seja ¢ uma e-C! perturbacao de ¢y, (€ < 1). Como |¢/(z) — ¢ (z)] < €
para todo x € S', entao ¢/ (z) € (k—¢, k+¢) e, em particular, ¢'(z) > k—e > 1.
Assim, como conseqiiéncia direta do Teorema do Valor Médio, temos que o
comprimento de um intervalo I C S' (suficientemente pequeno) é dilatado por
um fator maior que k — ¢ > 1 pela acao de ¥ e, portanto, para todo ¢ € N,

temos que
(k=o' <[v'(D)] < 1.

Assim, deve existir um n € N tal que ¥"(I) = S'. Em particular, y" (/)
intersecta qualquer outro aberto de S!. Isso implica que ¢ é misturadora e, em

particular, transitiva. O
Escélio 4.15 Seja f: St — St uma aplicacio diferencidvel. Se

inf |f/(2)] > 1,

zeS!
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entdo f é C' robustamente transitiva.

Observacao 4.16 Pela Proposi¢ao[f. 7, a transformagao de Boole p(x) = x—
1/x é um sistema alternante transitivo, pois ¢'(x) > 1 para todo x € R — {0}.
Entretanto, a transitividade nao € robusta. De fato, a func¢do p. = ¢ + € é
uma e-C' perturbacio de ¢ (na verdade, uma e-C> perturba¢io), mas nao é
transitiva pois
x——+e::p:>x:1.
x €
Assim, independente da escolha de € > 0, a funcao p. possui um ponto fixo
p = 1/e. Como jd vimos, a ezisténcia de tal ponto firo p > 0 implica na
existéncia de um aberto f-invariante (p,o00). Pelo Coroldrio [Z3, f nao pode

ser transitiva.

Definigao 4.17 Seja f um sistema alternante crescente C*. Dizemos que f
é uma aplicagao expansora com respeito a transformacao fr se existe 0 > 1 e
C > 0 tal que

fi(x) > Co™® > 1,

para todo x € I N X, onde n(z) = min{n > 1: f"(x) € I}.

Lema 4.18 Seja f um sistema alternante crescente Ct. Suponha que :
1. existe 6 >0 tal que f(z) <z —9d sex>0c¢e f(x)>x+6 sex <O0;
2. existe a > 0 tal que f'(x) > a para todo x # 0 e

3. existe L > 0 suficientemente grande tal que M = sup{f'(z) : |z| > L} <
1.

Entao existe € > 0 com a sequinte propriedade: para toda g e-C' prézima de

f, temos que g ainda é um sistema alternante crescente e existe K > 1 tal que

ng(x) — K <ng(z) <nglx)+ K

para todo x € Iy, onde I, € o intervalo distribuidor de g e ng,n, sao as fungoes

de retorno de f e g, respectivamente.

Prova: Repare que as hipdteses (1) e (2) nos permitem tomar fungoes
suficientemente préximas de f que ainda satisfacam as condigoes do Lema
e, portanto, que ainda sejam sistemas alternantes crescentes. Fixemos, entao,

uma e-C? perturbacao g de f que seja um sistema alternante crescente.
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Vamos denotar por {zF},>0,{ut},>0 as seqiiéncias induzidas por f e
{2E},50,{wE },>0 as seqiiéncias induzidas por g. Faremos a prova considerando
apenas a perturbacao de f em |2, ,0)U[zg, 00), pois a demonstracio para uma
perturbacio em (—oo, zg]U(0, 2§ ] é totalmente idéntica. Assim, sé precisamos
considerar as seqiiéncias {z;}},{u.} e {z7},{w,} e, por conta disso, iremos
omitir os sinais.

Como as seqiiéncias x, e z, divergem, podemos tomar N, P € Z* tais
que xy > L exy > zp > xny1. Repare que se zpi,, = xy1, para todo n > 0,
entdo o lema segue trivialmente, pois, nesse caso, K = |N — P|. Suponha,

entao, que Ty > zp > Ty4 e tome K € Z7 tal que
ne(r) — K <ng(z) <ns(z)+ K

para todo = € [z, wpy1] tal que ¢"(z) # 0 e f(x) # 0 para todo n > 0 (isso
é possivel pois, em um intervalo é compacto, s6 pode haver um ntmero finito

de atomos).

Seja Ny o menor natural tal que x; > L para todo j > Ny. Pelo Teorema

do Valor Médio e do fato que M < 1, temos que, para todo n > 0, vale

_ _ 1
LNo+n+1 — LNo+n = f 1<xN0+n> - f 1<xN0+n*1) > M(xNoJrn - xNoJrn*l)?

onde f~! denota a inversa de f,. Usando o mesmo argumento repetidas vezes,

obtemos que

1

n
TNo+n+1 — TNotn = <M) (TNot1 — TNy )-

Assim, para todo C' > 0, podemos tomar N suficientemente grande tal que
IN+n+1 — TN4n > CeM (4—1)
para todo n > 0.

Afirmagao 1 Se z € [y + €M, 2N 11 — eM] para algum n > 0, entdo:

TNnt1 < 971(2) < TN4n+2-

Prova da Afirmagao: Fixe z € [xy1, + €M, 2y 1ns1 — €M].
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eM eM

Se fi e g4 sdo, respectivamente, as componentes de f e g em (0,00),

denotemos por f~! e g~! suas inversas. Sabemos que:

1.ﬁ>ﬁse\y\>lj,

2. fNy) —e< g '(y) < ['(y) + € para todo y.
Usando (1), o Teorema do Valor Médio e que f é crescente, temos:

1 Me

F7HE) = angaen = [F7H(2) = FH (angn)| > 277 T o) > o =€ (42)

Por (2), conclufimos que zyiny1 < ¢ *(2). Analogamente,

97 1(2) < Tniny2 €, assim, provamos a afirmacao. O

Afirmagao 2 Se 0 < znyyp1 — 2 < Me para algum n > 1, entdao

97 (2) — TNiny1 > Me.

Prova da Afirmacao: Se N é suficientemente grande entao, usando que f
é crescente, temos que Ty i1 < f1(2) — € (veja BE=). Por (2), temos que
também que Ty 1,1 < g H(2).

Seja N suficientemente grande para que também satisfaca:
(SL’N+1 — Me — .T}N) > €<M2 + 1)

Assim, pelas nossas hipdteses e do fato que {zyi,}, é mondtona crescente,

temos:
(Z - .CUN+n) > <$N+n+1 — Me — .CUN+n) > €<M2 + 1) (4-3)

para todo n > 0.

Faremos a prova por contradicao. Suponha, por absurdo, que:
971(2) = tnpn1 < Me, (4-4)
Seja

A=g(g7' () = Flg™ () = |2 = flansnir) = (Flg7'(2) = F(@nrnsa))]-
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Assim, por (E=1), E=3), [=4), da definicao de M e do fato que zni, =

J(#N4n+1), obtemos

Az |z = anial = 1£(971(2) = f(@nsns1)]
> |z — anpn] — Mg (2) — Tnpnsa| > e(M? + 1) — M?e = e.

Mas isso contradiz o fato de g ser uma e-perturbacao de f e a prova da

afirmagao esta completa. O

Fixe uma constante positiva d (por exemplo d = 1/2) e tome € > 0 tal

que:
<d(E 1) e Me<d (4-5)
€ M (§] € . -

Seja N tal que xn11 — 2y é arbitrariamente grande e considere a seguinte

afirmacao:

Afirmacao 3 Se z € (xpy,xp41) € 2 — x> d, entdo g (2) — zusr) > d
para todo M > N.

Prova da Afirmacdo: Sabemos que z(y41) = f~'(zy). Entdo, usando
(1),(2), EH) e o Teorema do Valor Médio, obtemos:

§7E) — ey > 1) — TN ow) — > 2oz~ — )

1 1
Cd—d— 1) =d.
>t —dy =

E, assim, terminamos de provar a afirmagao. O

As afirmacoes que acabamos de provar nos dizem que o tempo de retorno
da funcao g ¢é limitado a direita com respeito ao tempo de retorno de f, ou
seja, existe K tal que ng < ny+ K (de fato K =K +1, onde K é o possivel

crescimento de n, em uma parte compacta da reta).

Se g é uma e-C' perturbacao de f tal que, para algum a > 0
a<m<qg <M<1,
onde m = inf{g'(z) :  # 0} e M = sup{g'(x) : || > L} para algum L > 0

suficientemente grande, entao a mesma prova funciona considerando f uma

e-C* perturbacao de g. Isso termina a demonstracao do Lema ETS. a

Teorema 4.19 Seja f um sistema alternante crescente. Suponha que:
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1. f € expansora com respeito a transformacgdo induzida (ver Defini¢do
1)
2. eziste § > 0 tal que f(x) <x—6 sex >0e f(z) >x+ 09 sex <0

3. existe a > 0 tal que f'(x) > a para todo x # 0;

4. existe L > 0 tal que 037 > 1, onde o € a constante de expansao de f (ver
Defini¢ao[f-17), m = min{f'(x) : |z| > L} e M = max{f'(x) : |x| > L};

5 M < 1.

Entao f é C' robustamente transitiva.

Prova: Vamos provar que qualquer perturbacao C* suficientemente préxima
de f é um sistema alternante crescente A-expansivo. Dai, a prova segue ime-
diatamente do Teorema Isso sera feito mostrando que as transformagoes
induzidas por perturbacoes C! de f (em seus respectivos intervalos distribui-
dores) sao dtomo-expansivas. Com isso, teremos que a perturbacao em questao

também serd atomo-expansiva.

Repare que podemos tomar €; > 0 suficientemente pequeno tal que
d—e > 0ea—e > 0. Dessa maneira, concluimos que toda €,-C* perturbacao
de f satisfaz as hipoteses do Lema e, portanto, ainda é um sistema

alternante crescente.

Pela hipdtese (4), podemos exigir ainda que ¢€; satisfaga:

pm—a)

M

Podemos também supor, pela hipétese (5), que €; seja pequeno suficiente
de tal modo que uma €;-C"! perturbacio de f satisfaca o Lema EETIRl Assim, se

g é uma €,-C! perturbacao de f temos que
ng— K <ng<ny+ K

para algum inteiro K > 1.
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Sejam J = [yy,ys] e I = [z, 2] os intervalos distribuidores de g e f,

respectivamente. Considere x € J e defina

pr=max##{g(z) € [=Lyg ] Ulyg, L] : = 1, mg(w) = 1};
po = max #{ () € [=L,x] U fag, L] 1 j = 1, np() — 1}
m = min{f'(z) : 2 € [-L,yg | U [y, L]} e

M =max{f'(z) : z € [-L,a5] U [z, L]}

Pela definigdo de J, do fato que |¢’ — f'| < €1, da hipdtese (1) e dos

argumentos anteriores, temos:
95(x) = ¢'(x)g'(9()) - g'(g" ! (2))

> (f'(2) = e)(f'(9(x)) =€) -+ (f' (g™ (@) — 1)

€1 ) (f'(g(x)) —e1) - (f'(g" " (2)) — &)
Frf (@) fr(frat(a)

) e N @ T
R (m —e) 7(@)
> (C (a i ,
Onde o p1 Mp2+1
¢ clm=—a) inf{l — — : z #£0}.

P’

Mpr2  (m —e)P1H1-K
Repare que
- - mpPr )fp2tl
Assim, se {v7} e {uF} sdo as seqiiéncias induzidas por f, deve existir
um inteiro N > 1 minimo tal que ¢’;(z) > 1 para todo = € (uy,0) U (0, u},).
Como f é expansora com respeito a f7, podemos tomar €5 > 0 tal que se
g é uma e,-C'! perturbagdo de f no conjunto compacto [zy_1, uy]Uuk, 2k ]

entao:

gi(z) > 1

para todo z € (y, uy) U (uh, 3i))-
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Dessa maneira, escolhendo ¢ = min{e;, €2}, temos que, se g estd e-C!
proxima de f, entao

g5(x) > 1,

para todo x € J. Pela Proposicao BT, g; é atomo-expansiva e, portanto,

transitiva. O

Repare que, para a transitividade ser robusta, nao podemos exigir apenas
que exista ¢ > 1 tal que f;(z) > o. Para ver isso, considere um sistema
alternante crescente que satisfaz as hipdteses (2) e (3) do teorema acima
e suponha que existe ¢ > 1 tal que 0 < fj(x) < 20. Dado um ¢ > 0

arbitrariamente pequeno, tome um inteiro N > 0 tal que

1

N

\/—>1-¢c
20 ¢

Se x* € Iy, podemos construir uma e-C! perturbagao g de f (com o mesmo

intervalo distribuidor) tal que g*(z*) = f*(z*) e
J'(g" (@) = f'(f@") V1/20

para todo k € {0,..., N — 1}. Assim,

di(@) = T o ("))
— T[(Ha) V/TE)
k=0
— (YT [ ()
k=0
A 20
20 20 '

Corolério 4.20 Dadoa € (0,1), defina f : R — {0} — R por f(x) = ax—1/x.

Entao f ¢é robustamente transitiva se a for suficientemente proximo de um.

Prova: Vamos mostrar que a funcao f satisfaz as hipéteses do Teorema ELT9.
Claramente, f satisfaz as hipdteses do Lema e, portanto, é um sistema

alternante crescente C*°. A hipétese (3) é satisfeita, pois

, 1
f(x)za+;.
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Precisamos, agora, mostrar que f é expansora com relagao a transformagao
. . . . . . _ _L L
induzida no intervalo distribuidor I = | 7 \/a]

Afirmamos que se z < 0 (o caso x > 0 é andlogo, pois f é simétrica),

entao:

(4-6)

para todo n € N.

Primeiro repare que a inequagao vale se n = 1:

1 1
flz)=arx — — < ——.
x x
Suponha, entdo, que a inequacao (B=fl) vale para n = k. Como f é crescente,

temos que

P4 () = F(fH(a)) < f (—

ak—1 ) a® x a®

X

Donde concluimos que a inequacao (B=0]) ainda vale paran =k + 1.

Desta maneira, como

FO @) € (o a) = (%x) |

entao
1 an(:v)f2
n(z)—1
< —
< ) < =
4
1 a2n(x)—4
- <
a x?
4
1 1

? > a2n(@)—3"
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Assim, temos que

fi(x) = f'@) f(f@) - f (07 ()

donde concluimos que f é expansora em relagao a transformacao induzida e

2

com constantes C' = a* < 1 e 0 = 1/a. Assim, as hipéteses (4) e (5) sao

satisfeitas tomando L > ﬁ, independente da escolha de a € (0,1). Pois,

nesse caso, m = a, M =a+ 1/L? < 1 e, portanto,

m - 1 a o1
o— - —= )
M a)a+1/L?

Como f7(z) > 1 se n(x) > 2, entdo precisamos mostrar que f7(x) > 1 se
x € I para qualquer valor de a suficiente préximo de 1. Como f}(z) = f'(z)

se x € [xy,uj| e f'(z) é uma fungao crescente em R_, entao

inf {f/(2)} = f/(~1/a) = 2a.

zel]

Logo se a > 1/2, entao f é robustamente transitiva. a
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