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5
Ergodicidade de Sistemas Alternantes

Queremos procurar condi¢oes que garantam a ergodicidade de um sistema
alternante com respeito a uma medida absolutamente continua em relacao
a medida de Lebesgue. Apresentaremos, nesse capitulo, uma versao de um
teorema que fornece condigoes para que exista uma medida absolutamente
continua em relacao a medida de Lebesgue que seja preservada por uma
aplicagao definida no intervalo. Esse teorema garante, ainda, que a aplicacao
seja ergddica.

Primeiro, vamos dar algumas defini¢oes:

Defini¢ao 5.1 Sejam I = [a,b] e f : I — I uma aplicagao diferencidvel por

partes. Dizemos que f € expansora se, existe um inteiro n > 0 tal que
| inf(f")'(z)] > 1
para todo x € 1

Definicao 5.2 Dizemos que uma transformacao f : I — I do intervalo
I = [a,b] é Markov se existe uma cole¢ao enumerdvel {I;}r>1 de intervalos

abertos e disjuntos tal que:
1. f estd definida em \JIx e I —|J Iy tem medida nula;
2. fl1. é mondtona e é estendida a uma fun¢io C* em Iy para todo k;
3. se f(Iy) N1; # 0, entao I; C f(I);

4. para cada par k, 7, existe um inteiro R > 0 tal que

R
I; C U [ (k).
n=1
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Observacao 5.3 A transformacdao fr, induzida por um sistema alternante

crescente, € uma aplicacao de Markov. De fato,

- =Urto
k=1 k=0

€ um conjunto enumerdvel e, portanto, tem medida nula. A monotonicidade
de fr € conseqiiéncia da monotonicidade de sistemas alternantes e as hipdteses
(3) e (4) da Definicio [ZA sio trivialmente satisfeitas pois f(I) = IT para
todo k.

Seja £ a particao de uma aplicacao de Markov f : I — I. Denotaremos

por £ a particao formada pelos intervalos
LOf Y L)n...nf~etr),

onde I,...,I, € &.
Apresentaremos, agora, um conhecido teorema (ou uma de suas mui-
tas versoes). Veja uma demonstracao em (Renl, Teorema 1, p.483) e mais ex-

plicagoes em (Bowl).

Teorema 5.4 (Folclore) Seja f: R — {0} — R um sistema alternante e fr :
I — I sua transformacdo induzida. Se f; for uma aplicacio de Markov
expansora e existir M > 0 tal que

'(f")/(l“)

) <M 5

onde n € arbitrdrio e x,y sdo pontos do mesmo dtomo da particio €™, entdo
f admite uma medida invariante, absolutamente continua em relacao a medida

de Lebesgue. Além disso, [ € ergddica com respeito a essa medida.

Se uma funcao de Markov satisfaz a hipétese (B=1l) (chamada de condicao

de Rényi), entao dizemos que f possui distor¢ao limitada.

Teorema 5.5 Seja f um sistema alternante crescente C?. Suponha que valem

as sequintes hipoteses:

1. f € expansora com respeito a transformacdo f; induzida por f no

tervalo distribuidor I.
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2. Seja & a partigao induzida por f em I. Entao, existe C > 0 tal que, para
todo n € N e para quaisquer xo,yy € €M™,

Flao) fe)  f()

C ) P F )

onde

j = [ (@5),
yp ="y ) j> 1

3. As seqiiéncias
M, =max{f'(z):x € B, UB} e m,=min{f(y):y€ B, UB,}

satisfazem % < 1+e€,, onde {e,} € uma seqiiéncia de nimeros positivos
n

tal que, para todo x,

[e.9]

Z(El 4+ ...+ En(xj)—l) < OQ.
=0

Entao f ¢é ergodica com respeito a medida de Lebesgue.
Prova: Pela Observacao B3 e pelo Teorema B4, precisamos apenas mostrar

que f; possui distor¢ao limitada com respeito a partigao & = {I,,,I;7 : n > 1}

induzida por f em I. Fixe m > 1 e considere zg,yy € €. Pela definicdo de

fr, temos:
() (@ ﬁ(ﬁ PP () (T L )
vt~ W e = (e ) L 1L
Pela hipétese (2), existe C' > 0 tal que

(Y @) _ T L)

M JA0) J AT

Uy~ M )

Repare que f7(z) € Bi(x) paratodoz € IT—If ej=1,...,n(x)—1. Logo,

1 n(z;)—1

=
Gy =L

j=1
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Tomando o logaritmo nos dois lados,

=0 j=1

m— 1n1'z
<1ogC+Z Z log(e; + 1).

=0 j=1

Como log(1 + €) < € para todo € > 0, temos que

m—1n(z;)—1
(f}”)’(xo)) \
log (mi <logC + €.
(77" (w) 2, 2
Assim,
(/1) (g =
- < Cexp (614 ...+ €na)-1)
(7 (o) Z 1 o
< Cexp Z(el .ot nay)-1)
j=1
I[sso termina a prova. O

Corolario 5.6 Se f é um sistema alternante afim e simétrico, entao f é

ergodica com respeito a medida de Lebesgue.

Prova: O Corolario segue pois as hipoteses do Teorema sao satisfeitas

com C' =1 e com a seqiiéncia constante €, = 0. O
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