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A
Método iterativo para obtenção do maior e do menor auto-

valor de uma matriz hermitiana

Sejam B uma matriz hermitiana simétrica definida não negativa e emax e

emin os autovetores associados ao maior (λmax) e ao menor (λmin) autovalores

de B, respectivamente.

Teorema A.1

Se λmax é não-repetido (multiplicidade 1),

xk = Bxk−1; k = 1, 2, 3, . . .

e x0 é não perpendicular a emax, então

lim
k→∞

xk

‖xk‖2
= emax

Prova. Sejam λmax = λ1 > λ2 > . . . > λN−1 > λN = λmin os autovalores

da matriz definida não-negativa B e sejam q1,q2, . . . ,qN os autovetores

associados (como B é hermitiana simétrica estes autovetores são linearmente

independentes e formam uma base para o R
N .

Sendo x0 um valor inicial para xk temos

x0 = c1q1 + c2q2 + . . .+ cNqN

com c1 6= 0 se x0 é não perpendicular a q1 e usando (1), temos

xk = Rkx0 = c1λ
k
1q1 + c2λ

k
2q2 + . . .+ cNλ

k
NqN

= c1λ
k
1

(
q1 +

c2
c1

(
λ2

λ1

)k

q2 +
c3
c1

(
λ3

λ1

)k

q3 + . . .+
cN
c1

(
λN

λ1

)k

qN

)

assim
xk

‖xk‖
=

q1+
c2
c1

�
λ2

λ1

�k
q2+

c3
c1

�
λ3

λ1

�k
q3+...+

cN
c1

�
λN
λ1

�k
qN



q1+

c2
c1

�
λ2

λ1

�k
q2+

c3
c1

�
λ3

λ1

�k
q3+...+

cN
c1

�
λN
λ1

�k
qN
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Como 0 ≤ λi

λ1

< 1; 2 ≤ i ≤ N , resulta limk→∞

(
λi

λ1

)k

= 0, portanto

lim
k→∞

xk

‖xk‖
=

q1

‖q1‖
= emax

�

Teorema A.2 Se λmin é não repetido,

yk =

(
IN − B

tr [B]

)
yk−1; k = 1, 2, 3, . . .

e y0 é não perpendicular a emin, então

lim
k→∞

yk

‖yk‖2
= emin

Prova. Se

B′ =

(
IN − B

tr [B]

)

então B′ é hermitiana simétrica com autovalores λ′i = 1 − λi

tr [B]
. Como

tr [B] =
N∑

i=1

λi ≥ λ1 = λmax

resulta que

0 ≤ λ′1 ≤ λ′2 ≤ . . . ≤ λ′N−1 < λ′N = λ′max

Assim pela proposição 1, tem-se que a recursão

yk = B′yk−1; k = 1, 2, 3, . . .

leva a

lim
k→∞

yk

‖yk‖
= e′

N

onde e′
N é o autovetor associado a λ′N = λ′max = 1− λmin

tr [B]
, ou seja, e′

N satisfaz

B′e′
N = λ′Ne′

N =

(
1 − λmin

tr [B]

)
e′

N

Logo: (
IN − B

tr [B]

)
e′

N =

(
1 − λmin

tr [B]

)
e′

N
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o que leva a:

Be′
N = λmine

′
N

isto é, e′
N é o autovetor associado ao menor autovalor de B (e′

N = emin). �

Verificando o método através de um exemplo:

B =




11.139 −0.53100 + 4.3460 i −2.9920 + 6.4636 i

−0.53100 − 4.3460 i 4.0328 −1.6649 + 2.4734 i

−2.9920 − 6.4636 i −1.6649 − 2.4734 i 14.064




Os autovalores de B são: λ1 = 20.4933, λ2 = 8.7027, λ3 = 0.0396. Os valores

iniciais são dados por:

x0 = y0 = [−0.9947 0.0936 0.0425]T

k xH
k Bxk yH

k Byk

1 18.8958 5.0503
2 20.1692 2.5155
3 20.4335 1.3705
4 20.4824 0.7438
5 20.4913 0.4020
6 20.4929 0.2226
7 20.4932 0.1311
8 20.4932 0.0851
9 20.4933 0.0622
10 20.4933 0.0508
11 20.4933 0.0452
12 20.4933 0.0424
13 20.4933 0.0410
14 20.4933 0.0403
15 20.4933 0.0400
16 20.4933 0.0398
17 20.4933 0.0397
18 20.4933 0.0397
19 20.4933 0.0397

Tabela A.1: Convergência dos autovalores máximo e mı́nimo.
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B
Análise de convexidade da função custo CCM

Neste apêndice são examinadas as propriedades de convergência da

técnica CCM. São utilizados os resultados obtidos em [53] a respeito da

convexidade da função custo CCM.

Considere a expressão alternativa da função custo módulo constante

(CM) JCM = (E[|zk|4] − 2E[|zk|2] + 1), supondo um cenário estacionário e

que bk, k = 1 , . . . , K sejam variáveis aleatórias complexas estatisticamente in-

dependentes e identicamente distribúıdas com média zero e variância unitária.

As variáveis aleatórias bk também são supostas estatisticamente independen-

tes de n. Define-se também x =
∑K

k=1Akbks̃k, Ckhk = s̃k, Q = E[xxH ],

P = E[ηηH ], R = Q + P + σ2IM . Considere-se o usuário 1 como o de in-

teresse, w1 = w e define-se uk = A∗
ks̃

H
k w, u = AHS̃Hw = [u1 . . . uK ]T ,

onde S̃ = [s̃1 . . . s̃K ], A = diag(A1 . . . Ak) e b = [b1 . . . bK ]T . Aplicando

a restrição CH
1 w = νĥk tem-se que para o usuário desejado a condição

u1 = (A∗
1s̃

H
1 )w = A∗

1hkC
H
1 w = νA∗

1h
H
k ĥk. Na ausência de rúıdo e desprezando-

se a interferência entre śımbolos, a função custo (do usuário desejado) pode

ser expressa como

JCM(w) = E[(uHbbHu)2] − 2E[(uHbbHu)] + 1 (B-1)

= 8(
K∑

k=1

uku
∗
k)

2 − 4
K∑

k=1

(uku
∗
k)

2 − 4
K∑

k=1

uku
∗
k + 1 (B-2)

= 8(D +
K∑

k=2

uku
∗
k)

2 − 4D2 − 4
K∑

k=2

(uku
∗
k)

2 − 4D − 4
K∑

k=2

(uku
∗
k) + 1(B-3)

onde D = u1u
∗
1 = ν2|A1|2|ĥH

k hk|2. Para examinar as propriedades de con-

vergência do problema de otimização, prossegue-se de forma similar a [50].

Sujeito às restrições CH
1 w = νĥk, tem-se:

JCM(w) = J̃CM(ū) = 8(D + ūHū)2 − 4D2 − 4
K∑

k=2

(uku
∗
k)

2 − 4D − 4(ūHū) + 1

(B-4)
onde ū = [u2, . . . , uK ]T = Bw, B = A′HS̃′H , S̃′ = [s̃2 . . . s̃K ] e A′ =

diag(A2 . . . AK). Para avaliar a convexidade de J̃CM(.), calcula-se a sua matriz
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Hessiana (H) usando a regra H = ∂
∂ūH

∂(J̃CM (ū))
∂ū

que produz:

H =
[
16(D − 1/4)I + 16ūHūI + 16ūūH − 16diag(|u2|2 . . . |uK |2)

]
(B-5)

Especificamente, H é positiva definida se aHHa > 0 para todo

a ∈ C
K−1×K−1 diferente de zero [60]. O segundo, terceiro e quarto

termos de (B-5) resultam na matriz positiva definida 16
(
ūūH +

diag(
∑K

k=3 |uk|2
∑K

k=2,k 6=3 |uk|2 . . .
∑K

k=3,k 6=K |uk|2)
)
, onde o primeiro termo

fornece a condição ν2|A1|2|ĥH
1 h1|2 ≥ 1/4 que assegura a convexidade de

J̃CM(.) para o caso sem rúıdo. Como ū = Bw é uma função linear de w e

J̃CM(ū) é uma função convexa de ū, isto implica que JCM(w) = J̃CM(Bw) é

uma função convexa de w. Como os pontos cŕıticos da função custo podem ser

considerados para pequenos valores de σ2 uma pequena perturbação do caso

sem rúıdo [50], a função custo também é convexa para valores pequenos de

σ2 quando a condição ν2|A1|2|ĥH
k hk|2 ≥ 1/4 é satisfeita. É interessante notar

que, supondo-se estimativas ideais de canal (|ĥH
k hk| = 1) e ν = 1, o resultado

se reduz |A1|2 ≥ 1/4, que é o mesmo encontrado em [51]. Para valores maiores

de σ2, o termo ν pode ser ajustado de forma a tornar a função JCM convexa

como mostrado em [50].

Os dois exemplos ilustram os resultados teóricos. Supõe-se um sistema

com apenas dois usuários. Deste modo, ū = u2 = ℜ{u2} + jℑ{u2}. As

superf́ıcies função custo J̃CM(u2) = J̃CM(ℜ{u2},ℑ{u2}) são traçadas nas

Figuras B.1 e B.2, para o caso em que a condição de convexidade é cumprida

e não é cumprida, respectivamente.
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Figura B.1: Função custo CCM para |A1|2ν2 = 1.
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Figura B.2: Função custo CCM para |A1|2ν2 = 0.04.
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C
Uso de Rk na estimação de canal

A partir da análise do Apêndice B, tem-se que para o caso ideal e

assintótico que uk = (A∗
1s

H
k )w = νA∗

1g
H ĝ ≈ 0, para k = 2, . . . , K. Então,

wHr ≈ A1b1w
Hs1 + wHn e |wHr|2 ≈ |A1|2ν2|gH ĝ|2 + A1b1w

Hs1n
Hw +

wHnA∗
1b

∗
1s

H
1 w + σ2wHw. Portanto:

Rk = E
[
|wH

k r|2rrH
]
≈ |Ak|2ν2|gH ĝ|2R + E

[
|wH

k n|2rrH
]

(C-1)

≈ |Ak|2ν2|gH ĝ|2R + σ2wH
k wk

K∑

k=1

|Ak|2sks
H
k +

+ E
[
|wH

k n|2nnH
]

(C-2)

≈ (|Ak|2ν2|gH ĝ|2 + σ2wH
k wk)R + E

[
|wH

k n|2nnH
]
−

−σ4wH
k wkIM (C-3)

≈ αR + Ñ (C-4)

where R =
∑K

k=1 |A1|2sks
H
k + σ2IM . Pode-se ver que Rk pode ser aproximado

por R multiplicado por um fator escalar α mais um termo ruidoso Ñ, que,

para Eb/N0 grande suficiente, tem contribuição despreźıvel. Portanto, conclui-

se que a estimação de canal pode ser efetuada utilizando-se Rk no lugar de R,

uma vez que as propriedades de R estudadas em [58] são mantidas para Rk.
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D
Obtenção dos passos normalizados

Neste apêndice são apresentadas as normalizações dos passos dos algo-

ritmos SG e AP para os receptores lineares baseados na função custo CMV

e CCM. Em todas as derivações o ı́ndice temporal é suprimido a t́ıtulo de

simplificação.

D.1
CMV-SG

Para obter um passo normalizado no algoritmo SG de mı́nima variância

para canais planos, soma-se pk a ambos os lados de (4-2) e escreve-se a função

custo de mı́nima variância JMV = |wH
Kr|2 como:

JMV = |(wk − µw(wkr)vk)
Hr)|2 (D-1)

onde vk = (IN − pkp
H
k ). Calculando-se os termos do gradiente de JMV com

relação a µw e igualando-se os termos a zero, tem-se:

∇Jµw
= 2|wH

k r − µw((wH
k r)vk)

Hr)| × ((−wH
k r)vk)

Hr = 0 (D-2)

e a solução é dada por:

µw =
1

rHvk

=
1

rH(IN − sks
H
k )r

(D-3)

Um fator de convergência µ0 deve ser introduzido de modo que o algoritmo

opere com passos adequados, que geralmente são pequenos no caso de técnicas

não-supervisionadas para garantir bom desempenho em ambientes dinâmicos.

Logo:
µw =

1

rHvk

=
µ0

rH(IN − sks
H
k )r

(D-4)

Para obter um passo normalizado no algoritmo SG de mı́nima variância

para canais com multipercurso, como o descrito por (4-5), escreve-se a função

custo de mı́nima variância JMV = |wH
k r| da seguinte forma:

JMV = |(Πk(wk − µwrrHwk) + Ck(C
H
k Ck)

−1g)Hr|2 (D-5)

Calculando-se os termos do gradiente de JMV com a respeito a µw e igualando
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a zero, tem-se:

∇µw
JMV = 2|(Πkwk)

Hr − µw(Πkrr
Hwk)

Hr + (Ck(C
H
k Ck)

−1g)Hr| ×
× (−Πkrr

Hwk)
Hr = 0 (D-6)

Substituindo-se Πk = IM − Ck(C
H
k Ck)

−1CH
k e usando a restrição CH

k w = g,

chega-se a seguinte solução:

µw =
1

rHΠkr
(D-7)

Introduz-se um fator de convergência µ0 de modo a garantir a estabilidade do

algoritmo e um bom desempenho em ambientes não estacionários. Portanto o

passo normalizado é dado por:

µw =
µ0

rHΠkr
(D-8)

D.2
CCM-SG

Para obter um passo normalizado para o algoritmo descrito por (4-24),

reescreve-se a função custo JCM = (|wH
k r|2 − 1)2 como função de (4-24):

JCM = (|Πk(wk − µwrkekz
∗
k)

Hr + (Ck(C
H
k Ck)

−1hk)
Hr|2 − 1)2 (D-9)

Substituindo Πk = IM − (Ck(C
H
k Ck)

−1CH
k no primeiro termo de (D-9) e

usando CH
k wk = hk pode-se simplificar (D-9) obtendo-se:

JCM = (|zk − µwekzkr
HΠkr|2 − 1)2 (D-10)

Tirando o gradiente de JCM com respeito a µw e igualando a zero, obtém-se:

∇Jµw
= 2(|zk − µwekzkr

HΠkr|2 − 1)
d

dµw

|zk − µwekzkr
HΠkr|2 = 0 (D-11)

Pode-se ver, claramente, a partir da expressão acima que a minimização de

JCM leva a uma das quatro soluções elencadas abaixo:

µn.1
w = µn.2

w =
1

ekrHΠkr
, µn.3

w =
(|zk| − 1)

|zk|ekrHΠkr
, µn.4

w =
(|zk| + 1)

|zk|ekrHΠkr
(D-12)

Calculando a derivada segunda de (D-9) verifica-se que ela é sempre posi-

tiva para a terceira e a quarta solução, indicando assim que estas soluções

correspondem a um ponto de mı́nimo. Escolhendo-se, arbitrariamente, µw =
(|zk|+1

|zk|ekrHΠkr
, introduz-se um fator de convergência µ0 de modo que os algoritmos

operem com passos pequenos t́ıpicos das técnicas autodidatas para garantir

bom desempenho. Portanto o passo normalizado é dado por:
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µw = µ0
(|zk| + 1)

|zk|ekrHΠkr
. (D-13)

D.3
CMV-AP

Para obter um passo normalizado no algoritmo AP de mı́nima variância,

reescreve-se a função custo JMV[wk] = wkUUHwk usando-se como valor de

wk a equação (4-16). Calculando-se o gradiente de JMV com relação a µ e

igualando-se a zero, obtém-se:

(IP − UΠkUµ)UHw = 0P (D-14)

portanto:
µ = (UΠkU)−1 (D-15)

Da mesma forma que nos algoritmos anteriores, introduz-se um fator de

convergência µ0 de modo que os algoritmos operem com passos pequenos

t́ıpicos das técnicas autodidatas para garantir bom desempenho. Portanto o

passo normalizado é dado por:

µ = µ0(UΠkU)−1 (D-16)

Uma outra abordagem para obter um passo normalizado seria análoga ao

algoritmo BNDR-LMS. Utilizando P amostras passadas:

w(i+ 1) = w(i)− µ1Πkr(i)e(i)− . . .− µPΠkr(i−P + 1)e(i−P + 1) (D-17)

Novamente encontra-se o valor da função custo a posteriori, derivar em relação

a µ1, . . . , µP e resolve-se o sistema resultante.

JMV = ‖UHwk‖2 = ‖e(i) − UH(i)ΠU(i)E(i)µ‖2 = ‖e(i) − B(i)µ‖2 (D-18)

onde E(i) = diag [e(i)] e µ é um vetor P × 1. A Solução para µ é dada por:

µ = B−1(i)e(i) = (UH(i)ΠkU(i)E(i))−1e(i) (D-19)

O caso de P = 2 recai em (Constrained BNDR-LMS) e o caso P = 1 recai

em (CMV-SG). Os resultados de simulação tanto para esta abordagem como

para anterior foram praticamente iguais. Novamente, introduz-se um fator

de convergência µ0 de modo que os algoritmos operem com passos pequenos

t́ıpicos das técnicas autodidatas para garantir bom desempenho. Portanto o

passo normalizado é dado por:

µ = µ0B
−1(i)e(i) = µ0(U

H(i)ΠkU(i)E(i))−1e(i) (D-20)
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Sumário das notações

ℜ{·} seleciona a parte real de um número complexo

ℑ{·} seleciona a parte imaginária de um número complexo

‖ · ‖ norma-2 de um vetor

E [·] valor esperado

Ik matriz identidade k × k

0m×n matriz nula m× n

0m matriz nula m×m ou vetor nulo m× 1

tr [·] traço de uma matriz

sgn [·] função signum

diag (A) vetor cujas componentes são a diagonal da matriz A

diag (a) matriz diagonal cujas diagonal principal são as componentes do vetor a

diag (ai) matriz diagonal cujas diagonal principal são as componentes do vetor a

cujos elementos são dados por ai

J
i,j
P matriz P × P cuja única entrada não nula é 1 e se localiza na posição (i, j)

X(ℓ1 : ℓ2, :) a matriz menor de X contendo as linhas de ℓ1 a ℓ2 e todas as colunas

(·)∗ complexo conjugado

(·)T transposto

(·)H hermitiano (transposto conjugado)

R conjunto dos números reais

C conjunto dos números complexos
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