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A
Método iterativo para obtencao do maior e do menor auto-
valor de uma matriz hermitiana

Sejam B uma matriz hermitiana simétrica definida nao negativa e ey, €
€min 08 autovetores associados ao maior (Apax) € a0 menor () autovalores

de B, respectivamente.
Teorema A.1

Se Amax € nao-repetido (multiplicidade 1),
Xk:BXk_l; k:1,2,3,...

e Xg € nao perpendicular a €y,y, entao

i Xk

1m = €max

koo || %2

Prova. Sejam Apax = A1 > Ay > ... > Ay_1 > Ay = Ann 0s autovalores
da matriz definida nao-negativa B e sejam qi,qs,...,qy 0s autovetores

associados (como B é hermitiana simétrica estes autovetores sao linearmente
independentes e formam uma base para o RV,

Sendo xp um valor inicial para xj temos
Xo = C1q1 + C2q2 + ... + CNQN
com ¢; # 0 se Xo é nao perpendicular a q; e usando (1), temos

x; = RFxg=c Mg+ Mg +... +exvdan

C )\ F C )\ k CN )\N K
2 2 3 3
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k
Como 0 < /’\\—i < 1;2 <1 < N, resulta limg_. (%) = 0, portanto

1i Xk a1
im = =
koo [l [lau|

emax

Teorema A.2 Se A\, € nao repetido,

B
=(Iy — —— 1 k=1.23,...
Y (N tr[B})yk 15 y 45Dy

e yo € nao perpendicular a €y, entao

lim LQ
k—oo [|yy|]

min

Prova. Se B
B =(Iy— ——
( AT [B])

entdo B’ é hermitiana simétrica com autovalores \; =1 — m Como
r

N
tr [B} = Z)\z Z )\1 = >\rnax
=1

resulta que
0< N <A< ... <Ny < Ny=A\

max

Assim pela proposicao 1, tem-se que a recursao

yi = B'yr1; k=1,2,3,...

leva a
. Yk W
lim = ey
k=00 |||
/ 7 : / ! )\mln . / .
onde €'y é o autovetor associado a Ny =\, =1— m, ou seja, €y satisfaz
r

AInin
B'ely = \Nyely = (1 o [B]) ey

() = (- )

Logo:
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o que leva a:

/ /

isto é, €y é o autovetor associado ao menor autovalor de B (€}y = epn). B

Verificando o método através de um exemplo:

11.139 —0.53100 4 4.34607 —2.9920 + 6.4636 7
B = | —0.53100 — 4.3460¢ 4.0328 —1.6649 + 2.4734+¢
—2.9920 — 6.46367 —1.6649 — 2.47341 14.064

Os autovalores de B sao: Ay = 20.4933, Ay = 8.7027, A3 = 0.0396. Os valores

iniciais sao dados por:

Xg = Yo = [—0.9947 0.0936 0.0425]"

‘ kaBxk ‘ y,fok ‘
18.8958 | 5.0503
20.1692 | 2.5155
20.4335 | 1.3705
20.4824 | 0.7438
20.4913 | 0.4020
20.4929 | 0.2226
20.4932 | 0.1311
20.4932 | 0.0851
20.4933 | 0.0622
20.4933 | 0.0508
20.4933 | 0.0452
20.4933 | 0.0424
20.4933 | 0.0410
20.4933 | 0.0403
20.4933 | 0.0400
20.4933 | 0.0398
20.4933 | 0.0397
20.4933 | 0.0397
20.4933 | 0.0397

O| 0| | O T x| W[ DO ] =

—_
=}

—_
—_

—_
[\

—_
w

—_
s

—_
ot

—_
D

—_
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—_
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—_
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Tabela A.1: Convergéncia dos autovalores maximo e minimo.
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B
Analise de convexidade da funcao custo CCM

Neste apéndice sao examinadas as propriedades de convergéncia da
técnica CCM. Sao utilizados os resultados obtidos em [53] a respeito da
convexidade da funcao custo CCM.

Considere a expressao alternativa da funcao custo moédulo constante
(CM) Joy = (El|z]Y] — 2E[|z]?] + 1), supondo um cendrio estaciondrio e
que bg, k =1,... , K sejam variaveis aleatorias complexas estatisticamente in-
dependentes e identicamente distribuidas com média zero e variancia unitaria.
As variaveis aleatérias b, também sao supostas estatisticamente independen-
tes de n. Define-se também x = Zszl ApbiSy, Cihy, = 8, Q = E[xx'],
P = Enn], R = Q + P + ¢%I);. Considere-se o usuério 1 como o de in-

teresse, w; = w e define-se u, = Aisfw, u = ATSHw = [uy ... ug]”,
onde S = [8;...8x], A = diag(A;...A;) e b = [by...bg]|T. Aplicando
a restricaio CHw = vhy tem-se que para o usuario desejado a condicao

u; = (A3 )yw = Ath, CHw = vAihh;. Na auséncia de ruido e desprezando-
se a interferéncia entre simbolos, a func¢ao custo (do usudrio desejado) pode

Ser expressa como

Jou(w) = E[(u”bb"u)?] - 2E[(u”bb”u)] + 1 (B-1)
- S(Z upul)? — 4Z(uku2)2 — 4Zuku’,§ +1 (B-2)

K K K
= 8(D+ Z upuy)® —4D?* — 4 Z(ukuZ)Q —4D — 4Z(uku}2§8—31)
k=2 k=2

k=2

onde D = wu} = v?|A;*|hfTh;|?. Para examinar as propriedades de con-
vergéncia do problema de otimizagao, prossegue-se de forma similar a [50].

Sujeito as restricoes CHw = vhy, tem-se:

K
Jon(w) = Jeyr(n) = 8(D +u'n)* —4D* — 4 " (wup)? — 4D — 4(u"w) + 1
k=2
o (B-4)
onde i = [ug,...,ug|l = Bw, B = A'MSH S = [5,...8¢] e A/ =

diag(A, ... Ax). Para avaliar a convexidade de Jep(.), calcula-se a sua matriz
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A(Jom ()

e que produz:

Hessiana (H) usando a regra H = &HLH
H = [16(D — 1/4)I + 16a”al + 16aa” — 16diag(jus]? . .. |uK|2)] (B-5)

Especificamente, H ¢ positiva definida se a?Ha > 0 para todo
a € CFIXE=1 (diferente de zero [60]. O segundo, terceiro e quarto

termos de (B-5) resultam na matriz positiva definida 16<ﬁﬁH +

diag(3 1, [ug|? 25227,#3 lugl?. .. ZkK:&k#K ]uk]2)>, onde o primeiro termo
fornece a condicio 12|A;2/hFhy|2 > 1/4 que assegura a convexidade de
Jeur()) para o caso sem ruido. Como @ = Bw ¢ uma funcio linear de w e
Jou () é uma fungao convexa de 1, isto implica que Joa(w) = Joa (Bw) é
uma fungao convexa de w. Como os pontos criticos da func¢ao custo podem ser

2 uma pequena perturbacao do caso

considerados para pequenos valores de o
sem ruido [50], a func¢@o custo também é convexa para valores pequenos de
o quando a condicao v2|A;[2|hfh,|? > 1/4 é satisfeita. E interessante notar
que, supondo-se estimativas ideais de canal (|hfh;| = 1) e v = 1, o resultado
se reduz |A;|* > 1/4, que é o mesmo encontrado em [51]. Para valores maiores
de 02, o termo v pode ser ajustado de forma a tornar a funcio Joy, convexa
como mostrado em [50].

Os dois exemplos ilustram os resultados tedricos. Supoe-se um sistema
com apenas dois usudrios. Deste modo, u = uy = R{us} + jS{us}. As
superficies funcio custo Jea(us) = Joa(R{us}, 3{us}) sdo tracadas nas
Figuras B.1 e B.2, para o caso em que a condi¢ao de convexidade é cumprida

e nao é cumprida, respectivamente.
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Fungdo Custo CCM - [A;|%2 =1

20
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15 D,
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KL
% ATl
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0. % ///v//
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0 S O DD S

S{uz} ' R{uz}

Figura B.1: Funcio custo CCM para |A;|?v? = 1.

Fungdo Custo CCM - |A;]%? = 0.04
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Figura B.2: Fungao custo CCM para |A;[*v? = 0.04.
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C
Uso de R; na estimacao de canal

A partir da andlise do Apéndice B, tem-se que para o caso ideal e
assintético que uy = (Ajsf)w = vA;gfg ~ 0, para k = 2,..., K. Entdo,
whir ~ Abywlls; + win e |[wir|? ~ |A]22|glg]? + Aibywlsinfw +

winAibist'w + o?wlw. Portanto:
R, = E[|lw/rlrr”] =~ |A2%g"g)*R + E [|wi/n[’rr”] (C-1)

K
~ ALV B R + oWl wi Y [ AxPss) +

+E [|w/n|*nn"] - (C-2)
~ (AP g + o*wiwyR + E [[wifn['nn'T] -

—o'wiwily (C-3)
~ oR+N (C-4)

where R = Zszl | Ay 2spst + 021),. Pode-se ver que Ry, pode ser aproximado
por R multiplicado por um fator escalar & mais um termo ruidoso N, que,
para Fj /N, grande suficiente, tem contribuicao desprezivel. Portanto, conclui-
se que a estimagao de canal pode ser efetuada utilizando-se Ry no lugar de R,

uma vez que as propriedades de R estudadas em [58] sdo mantidas para Ry.
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D
Obtencao dos passos normalizados

Neste apéndice sao apresentadas as normalizacoes dos passos dos algo-
ritmos SG e AP para os receptores lineares baseados na funcao custo CMV
e CCM. Em todas as derivagoes o indice temporal é suprimido a titulo de

simplificacao.

D.1
CMV-SG

Para obter um passo normalizado no algoritmo SG de minima variancia
para canais planos, soma-se py a ambos os lados de (4-2) e escreve-se a fungao

custo de minima variancia Jyv = |[wir|? como:
Juv = [(Wi — o (wir)vi) Tr) (D-1)

onde v, = (Iy — prpY). Calculando-se os termos do gradiente de Jy; com

relacao a p,, e igualando-se os termos a zero, tem-se:
Vi, = 2iwie — (Wit vie) )| x ((—wir)vi) e = 0 (D-2)

e a solugao ¢ dada por:

1 1
Hw = (D—?))

T orHvy, r(Iy — sgsihr
Um fator de convergéncia py deve ser introduzido de modo que o algoritmo
opere com passos adequados, que geralmente sao pequenos no caso de técnicas
nao-supervisionadas para garantir bom desempenho em ambientes dinamicos.
Logo: 1

Hw =

Ho
- D-4
iy, rH(Iy —spsir (D-4)

Para obter um passo normalizado no algoritmo SG de minima variancia

para canais com multipercurso, como o descrito por (4-5), escreve-se a fungao

custo de minima variancia Jyv = |[wir| da seguinte forma:
Iy = [(Ig (Wi — prr™wy) + Cx(CJICr)'g) r? (D-5)

Calculando-se os termos do gradiente de Jyy com a respeito a i, e igualando
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a zero, tem-se:

Viedwv = 2|(ILwi) "t — py (Mrr”wy) " + (Ci(C Cr) 'g) x| x
x (—Iirr"wy)fr =0 (D-6)

Substituindo-se I = I; — C,(CHC,)1CH e usando a restricio Cllw = g,
chega-se a seguinte solucao:

1
w D-7

Introduz-se um fator de convergéncia py de modo a garantir a estabilidade do
algoritmo e um bom desempenho em ambientes nao estacionarios. Portanto o

passo normalizado é dado por:

Ho
. D-8

D.2
CCM-SG

Para obter um passo normalizado para o algoritmo descrito por (4-24),

2

reescreve-se a fungao custo Jopr = (|[wir|? — 1)2 como fungao de (4-24):

JCM = (lsz(Wk — uwrkekz,ﬁ)Hr + (Ck(CkHCk)_lhk)Hr|2 — 1)2 (D-g)

Substituindo I, = I, — (Ci(CHCy)"*CH no primeiro termo de (D-9) e

usando CHwy, = hy, pode-se simplificar (D-9) obtendo-se:
Jom = (|Zk - MwekaI“HHkﬂQ - 1)2 (D—lO)
Tirando o gradiente de Jojp; com respeito a p,, e igualando a zero, obtém-se:

d
Vo = 2(|2k — pwerzr T — 1)—d |2k — pwerzr |2 =0 (D-11)
L

Pode-se ver, claramente, a partir da expressao acima que a minimizacao de

Jou leva a uma das quatro solugoes elencadas abaixo:

1 ns_ Uzl =1 a0 (a4 1)

- == 7/ = ——-—— (D-12
GkI‘HHkI'7 v |Zk|6erHkI'7 v |Zk|€kI‘HHkI' ( )

NZ.I — /LZ;Q _
Calculando a derivada segunda de (D-9) verifica-se que ela é sempre posi-

tiva para a terceira e a quarta solucao, indicando assim que estas solugoes

correspondem a um ponto de minimo. Escolhendo-se, arbitrariamente, p,, =

(|zr |41
|Zk‘€kI'HHkI"

operem com passos pequenos tipicos das técnicas autodidatas para garantir

introduz-se um fator de convergéncia py de modo que os algoritmos

bom desempenho. Portanto o passo normalizado é dado por:
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(|| +1)
Moy =

= lg—————t. D-13
O‘Zk|€kI'HHkI‘ ( )

D.3
CMV-AP

Para obter um passo normalizado no algoritmo AP de minima variancia,
reescreve-se a funcao custo Jyy|[wi] = wp,UU"w,, usando-se como valor de

wy, a equacao (4-16). Calculando-se o gradiente de Jyy com relagdo a p e

igualando-se a zero, obtém-se:
(Ip — UIL,Up)U"w = 0p (D-14)

portanto:

p = (UILU)™! (D-15)
Da mesma forma que nos algoritmos anteriores, introduz-se um fator de
convergencia iy de modo que os algoritmos operem com passos pequenos
tipicos das técnicas autodidatas para garantir bom desempenho. Portanto o

passo normalizado é dado por:
p = po(UTLU) ™ (D-16)

Uma outra abordagem para obter um passo normalizado seria analoga ao
algoritmo BNDR-LMS. Utilizando P amostras passadas:

w(i+1)=w(i) — uIr(i)e(i) — ... — upIlir(i— P+ 1)e(i — P+ 1) (D-17)

Novamente encontra-se o valor da fungao custo a posteriori, derivar em relacao

a (i1, ..., up e resolve-se o sistema resultante.

Jav = U wil|* = [le(d) — UM () ITU)E(i)p* = [le(i) — B(i)u|* (D-18)

onde E(i) = diag[e(i)] e g é um vetor P x 1. A Solucao para p é dada por:
1= B (i)e(i) = (U ()TLU()E() e(i) (D-19)

O caso de P = 2 recai em (Constrained BNDR-LMS) e o caso P = 1 recai
em (CMV-SG). Os resultados de simulagao tanto para esta abordagem como
para anterior foram praticamente iguais. Novamente, introduz-se um fator
de convergéncia jy de modo que os algoritmos operem com passos pequenos
tipicos das técnicas autodidatas para garantir bom desempenho. Portanto o

passo normalizado é dado por:

= 1B~ (D)e(i) = uo(U" ()ILU(1)E(i) e (i) (D-20)
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Sumario das notacoes

R{-}
S{}
-1

seleciona a parte real de um ntimero complexo

seleciona a parte imaginaria de um numero complexo

norma-2 de um vetor

valor esperado

matriz identidade k x k

matriz nula m x n

matriz nula m x m ou vetor nulo m x 1

traco de uma matriz

funcao signum

vetor cujas componentes sao a diagonal da matriz A

matriz diagonal cujas diagonal principal sao as componentes do vetor a
matriz diagonal cujas diagonal principal sao as componentes do vetor a
cujos elementos sao dados por a;

matriz P x P cuja unica entrada nao nula é 1 e se localiza na posigao (i, j)
a matriz menor de X contendo as linhas de ¢; a ¢5 e todas as colunas
complexo conjugado

transposto

hermitiano (transposto conjugado)

conjunto dos nimeros reais

conjunto dos nimeros complexos
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