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5
Método de Elementos Finitos

5.1
Introducao

O método de elementos finitos é o método de discretizacao utilizado
na simulagao numérica do compressor bp, que é o objeto desta Dissertacao,
para se obterem as freqiiéncias naturais, os modos de vibragao, a dinamica
do rotor e sua resposta em freqiiéncia. Portanto se discorrerda sobre o tema
neste Capitulo.

O principais constituintes do Método de Elementos Finitos para a solugao

de um Problema de Valor de Contorno sao:

— A Formulacao Fraca do Problema.

— Fungoes Interpolantes.

5.2
Formulacao Fraca

Parte-se da formulagao forte para se chegar a formulagao fraca.
Considere-se um exemplo unidimensional de um problema de valor

de contorno, dado pela equagao 5-1:

ST D) 4 gy = f(2) (5-1)

sendo as fungoes wu,p,q,f definidas no intervalo [0 1]. As condigdes de

contorno sao dadas por:

u(0) = 0; %(1) —0 (5-2)
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A forma mais simples deste problema é para p(z) =1 e g(z) =0,

d?*u
P + f(z) =0 (5-3)

Supondo-se que f tenha energia finita:

/0 (f(z))*dz < o0 (5-4)

O espaco de funcoes que satisfaz a equacao 5-4 é denotado por H?, sendo o
indice sobrescrito o niimero requerido de derivadas com energia finita
para a funcao f. Neste caso f nao precisa de derivada com energia
finita. u por sua vez pertence ao espago de fungoes denotado por HZ,
significando que a segunda derivada de u deve ter energia finita, ou

seja:

/O (%)2 < 00 (5-5)

O indice subscrito, C', refere-se as condig¢oes de contorno u(0) = 0 e
uw'(L)=0.
O problema da equacao 5-3 com as condigoes de contorno 5-5 é

conhecido como formulagao forte

Partindo-se de uma formulagao forte para uma formulacao fraca sao

necessarios dois passos:

1. Produto interno da equacao 5-3 com w

(o)

Sendo w uma funcao teste. A equacao 5-6 também pode ser escrita

Jw) + (fyw) =0 (5-6)

COImo:

/0 dd“—x@w(x)dﬁ /O f(@)w(z)dr =0 (5-7)

2. Integracao por partes da equacao 5-7. Lembrando-se que: fol udv =
1

1
— du:
uv‘o Jy vdu
L du dw du|! ! L du dw !
——dr —w—| = dr = ——dx = d 5-8
Od:cd:cx Yz lo /Ofwx /ded:cm /Ofwx (5-8)

A funcao teste deve satisfazer a condi¢ao de contorno essencial, u(0) = 0,

mas nao precisa satisfazer a condi¢do de contorno natural «'(1) = 0.
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Uma vantagem da formulagao fraca é que a exigéncia quanto as derivadas
da funcao u é de 1* ordem, enquanto que na formulacao forte u precisa
ser ter derivada de 2* ordem. Portanto u e w peretencem ao espaco

denotado por H;, onde E refere-se as condigoes de contorno essenciais.

Dado um problema na formulacao fraca, caso nao haja como obter
uma resposta analitica, deve-se aproximar u, da seguinte forma(a;
coeficientes determinados por condigbes suplementares, ¢;, funcoes

linearmente independentes):

= Z a;hi(x) (5-9)

Esta aproximacao gera um erro:

o0

u(z) =un(z) + Y aigi(x) (5-10)

1=N+1

erron

Reescrevendo-se a equacao 5-8 com a aproximacao:

/o1 UZZZ—SMZ—S) - /01 f(@)w(z)dr = /01 d(WdO;V(fB)) dt;fl:(px)dx

(5-11)
A funcao teste, w, serd aproximada por ¥, Vs, ..., Yn.
Assim como ¢;, estas fungoes sao LI.
Substituindo-se a aproximacao 5-9 na equacao 5-11 chega-se a:
dgi(x) dwz d(erron(x)) vi(x)
7 K3 d
i /0 Tdr / foile / da dr "
(5-12)
Quer-se obter funcoes teste, w, que sejam ortogonais ao erro.
Assim sendo,
1
d d
/ (erron(x)) w(I)da: _0 (5.13)
0 dx dx

5.3
Método de Galerkin

A equacao 5-12 passa a ser:

Y L 1
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O método de Galerkin impoe que as funcoes-teste e aproximantes sejam
idénticas, ou seja, ¥; = ¢;. A equacao 5-15 mostra a formulacao resultante

apos a aplicacao do Método de Galerkin no problema da equagao 5-1

o /0 df}i / Fou(x)dz (5-15)

5.4
Problemas de Barras

Barra Configuracéo Formulacdo Fraca C.C. Essencial
L gty au di
/ 4J,|1 i‘lullltf.r-l—/ E~1 |.1 E‘If—l"{'ldi
Livre-Livre
L
= f flz t(r)de
1]
Lo i
/ ,043,|’-1 i‘lullltf.r-l—f E~1Lu fl%l"{'ldi
Fixa-Livie | ! u(0,t) =0
/] L
/ = / fle, tih(z)dx
1]
L g% L 3] 1
] —1Jrell E‘lul?.ltfr-i-/ E—l{ul.l fl%lTldi
. - (1] P 5
Fixa-Mola y ke w(0,t) =0
L
d +hu(L,tyL) = / fla, tix)dr
L c;i
/ - Lj:.: L, Tl ) ] 5'4{—“! fli—lrldi
. i o= ] ar
Fixa-Massa /1 me L u I:fl f‘_] =0
a2 L
-|—‘,1’]r1£'.‘:;'!|:_£_: ;;; (L, _‘/,-_,' fl:_,”-'.‘.f-_:l L'.'[_C{"_:Idi‘
5.5

Problemas de Vigas
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Viga Configuracao Formulacao Fraca C.C. Essenciais
L a2 I o2 3‘“,:
] i {d l,ur tp(x)de +/ EI?—qf[_:r.r;ud—:[_i‘jdx
Livredivie  [C———— | o 0z ds _—
L
= flo, thl(z)ds
0
bt d2 u(0,t) =0,
A / p{ ITE‘ILITId.?.-i—/ Ef ITII slrlde
Engastada-Livre | A1 0 dr?
/ du
/ flz, thp(z)dr —(0,t)=0
f)g
L 72 2 P 3
Y / o '-'.e:‘ Lyt de / EI IT tlLli jdx u(0,t) =0,
Engastada-Mola |*] . o2 dz®
. g )
’ i)
e -E +hu(L, thp(L) = ] fle thb(z)de ﬂl 0.t)=0
0 rfg
L @2 Fq i Y —
/ Ip—l uIT tiix)de -i—/ .E.lr IT 1‘|:?|.1|th HI,.U_I‘.,I 0,
Engastada-Massa ,- 0
- Pu I du,
+i‘ﬂe¥[..£. the(L) = /L: flr, t(z)d I| (. 1',‘ =10

5.6

Problema de uma viga engastada-mola

C.C.ESSENCLALS
u(0,t) =0
Su(0,t) =0

Condigoes iniciais:

u(z,0)

j X=X

= ug(x)

Equagao da dinamica de uma viga:

0%*u

692

(@) A@) Gy (8) + = | E@)I(2) 55 (2,1

kel>
-

c.c.naturars

V(L,t) = 2 (L,¢)

M(L,t) =0

%(2,0) =

vo()

u :f($,t>
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Objetivos:

— Aproximar modos de vibragao (MEF);
— Aproximar dinamica em determinado ponto do sistema ().

5.7
Formulacao Fraca: Viga engastada-mola

[ pAZ (2, )y (x)da + [ EIZ4(x, t)(x)de = [i f(z, t)¢(x)de

vy € Adm,
L 2 3 3 2
/ pAT 2 0, p(a)de + BTG S (L, 1) ~BI(0) 2 — EI %(L, e
0 x —~— 0x T x
= ke u(L,t) =
2u dy(0) /L &u d%p /
EI(%U? dz + 0 EI(? (1 S
———

=0

Formulacao Fraca:

/0 pAg—z(:l: t)w(x)dx+/0 El%( >d%;< Vdz + k(L (L)

-/ e typ(a)da

P(z) € Admy
Admy = {6+ (0, 1) — RI(0) = 0, % (0) = 0}
a(u,v) = f(¢¥)
Consideracoes:

— Forgas externas nulas: a(u,) =0

— u(z,t) = e“to(x)

o [ pastomione = ko) + [ BIES @ T @
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Vi € Admy

Deseja-se calcular:

— w; - freqiiéncias naturais

— ¢; - modos de vibracao

5.8

Método de Elementos Finitos

— Aproximagao do dominio;

— Aproximagao da solucao no dominio aproximado;

Acoplamento das equagoes elementares;
— Imposicao das condigoes de contorno;
— Sistema de equagoes.

5.9

Modos de Vibracao: Viga engastada-mola

94

05 B P R RTTRREY™ . IO PP P PP 05 B L P TETpp 05 S P PRRRE PPN ST
1=8.9059 f2=51.2257 : 3 = 1431241
P Q0 : @Ot
1° modo 3° ﬁodo
05 SRR 05 S =05 : :
-0.5 0 05 1 1.5 -05 0 0.5 1.5 -0.5 0 05 1 15
X X X
f4 = 280.4014 f5 = 463.5027 6 = 692.3904
Q0 QoL Q0
4°modo 5°modo 6° modo
OS b . -05 : SO5E :
-0.5 0 0.5 1 1.5 -05 0 05 1.5 -0.5 0 0.5 1 1.5
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5.10
Modelo reduzido: Viga engastada-mola

MU+ KU = F

- Z ¢n($)a

L 82uN 82 N dng T
/0 p AT (0, 1)6 )dac+/ B1% (e d;g ) d

vV vV
op. massa op. rigidez

J/

ko (L)L) = /O F(@, ) (x)da

Vv
carregamento

L ) d? Zd2 ]
/0 pA¢Z¢Jd.Z’ ai+k€q§i¢j az+A Eld¢ Cb dx / fgbjdl’

5.11
Aproximacao da dinamica: Viga engastada-mola

Aproximagao com 5 modos (N = 5):

¢N: O1 P2 Q3 Qs Os

nXN

Define-se: U = ¢™gq

Equagao reduzida:
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-5 Dinamica da viga no ponto x = Xg

8 T T T T T T

A i | i i i i | i i
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05
tempo
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Problema

1

Modelo Matematico
(equacgides diferenciais)

Considerar:
geometria Melhorar Modelo
. Matematico
- carregamento (distribuido / concentrado)

- propriedades do material
- condigoes de contorno / condigbes iniciais
- etc

Discretizagao por Elem. Finitos
Escolher:

- Tipo de elemento

- Precisao desejada
Representar:

- Carregamento

- Condigbes de contorno

l

Escolher M elementos

Discretizacao de um
modelo matematico

pelo Método de
Elementos Finitos

l N=2N
-
Determinar precisao
NAO
Precisao satisfeita?

Interpretagéo de resultados
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L. {(Numher
1

of Spans)

"

Mode Numher (i)

o 1 2 3 4 3 6
1 1.875 4,694 7. i1.00 14.14 17.28
2 1.370 1,921 4 7,033 7.842 10,19
3 1.541 3.57 4. 4,720 f. 707 7.430
4 1.539 3,403 3.928 4,450 4,723 6,545
5 1.53% 3. 116 3.708 4,148 4,538 4,724
& 1.539 3.265 3.563 3,927 4.292 4,592
7 L5359 3,23 3. 466 3,767 4,086 4,389
a .939 1,213 3,399 3.h4Y 3,926 4,204
] L5339 3,198 149 3. 560 3.802 4,051
110 539 3.187 1,312 3,492 L703 3.82
11 1.539 1.17% 3,283 3,439 3.624 3.624
12 1,539 3,173 3.263 3.387 3.559 3.73%

L e et

245 1.362 i
232 3.334 3
221 3

3.463

3.507 3.669

LB09
A2 3.559

()

]
|

-
A

/\

B il

A (Numhaer of Spans)
'y

ser Mode Number (i)
ot ~
cnanela) 1 2 3 4 5 b
1 3.142 283 u, 42 12,37 15.71 18,8
2 3,142 - rY f,283 PLOGE U, 424 10,2
3 1,142 3.557 4,29 4.711 6,707 £730)
3. 147 3,493 3, 4, 467 P
5 3,142 3.310 3. L, 4
& 30142 3,280 R L HE] &,
3,142 1,230 1, 4 .
% 3,142 1.710 1. 3 3.
9 3,142 3,18 3. 3. 3.
10 3,142 3. 18R 1088 3.
3142 1.178 3,436 3.
12 3142 3,171 1,393 3,
13 30142 3,168 1,244 3,359 3 1.
14 3,141 3164 3,230 3,132 1.4 k!
13 3741 3,161 3.219 3.309 3. 1,55

Figura 5.2: Blevis: Viga bi-apoiada com apoios

intermediarios

98
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