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6
Modelagem, Discretizacao e Simulacao

6.1
Modelagem do Rotor

6.1.1
Introducao

O rotor que ¢ tratado nesta Dissertacao foi modelado, discretizado
e simulagoes numéricas foram executadas para reconstruir e o problema
industrial de forma qualitativa e propor solugoes ao problema.

O programa implementado em MATLAB® tem as seguintes caracteristicas:

— Utiliza o modelo de viga de Timoshenko;

— As matrizes de elementos finitos compostas de massa, rigidez,

amortecimento, forcas giroscopicas e inercia de rotacao;

— Cada segmento do rotor pode ter diferentes diametros e caracteristicas

materiais;

— Impelidores e discos desbalanceados (com massa concentrada) pode
ser acrescentada a um ponto especifico. Caso o momento de inércia

seja significativo no disco, haverd efeitos de acoplamento;

— Os mancais radiais de deslizamento sdo dotados de coeficientes

de rigidez (k..,kyy, ks € ky,) e coeficientes de amortecimento
(Cazs Cyyy Cay € Cy2);
— Mancal de escora, com coeficiente de rigidez ka, e amortecimento cag;
— Executa a andlise modal (freqiiéncias naturais e modos normais);
— Fornece o Diagrama de Campbell (velocidades criticas);
— Modelo reduzodo utilizando-se os modos normais;
— Resposta dinamica;

— Resposta do Sistema no dominio da freqiiéncia.
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No entanto hd limitacoes do programa, a saber:

— Apenas respostas em regime constante sao implementadas, isto é
Q) = cte;

— Cada elemento tem se¢ao de édrea constante (nao foi implementado

um elemento conico);
— Osa coeficientes dos mancais sao constantes;

— Apenas pequenas rotacoes e deslocamentos sao considerados.

Como Utilizar o Programa

O programa principal chama-se rotor_principal.m, que chama outras
subrotinas. As trés subrotinas principais sdo: sub_modosnormais.m,
sub_dinr.m e sub_f ft.m. Consiedere-se o esquema de rotor-mancal na figura
6.1

Mancal 1 Tlmpelidor Mancal 2

Figura 6.1: Modelo de um sistema rotor-mancal

Neste caso escolheu-se dividir o rotor em seis regioes. Cada regiao
pode ter diferentes caracteristicas geométricas e propriedades de material

diferentes.

— Propriedades do Material: entrar com as propriedades do material de

cada regiao (quantas se queiram).

Médulo de Elasticidade: [_.E = [E; Ey ...Fg];
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Densidade: [_p = [p1 p ....ps];
Coeficiente de Cizalhamento: [_.v = [v) vy ...1g]
Fator de Cizalhemento: [_k; = [ks kso ...ks6]

Coeficiente de Amortecimento: ¢ = cyjgq

— Geometria: entrar com as caracteristicas geométricas de cada regiao:

Comprimento: |_L = [Ly Ly ...Lg]
Diametro: [_D, = [De¢1 Des ... D]

— Mancais: entrar com as localizacoes e as caracteristicas:

Iomancal = [ LM1 ka, kyy, kzzi kyz kzyi car cyy, czz cyz czya; |
[ LM2 kay kyys kzze kyze kzys cas cyys czze cyze czyas |

(no caso de nao haver mancal de escora, considerar ka = 0.

LM1= é a localizacao do mancal niimero 1. Na figura 6.1 o mancal

nimero 1 estd na localizacao 2.

LM2= ¢ a localizacao do mancal nimero 2. Na figura 6.1 o mancal

nimero 2 estd na localizacao 6.

Disco(massas concentradas): entra com a localizacao do disco/massa

e suas caracteristias.

1. Mass=[ Mp Ip Ip, LD |

Mp = massa do disco.

Ip = é 0 momento de inércia do disco MpD?%/8.

Ip, = momento polar de inércia do disco, MpD?%,/16.

LD = posicao do disco. Na figura 6.1 o disco estd na localizacao 4.

— Forcas Externas entrar com as forcas externas. A velocidade de

rotacao é Q rd/s.

I.F =[ Funp wy fase dof LF .
A figura 6.2 demonstra a ordem dos graus de liberdade do né.

Fomp = é a amplitude da forca. Exemplo, se um rotor tem grau
de qualidade de balanceamento, Gr, a massa desbalanceada
Udesy = GrMp/(21000) e Fomp = ugess?,  é a velocidade de

rotacao do sistema.

wr = ¢ a freqiiencia da forca aplicada. Para o caso de
desbalanceamento, wy = €); fase = é a fase da forca aplicada,
F = Foppcos(wst + fase).
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=
<
N

Uvz 4

Figura 6.2: Ordem dos graus de liberdade do né

dof = é o numero de graus de liberdade onde a forga é aplicada, que
pode ser 1,2 ou 3:
dof =1— F, = Fypyp cos(wst + fase) forga axial;
dof =6 — F, = Fypy cos(wyt + fase) forga torcional;
dof =2 — F, = Fynpcos(wst + fase) forca lateral na diregao
Y;
e — F, = F,,, cos(wst + fase) forca lateral na direcao z.

LF = localizacao onde a forca é aplicada. Neste exemplo, a forca estd

aplicada na localizacao 4.

Gravidade: pode-se considerar a forca da gravidade devido ao peso
proprio do rotor assim como das massas concentradas (grav=
9.81).

— Simulagao e Erro entrar com tempo de simulagao, o nimero de modos

que se queira executar a simulagao (N), e a precisao requerida para a

Nesima freqiiéncia.

tspan [0,0.01,0.02, ..., 3] segundos.
N namero de modos usados no modelo reduzido.

err maximo erro permissivel.

— Erro na Dinamica: Diversas simulacoes dinamicas sao salvas ao
se elevar N. O programa convergencia-N.m deve ser rodado. Este
programa calcula o erro percentual usando a norma H? (espago de
Sobolev) da seguinte forma:

Considere-se que Us(z,t) é a resposta dinamica do eixo para N =5 e

Upo(zx,t) é a resposta dinamica do eixo para N = 10.

erroio—s = 100.media <efr(ft()t)> . (6-1)
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onde:

erlt) = [ (U Us)ds + [
erres(t) = /OL(U10)2d$ + /OL(U{O)QCZQC + /OL(U”m)ngg(ﬁ_g)

L

L
Uy — Ub)’da ‘|‘/ (U9 — U”5)da(6-2)
0

(’)é a diferenciacao com respeito a x e media nao significa média no

tempo.

6.1.2
Formulacao Variacional

Sistemas de equagoes que modelam o rotor do compressor bp é descrito
na seqiiéncia.

Seja [[ um funcional definido como:

I1= / tQ(U — T — W)dt. (6-4)

Onde U descreve a energia potencial de deformacao do corpo, T é a
energia cinética, e W o trabalho exercido pelas forcas externas. Aplicando-se

o principio de Hamilton,[21] , pode-se escrever:

to
t1

5H:(5/t2(U—T—W)dt:/ (6U — 6T — 6W)dt = 0. (6-5)

O simbolo § representa a variacao, entao, obtém-se a dinamica igualando-se
a primeira variagao de [ a zero. Apenas pequenos deslocamentos e rotagoes

serao considerados. A energia cinética pode ser escrita como:
T=T+1T,. (6-6)

Onde T, e T, sao as energias cinéticas de translacdo e rotacao,

respectivamente.
1t 2 2 2
7= 5 [ 104G + pAGi)? + pAin: e, (6)
0
IR o o o
Tr:§ [pI(tiry)" + pI ()" + pI (1, — 20ty tly)]|d. (6-8)
0

Os dois primeiros termos de 7T, sao relacionados a inércia de rotacao
enquanto o tultimo é relacionado com a rotacgao sobre o eixo proprio e o

acoplamento giroscopico (vide anexo 3 para detalhes). A energia potencial
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devido a deformacao sera a soma das energias de deformacao:
U=Uy+U,+Us + U, (6-9)

Onde U, ¢ a energia de deformacao, U, é a energia axial, Uy e U; é a energia

torsional.
1 g 1 \2 1 \2
Uy = 5 [E1(u,,)” + El(u,,)"]dz. (6-10)
0
1 b 1\2
U, = 3 [EA(u,)?|dx. (6-11)
0
1 L 1\2
U, = 3 [GIp(u(p) |dz. (6-12)
0
1 L ! 2 ! 2
U, = 3 i [ksGA(uvy — Up,)” + ks GA(u,, — upy)]da. (6-13)

Onde (") é a derivada com respeito a z.

6.2
Discretizacdao por Elementos Finitos

Considere-se a viga mostrada na figura 6.3 com trés graus de liberdade

por no.

ulv u2v
ulr uth
Y v

19— lia 20> Uaz

Figura 6.3: Ordem dos graus de liberdade do n6

Os delocamentos nodais serao aproximados por:

Ugq = hauea Uy = hv“ev Uy = hrue

u(’]; = [ula Uy Ulyr U2q U2y UZT‘]' (6—14)

Onde h,, h, e h, sao vetores compostos com as funcoes de forma
para o deslocamento axial, deslocamento vertical e rotacao angular

respectivamente. Funcoes Lineares Lagrangeanas sao usadas para o
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deslocamento axial:
h,=[(1-€00£00]. (6-15)

onde & = z/l. As funcoes de forma para o deslocamento vertical e para a

rotagao angular sdo dadas por [14]:

hv == [0 h11 h12 Ohlg h14] (6—16)
hr - [0 h21 h,22 0h23 h24] (6—17)

Vide anexo 3 para saber de onde sao obtidas estas func¢oes. As matrizes dos

elementos podem entao serem calculadas, como por exemplo:

[K]© = /0 L[Ef(bg“be) + ksGA(bIb,) + EA(bLb,)]dx, (6-18)
onde:
(b). = %hr, (6-19)
)= b, (6-20)
(), = é?—hm-— h, 6-21)
(6-22)

A matriz de rigidez do elemento ([K](®)), apés a integracio se torna:

[ A1+ ) 0 0 A +9) 0 0 1
/ 121 61 ! 121 61
P L R
AI(1 + ¢/4) 6I 2I(1+¢/2)
B I 0 e I
T+ AL+ ) 0 0
! 121 61
B e
4I(1 4 ¢/4)
. I I ]
(i)
(6-23)

A figura 6.4 mostra os graus de liberdade quando se considera um sistema

tridimensional.

u, — deslocamento axial (direcdo z); wu,, — deslocamento lateral na

direcao y;

U, — rotagao sobre o eixo z; u,, — deslocamento lateral na direcao z;

Ula
ulvy
Ulry

U2q
U2vy

Ury
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Uwy
.v u'y
Uop
X Urz Ua
vy
¥ . »
Uvz
3 }.' ‘i (?
5 11
12
/——-b x 9 4

Figura 6.4: Graus de Liberdade

Upy — TOtAGA0 Sobre 0 €iXo Y; Uyarphi — rotagao sobre o eixo x.

Se se considera a dimensao z e se considera a deformacao torsional, a matriz

12 x 12 [K]© se torna:

Ko 0 0 0 0 0 -K. 0 0 0 0 0
0 KO0l KO3 0 0 0 0 K04 KO3 0 0 0
0 K03 K02 0 0 0 0 —K03 K05 0 0 0
0 0 K0l —KO03 0 0 0 0 K04 —KO03 0
0 0 —K03 K02 0 0 0 0 K03 K05 0
EI 0 0 0 0 Kt 0 0 0 0 0 —Kt
Bl+¢) | —Ka 0 0 0 0 0 K 0 0 0 0 0
0 K04 —KO03 0 0 0 0 KO0l —KO03 0 0 0
0 K03 KO5 0 0 0 0 —K03 K02 0 0 0
0 0 K04 K03 0 0 0 0 KO0l K03 0
0 0 —K03 K05 0 0 0 0 K03 K02 0
L0 0 0 0 -Kt 0 0 0 0 0 Kt
(K)()
(6-24)
Deve-se ter atencao com os sinais. Onde Ka = FEA/l, Kt =

GI,/l, K01 = 12, K02 = 4[*(1 + ¢/4), K03 = 61, K04 = —12, K05 =

21%(1 — /2). A matriz de elementos usada no programa foi a desenvolvida

por Piovan e Sampaio.

Ula
Ulvy
Ulrz
Ulyz

Ulry

U2q
U2yy
U2rz
U2vz
U2ry

u2¢
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6.2.1
Sistema Discretizado

Ap6és a discretizacao o problema se torna:

[M]i(t) + [C + Gla(t) + [K]u(t) = £(t). (6-25)
onde, [M] é a matriz de massa, [C] = LA[M] é a matriz de amortecimento,
p

[K] é a matriz de rigidez e [G] a matriz giroscopica. As matrizes [M], [C] e
[K] sao simétricas positivo-definidas e [G] é uma matriz anti-simétrica. A

resposta do sistema é u e f é o vetor-forcamento.

6.2.2
Mancais de Deslizamento

Os mancais de deslizamento sao modelados com coeficientes de
rigidez e amortecimento, assim os elementos da matriz podem incluir seus
elementos. Se o mancal estd num né quatro, por exemplo, figura 6.1, a

matriz do elemento cinco deve considerar o seguinte termo:

- . Uta
ke, 0 0 0 O 0
Utvy
0 k, 0 ky. O 0
Ulrz
0O 0 0 0 O 0
Ulyz
0 hy O Kk, O 0 (6-26)
ulry
0O 0 0 0 O 0
ulcp
0 0 0 0 0 0 |
“~ P J Ugw
=[K1{")
r T ala
ce 0 0 0 O 0 .
ulvy
0 ¢ 0 ¢ O 0 )
Ulrzy
0O 0 0 0 O 0 .
Ulyz
0 ¢y 0 ¢, 0 0 , (6-27)
ulry
0O 0 0 0 O 0 .
Uty
0O 0 0 0 0 0 O )
UQQO

=[Cy)®

onde [K,] é uma matriz 12 x 12. E importante observar que este termo

serd adicionado apenas no termo cinco da matriz (ndo no quatro e cinco).
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6.2.3
Discos

Caso haja um disco no elemento nimero quatro, por exemplo, oS

seguintes termos devem ser considerados:

r b ala

My 0 0 0 0 .
Utvy

0 My 0 0 .
Uirz

0 Iy 0 O 0 .
Ulyz

0 0 M; 0 0 i (6-28)

ul'ry

0 0 I 0 i}
ul(p

0 0 0 0 0 0 0 ||
~ ) qu

=[M4]®)

Onde [M,] é a matriz 12 x 12. E importante observar que este termo serd
adicionado apenas no elemento cinco da matriz (nao serd adicionado ao

elemento quatro e cinco).

6.2.4
Acoplamento Giroscépico

Deve-se considerar a matriz giroscépica se hd um disco no né quatro,

por exemplo, o seguinte termo deve ser considerado:

- . U1
00 0 0 0 0 ,
Ulvy
00 0 0 0 0 ,
Uiyy
00 0 0 —LQ 0 ,
u’UZ
00 0 0 0 0 N (6-29)
ulry
00 L2 O 0 0 ,
Uty
00 0 0 0 0 0 ,
I D\,

:[Gp](5)

Onde [G,] é uma matriz 12 x 12. E importante observar que este termo
serd adicionado apenas no elemento cinco da matriz (nao serd adicionado

ao elemento quatro e cinco).
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6.2.5
Analise Modal-Sintese

As freqiiéncias naturais e os modos normais sao obtidos resolvendo-se

o problema de autovalor:
(wi[M] + [K])® = 0, (6-30)

onde w; é a "™ freqiiéncia natural, [M] e [K] sdo as matrizes de massa e

;e81Mo

rigidez e ®; é 0 ¢ modo de vibragao. Sabe-se que:
O [M]®; =1, & [K]|P; = w? (6-31)

&)

onde ¢ = é a razao de amortecimento do primeiro modo , e
Cicritico

Ciorit = 2v/m;k;. A oscilacao do sistema amortecido é wg; = w;\/i — &2

6.2.6
Diagrama de Campbell

A freqiiéncia de oscilagdo muda com a rotacao do rotor (). O

diagrama de Campbell mostra esta curva. Reescrevendo-se o sistema de

equacoes:
2 013 (3)-6)
0] [M] ]\ @ (K] [C+GQ)] |\ u 0
Se
y=<?), (6-33)
entao
y = [Aly. (6-34)
Onde,

[0] [1]

M<”:[Mﬂ1W1Mﬂ*w+Gmn' (6:39)

Propde-se uma solucdo para a equacio 6-35 do tipo: y = e, obtém-se o

seguinte problema de autovalor:

Mpert = [AJpert — ([A] — M[I])¢ = 0. (6-36)
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Onde ¢ sdo os modos complexos do sistema e A = o + wy(2). Para
cada  havera uma freqiiéncia de oscilacao diferente. A parte real, o esta
relacionada ao fator de amortecimento e deve ser negativa para um sistema

estavel. A figura 6.5 mostra um exemplo de diagrama de Campbell.

4500

o, frequencia natural, em rad/s

0 i i i i i i i i i
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800
Q, rotacao da maquina, em rad/s

Figura 6.5: Diagrama de Campbell

O ponto onde a curva da freqiiéncia intercepta a reta onde (Q = ) é

o ponto onde a velocidade é critica.

6.2.7
Reducao de Modelo Usando Modos Normais

O modelo considerado na simula¢ao numérica do rotor do compressor

de ar bp, utilizando-se o método de elementos finitos é:
[M]i(t) + [C + Gla(t) + [K]u(t) = £(¢). (6-37)

As matrizes [M], [C+G] e [K] tém dimensao R™*™. Considerando-se [®]
composto de n modos normais, e dimensoes ®"*™ (n < m), faz-se a

mudanca de varidveis:

u(t) = [®]q(t). (6-38)

J
2000
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A equacao 6-38 torna-se entao:

[M][®]4(t) + [C + Gl[@]a(t) + [K][@]a(t) = £(2). (6-39)

A matriz [®] é composta por vetores ortogonais, ®;, que gera um
subespaco reduzido no qual a dinamica serd projetada. A decomposicao
linear pode ser escrita como: u(t,z) = >, a;(t)¢;(x). Projetando-se a

dinamica no espaco gerado pela nova base:
[@]" [M][@]a(t) + [@]"[C + G][@la(t) + [@]" [K][@la(t) = [@]"£(t). (6-40)

onde [M,] = [®]"[M][®], [C;] = [®]T[C+ G, [K,] = [2]T[K][®] e f, = [2]"F.
Pode-se observar que o novo sistema tem dimensao R"*", entao o problema
da dimensao m x m para n x n, n < m. Pode-se depreender que o tempo

de integragao de um modelo reduzido é muito menor.

6.3
Simulacao

E necessério reproduzir numericamente os dados da andlise modal
de campo, obtida no fabricante original do compressor bp e da dinamica
do rotor considerando-se inicialmente o mesmo como um corpo dotado de
elasticidade e rigidez na direcao axial e lateral também.

E necessdrio também simular-se um forcamento que reproduza os efeitos

de ressonancia observados na figura precedente 7.1.

Os desenho do rotor do compressor bp e suas secoes para efeito de
andlise modal, considerando-se rigidez infinita nos pontos dos mancais de
escora encontra-se na figura 6.3, e os graficos dos modos e freqiiéncias reais,
fornececidas pelo fabricante original do equipamento encontram-se nas
figuras 6.3 e 6.3, sendo esta tltima a interpolagao dos pontos da figura 6.3
para efeito de comparacao com os modos calculados mostrados nas figuras
6.3, 6.3 ¢ 6.3.

Observa-se que o erro percentual calculado entre os valores numéricos

e oS reais sao:

~ 0.0932% para o primeiro modo na 1% Freqiiéncia;
— 1.2851% para o segundo modo na 2% Freqiiéncia;

— 1.7681% para o terceiro modo na 3% Freqiiéncia.
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Estes percentuais de erro indicam que o modelo matemadtico do
programa em Matlab®, rotor-axial.m, estd coerente com os resultados
obtidos em bancada.

Embora a geometria de fabricacdo do eixo nao fosse fornecida pelo
fabricante, obtiveram-se valores dimensionais préximos aos valores de

fabricacao, corroborando-se a coeréncia do modelo matematico.

ROTOR
3735057 2075.0 245
- b
-3 Hi+1+-—1—t—F—F—FrT 11— -—--——-:——:_%-:
/777 /777 I
B 5’7 7 ?I:L%I: 1515 17 18 19 21 25 27 28 2930 | 32 | :
'R a 14 20 22 25 24 26 5134
LAGERUNGSBEDINGUNGEN (SUPPORT CONDITIONS)
FALL A
708 ox o
- KN | RNeM/RAD
13 © 7.0
a1 ® 0.0

Figura 6.6: Rotor do Compressor bp e secoes

EIGENFORMEN UND EIGENFREQUENZEN (EIGENVALUES)

O NE1 = 4004 1/MIN © NE2 = 15677 1/MIN A NBE3 = 15514 1/MIN

kY

Figura 6.7: Modos e Freqiiéncias Naturais do Rotor do Compressor bp
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Modos de Vibracao e Freqiiéncias Naturais Reais do Rotor J101

1 T

' : ' : —&— 4004 rpm
—&— 15677 rpm
—b— 19914 rpm | |

deslocamento normalizado

1 1
0 500 1000 1500 2000 2500
comprimento do eixo em milimetros

Figura 6.8: Modos nas Freqiiéncias Medidas - Interpolacao da Curva 6.3

6.3.1
Simulacao Dinamica do Rotor do Compressor bp

A interacdo dos mancais radiais e de escora na formulacdo da
elasticidade e amortecimento do rotor do problema industrial, base desta
Dissertacao, a tracagem do diagrama de Cambbell para as 5 primeiras
frequiéncias naturais é visto na figura 7.1.

Os graficos de érbita tridimensional e nas posicoes intermedidria e na
ponta do eixo do lado do acoplamento também sao mostrados nas figuras
6.15 e 6.14 tanto a baixa rotacao como a rotacao que excita a critica do
rotor (£18470RPM).

Na dinamica do eixo, verifica-se a magnitude do deslocamento pico —

a — pico nos graficos 6.3.1 e 6.3.1 abaixo.
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Figura 6.9: 1° Modo na Freqiiéncia Lateral
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Figura 6.10: 2° Modo na Freqiiéncia Lateral
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Figura 6.11: 3° Modo na Freqiiéncia Lateral
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Figura 6.12: Modos nas Freqiiéncias Laterais
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Figura 6.13: Diagrama de Campbell do rotor do compressor cbp

Orbitas
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Figura 6.14: Orbita Tridimensional do Rotor do Compressor bp
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Figura 6.15: Orbita do Rotor do Compressor bp
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Figura 6.16: Bode (sem a fase) do Compressor bp na axial
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Figura 6.17: Deslocamentos @1000 RPM do eixo do Compressor bp
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Figura 6.18: Deslocamentos @1000 RPM do eixo do Compressor bp
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Figura 6.19: Simulacao @ 1.8251 x N; = N,, na axial
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Figura 6.20: Simulacao a /Ny e a 1.8251 X N; &= N,, na axial
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Figura 6.21: Simulacao a Ny e a 1.8251 x N; = N,, na axial
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Figura 6.22: Simulacao a N; e a 1.8251 x N; =~ N,, na axial
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Figura 6.23: Simulacao a N; e a 1.8251 x N; &~ N,, na axial
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Figura 6.24: Simulacao a N; e a 1.8251 x N; &~ N,, na axial
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Figura 6.25: Simulacao a Ny e a 1.8251 x Ny =~ N,, na

axial
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