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A
Anexos

A.l
Energia Cinética Devido a Rotacao

A.l.1
Velocidade Angular

Figura A.1: Sistemas de Referéncias

Sistemas de Referéncias.

— sistema inercial;
— sistema vinculado ao referencial 1 (rotacao f3);
— sistema vinculado ao referencial 2 (rotagao &);

— sistema vinculado ao referencial 3 (rotacio 6);
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Matrizes de Transformagao. Transformacao do referencial inercial para

o referencial 1.

cos(B) sen(B) 0
1Ty | —sen(B) cos(B) 0 | . (A-1)
0 0 1

Transformacao do referencial 1 para o referencial 2.

cos(a) 0 —sen(a)
Tl 0 10 . (A-2)

sen(a) 0 cos(a)
Transformagao do referencial 2 para o referencial 3.

1 0 0
3l | 0 cos(0) sen(f) | - (A-3)
0 —sen(f) cos(6)

Velocidades Angulares. Velocidade do referencial 1 em relagao a 0, no

sistema de coordenadas 1.

0
Hwo)=| 0 | - (A-4)
G
Velocidade do referencial 2 em relagao ao 1, no sistema de coordenadas
2.
2(2&)1) = Oé . (A—5)
0
Velocidade do referencial 3 em relagao 2, no sistema de coordenadas
3.
6
Sawa) = 0 | . (A-6)
0

Velocidade angular do corpo em relacao ao referencial inercial, escrito

no sistema de coordenadas 3:

?(swo) =7 (w1) 47 (3w2) +7 (w3) (A-T)
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(awo) = (3T2)(2T1) '(1wo) + (3T2) *(awr) +7 (aws) - (A-8)
Utilizando-se do MATLAB® para o célculo, pode-se escrever:

0 — sen.(&)ﬁ.
(3wp) = sen(e)cos(a)@ + cos(@)a | . (A-9)
cos(8)cos(a)p — sen(0)a

A.1.2
Energia Cinética

Considere-se o referencial vinculado ao corpo, isto é o rotor (referencial

3), de maneiras que o eixo coincida com os eixos principais devido a simetria

do rotor, entao:

Iy

[Inertia] = | 0 (A-10)
0

S~ O
~ O O

Onde I, ¢ o momento polar de inércia do rotor e / momento diametral
de inercia.
T =* (3wo)” [Inertia] ®(5wo) . (A-11)

Utilizando-se do MATLAB® para calcular:

T= %Ip(62 — (cos(a)? — 2sen(a) 30 + 6°) + %](COS(&)QBQ +4%). (A-12)

Simplificam-se as equacao acima pressupondo-se pequenas rotacoes: a
e f = sen(a) ~ a, sen(f) ~ 3, cos(a) ~ 1, e cos(3) ~ 1.

A energia cinética entao pode ser escrita como:

T = %IP(QQ — 20a03) + %I(BQ +a?). (A-13)
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A.2
Funcoes de Forma - Modelo da Viga de Timoshenko

Formulacao da viga de Timoshenko:

GAK,(—0(z) —w"(z)) =0,

GAK,(0(z) +w'(z)) — BI"(z) = 0. (A-14)

Os graus de liberdade sao vistos na figura A.2.

x Wh= dw,/dx

w', =dw,/dx ¥

Figura A.2: Graus de liberdade de um elemento de viga

Observar que o angulo de cizalhamento é v = 6 —dw/dz. Neste modelo
a segao ransversal de area permanece plana, mas nao necessariamente
pendicular a linha neutra. Considerando-se o material homogéneo-isotrépico
com densidade p, médulo de elasticidade E, modulo de cizalhamento G,
fator de cizalhamento kg; e a viga com propriedades geométricas A (area
de segao transversal) e I (momento de inércia). O deslocamento vertical é
dado por w e f é a forca externa.

A relacao entre as coordenadas do elemento e as coordenadas é dada
por: £ = x/l, onde [ é o tamanho do elemento. A equagao serd escrita em
coordenadas do elemento, desta forma as derivadas devem ser calculadas da
seguinte maneira:

dw(x) dw(§)d§ 1

Qe de =Wy (A-15)

diz;;(zx) _ % (dt;im)) _ (A-16)

and
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Utilizando-se o resultado da primeira derivada, tém-se:

e g () (S0 ey o

———’
=0

do(x) 1 d*0(x) 1
O mesmo ocorre para 6(z): T = 0’(5)7 ¢ —5 = 9”(£)l—2.
Entao a Eq. (A-14) pode ser reescrita como:
GAK,(—10'(§) — w"(£))
= 0 y
12
GAK, (10 ! E16”
w e f# serao representados como:
w1
w _ hii hiz hiz hig th ‘ (A-19)
0 har hoy hag  hoy wWa
)
As condigoes de contorno podem serescritas como:

Introduzindo a Eq. (A-20) na Eq. (A-18), e usando-se o MATLAB®

para os caculos:

— 1 o 2 272 372
w(é) = BT GAID [(12E1 — 12E1¢ + GAk® — 3GAk 1P + 2G Ak &1 )w,
(12E1€ + 3G Ak £ + 2G Ak E31%)w,
(—6EIEL+ 6EI1E% — GAkLP + 2G Ak E21P — GAkL31P)0,
(6EIEl — 6EIE ] + GAk 1P — GARLP1P)6,) | (A-21)
0(¢) ! [(GAREL — GARE ) w, + (~CAkEL+ CAkE

T 12E1 + GAk?
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(12E1 — 12E1¢ + GAkJ? — GAEEI? + 3G Ak E21%)0,

(12EI¢ — 2GAkLPP + 3GAkL17)0,)
Definindo-se:

12BI
YT GARLE

Entao:

12E1 0 G Ak,I2 1

12E] + GARLE  1+¢ © 12BEI+GARE 1+g¢

As funcgoes de forma sao dadas por:

h11=ﬁ(1—3§2+253+@(1—5))7

l
hlzzm(—§+2§2—§3+g(f+§2)> )

by = ﬁ (3¢2 — 265 + e |

l
h14=m<§2—§3+§(5—52)> )

h22:%(1—4§+3§2+9@(1_5>) ;

1+

oy = — 6¢ + 6&2
23—(14_%0)[(—54‘5)7
h24=ﬁ(—2§+3§2+90§)-

136

(A-22)

(A-23)

(A-24)

(A-25)

(A-26)

(A-27)

(A-28)

(A-29)

(A-30)

(A-31)

(A-32)

(A-33)

Observar que se ¢ = 0, as fungoes hiy, his, hiz € hyy serao funcgoes

de Hermite, entao os elementos da matriz serao os mesmos para o modelo

de Euler-Bernoulli. Esta funcao de forma sao mostradas na Fig. A.3 para

o =104
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Figura A.3: Fungoes de forma para um elemento de viga de Timoshenko.
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A3
Modelo Simplificado de Rotor

O problema industrial descrito no capitulo 2 deve ser analisado de uma
forma que se aplique um modelo numérico que possa modelar o problema
industrial do compressor bp, figura 2.10. Considere-se o caso mais simples
de simulacao numérica, que é o modelo do rotor de Laval, sobre o que se
discorrera.

O modelo de rotor estudado, chamado de Laval em homenagem ao brilhante
engenheiro sueco que o propos ao fim do século XIX, é de um rotor

bi-apoiado, com as seguintes caracteristicas:

— Massa concentrada no impelidor;

Eixo de massa desprezivel, mas dotado de elasticidade, suposta linear,
caracterizado pela rigidez k, que gira a uma rotacao de w em na direcao

zZ.

— Impelidor gira sobre seu préprio centro (£2) e orbita em relagao a linha

de centro dos apoios (mancais).

O centro de massa G nao coincide como centro geométrico do disco O

(desbalanceamento).

—
— A excentricidade e é o médulo do vetor OG.

x e y sao as coordenadas do centro do disco O em relagao ao sistema

fixo, x — y, com eixo z passando pelo centro dos mancais .

| g

Figura A.4: Referencial Movel & x n

Considere-se inicialmente o rotor rigido, com o eixo z perpendicular
ao impelidor (sem considerar o efeito giroscépico), ou seja, o movimento

com apenas dois graus de liberdade.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0511119/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0511119/CA

Anilise de Acidente com Rotor 139

As coordenadas do centro de massa G sao:

r + ecosft
y + esin{t
: : : d¢ )
Aplicando a Lei de Newton ao movimento, para 7 ), obtém-se:
{ mdQ(y+CZ§in Qt) + ky — O (A_34)
Jp = 0

Observa-se da equacao A-34 que as equacoes nao sao acopladas e nao
dependem da coordenada angular ¢ se ¢ = Q é constante. A eugacio do
movimento A-34 pode ser deduzida das equagoes de energia, utilizando-se
a equacao de Lagrange.

A Equacao de Lagrange do movimento A-35 ¢ dada de forma

mais geral por:

d (0T oT
— == ) —=—=0Qrk=1,2,.., A-35
(50 )~ 5 = n (A-35)
e observa-se que @), corresponde a forcas generalizadas tanto conservativas

quanto nao-conservativas.

E comum se distinguir entre forgas conservativas e nao-conservativas, ou,

ka = ch + anca k= 17 2a s (A_36)

Relembrando-se que a energia potencial depende apenas das

coordenadas, pode-se escrever:

W= =3V == Sl = Y = Qud (A-37)
k k=1

de maneiras que as forcas conservativas generalizadas tem a seguinte forma

oV
=—— k=12, .. A-
Qk‘c aqu y Ly ey 1V ( 38)

Introduzindo-se a equagao A-36 e a equacao A-38 na equagao A-35 obtém-se
d ( ar ) or  ov

— |\ =) 5 = ncak:1727"'7 A-39
i\ 9a D0 + Oa Qk n ( )
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e finalmente como as a energia potencial nao depende das velocidades a

equacao A-39 pode ser escrita na forma:

d (0L oL
— == ) = = =Qpne. k=1,2, ... A4
dt (aqk) qu hmes T &b ( 0)

onde L =T — V ¢é o Lagrangiano.
Considerando-se as premissas de que no movimento nao se consideram forcas
nao-conservativas, a equacao de Lagrange aplicada ao movimento do rotor

de Laval A.3 rigido é dada considerando-se:

— Energia Cinética e Potencial associadas ao movimento, em relagao as
coordenadas do referencial estacionario, sendo w a rotacao do centro

do impelidor em relacao ao sistema fixo r —y — z:

2 . 2
T — %m |:d (z+eccl;)s Qt):| + %m |:d(y+e;1n Qt):| + %Jwg
V = ska? + Tky?

Aplicando-se a Equagao de Lagrange para x,y e ¢ chega-se a (para

ézQ):

Lio(T V) -  A(T-V) mw + kx =0
{%[%,(T—vn - 2(T-V) = mfUERE Lk = (41
GGT -V~ HT-V) = gl =0

As primeiras equagoes de A-34 e A-41 sao idénticas, equanto as ultimas
simplesmente implica que w = €2, a velocidade de rotagao constante. Desta
forma o movimento radial do disco independe do movimento em relagao ao

eixo z, sob as premissas assumidas.

Representacao Polar e Precessao

Multiplicando-se a segunda equacao de A-34 por 1 = (—1)% e

adicionando-a a segunda, obtém-se:
m(E + 1) + k(x + ) = meQ?e™ (A-42)
Introduzindo-se r = x + 1y, pode-se escrever:

mit + kr = meQ?e™ (A-43)
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Figura A.5: Sistema de coordenadas estacionéario e mével

Para se entender o significado fisico da quantidade r considera-se um
sistema de coordenadas (z,y) no plano do disco com sua origem no centro
do disco na posicao de equilibrio estatico. Se o centro do disco é deslocado
da posicao de equilibrio de x e y, r = x + 1y, o raio r representa o vetor
(ﬁ da figura A.3, se se considera o pano x — 1y como o plano complexo.
Uma vantagem da equacao A-43 é que o numero de equagoes que descreve
o movemento é dividida por dois, mas, em contrapartida opera-se com

nimeros complexos.

Considere-se o sistema mével (7, £), figura A.3, que gira a uma rotagao
constante w = () em relacao a O. Seja o numero complexo ( a distancia entre

OO’ medida no referencial mével, dada pelas seguintes coordenadas:
C=n+1x (A-44)

Entre r e { existe a seguinte relacgao:

r= (e (A-45)
¢ =re (A-46)

——
Sendo R o comprimento do vetor OO’ suas coordenadas polares em
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.3
X

Figura A.6: Simulacao do Rotor de Laval

dirx

s

Amplitude m
N
T

1.8 2

Tempo seg

ambos sistemas de coordenadas sao:

r = Re', ( = Re'?? (A-47)
g = o1=02) — 2 (A-48)

Em termos do sistema moével de coordenadas, a equacao A-43 pode

ser escrita como:

m(C + 2000 — Q20)e™™ + k¢e™ = meQ2e™ (A-49)

Sabendo-se que \/% = w,, a primeira freqiiéncia natural do sistema, e

dividindo-se a equacdo A-49 por me™*, obtém-se a equacao do movimento

no sistema de coordenadas médveis:

C 4 200¢ + (w2, — Q)¢ = e? (A-50)

Dinamica do rotor de "de Laval”, sem dissipagao de energia, na figura

A.3 é um mero sistema massa-mola com dois graus de liberdade.
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Limitacoes do Modelo de Laval

O modelo ”de Laval”’nem sequer representa os esforcos axiais sobre

mancais axial (de escora) do compressor.

O modelo nao considera a massa do eixo na dinamica do rotor nem
as variacoes geométricas e fisicas das secgoes transversais ao longo do

rotor.
O modelo separa rigidez de massa;

O problema observado nao poderia sequer ser abordado no modelo
simplificado ”de Laval”, uma vez que a posicao do defeito se localizava

num ponto sem massa, nem considerada na formulacao do modelo.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0511119/CA




