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4
Metodo de geracdo de cenarios em arvore

41.
Conceitos basicos

Uma das atividades mais comuns no mercado financeiro é considerar os
possiveis estados futuros da economia. O preco e a tendéncia de cada ativo
refletem a avaliacdo do mercado quanto as realizacdes futuras possiveis.
Especialistas defendem seus pontos de vista sobre o futuro do mercado e os
investidores alocam seu dinheiro de acordo com o risco e o retorno de cada ativo.

Existem muitas maneiras de estimar cenarios que representem o futuro da
economia. Na arvore de decisdo, 0s nds estdo relacionados a probabilidade
discreta de eventos especificos. Um conjunto de nds consecutivos e interligados
representa um possivel cenario. Para representar o futuro, a estrutura de arvore é
dividida em cenérios S = (S, ..., St) de T estagios onde s € S sdo as possiveis
realizacbes de todos os fatores de risco envolvidos que ocorrem com
probabilidade ps. Uma arvore genérica de decisdo (Figura 10) com 5 estagios é

dada por:

Initial
Allocation

-+

Figura 9. Arvore genérica de decisao
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Onde S; possui k; realizacGes possiveis dado Sp = Sp, S, possui k, dado S; =
s;, e assim por diante. Nessa formatacdo, existem kj . K, . K3 . k4 . ks possiveis
cenarios (caminhos) futuros que podem ou néo ter probabilidades distintas.

Cada cenario é uma realizacdo possivel, porém somente o conjunto de todas
elas é que representa o futuro. Na pratica é inviavel incluir todos os cenarios
possiveis, no entanto um conjunto finito e suficientemente pequeno pode

representar bem os fatores de risco.

4.2.
Revisdo da literatura

A geragdo de cenarios em arvore é descrita por dois artigos principais:
Gulpinar, Rustem e Settergren (2004) e Kouwenberg (2001). O primeiro propde e
compara métodos distintos para estruturar os cenarios em arvore de forma a
representar o futuro das varidveis econdmicas e atuariais em estudo. J& o segundo,
além de descrever um método eficiente de geracao de cenarios em arvore, além de
abordar um modelo de PE, um modelo estocastico e um modelo para o passivo.

O primeiro artigo se divide em trés abordagens de geracao: por simulacéo,
por otimizacdo e hibrida (simulacdo/otimizacdo). Na primeira abordagem,
cenarios dos precos dos ativos, gerados aleatoriamente através do modelo
estocastico escolhido, formando grupos conhecidos pela denominacdo de
“cluster”. O centroide de cada cluster, selecionado como o cenario mais proximo
de seu centro (o cenario medio, por exemplo), da origem aos nds da arvore. Essa
abordagem pode ser feita por simulacdo sequencial ou paralela. Na segunda, a
geragdo de cendrios em arvore por otimizagdo, oS cenarios de precos e suas
probabilidades séo escolhidos de forma a minimizar o quadrado da diferenca entre
propriedades estatisticas de cada estagio da arvore e com as mesmas propriedades
relativas ao modelo estocastico estimado. Seqliencias de otimizagdes ndo-lineares
ou uma Unica otimizacdo ndo-linear para toda a estrutura sdo as duas categorias
desta abordagem. Por fim, a geracdo da arvore de cendrios hibrida (simulagéo /
otimizacdo), apresenta uma reducdo do esforco computacional com relacdo a
segunda. A obtencdo dos precos € feita por simulacdo e as probabilidades séo

obtidas pela otimizagao.
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Os procedimentos sdo testados com dados historicos utilizando um modelo
de otimizacdo para escolha de portfolio. A segunda abordagem usando uma
otimizagdo Unica é, teoricamente, a melhor forma de representar os fatores de
risco. Porém, segundo Gulpinar, Rustem e Settergren (2004), o esforco
computacional ndo demonstra ganhos na comparagéo de resultados com as outras
abordagens.

O segundo artigo, Kouwenberg (2001), além de apresentar um modelo
VAR para os fatores de risco e uma modelagem de programacdo estocastica,
também descreve uma metodologia muito eficaz na geragdo de cenarios em
arvore. O “Ajusted Random Sampling” ¢ baseado numa geracdo aleatdria dos
cenarios ajustando seus principais momentos com o modelo estatistico original. O
uso de varidveis antitéticas permite o ajuste de todos os momentos centrais
impares da arvore com o modelo econométrico para os fatores de risco. Com a
média e a simetria ajustadas, os ramos condicionais da arvore de possibilidades
sofrem uma transformacao na variancia para completar o ajuste com a distribuicéo
original.

A facilidade de implementacdo e o menor esforco computacional do
modelo de Kouwenberg fazem desse método uma forma eficiente de geragdo de
cenarios estruturados em arvore usando um modelo econométrico simples para 0s

fatores de risco.

4.3.
Método proposto

Um modelo de PE necessita de uma representacdo coerente de incerteza.
Esta por sua vez é expressa pela funcdo de distribuicdo de probabilidade conjunta
continua dos fatores de risco. O processo decisorio, na realidade, utiliza uma
aproximacdo discreta desta distribuicdo. A obtencdo de uma amostra estruturada
dos cenérios futuros dos parametros estocésticos é conhecida como geracdo de
cenarios em arvore. Nos modelos muti-estdgios, a cada periodo, novas
ramificacdes interligam o estado atual a estados futuros, criando assim a estrutura
de arvore de possibilidades.

A formulacéo discreta dos fatores de risco e um espaco de probabilidade

adequado tornam um ndmero grande, porém finito de cenarios suficientes para
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representar o futuro. Em uma situacdo ideal seria incluido todo o universo de
possibilidades dos cenarios, com todas as realizagdes pessimistas e otimistas. No
entanto, dado um historico Unico dos parametros sob incerteza, o futuro pode ser
caracterizado por um namero tratvel de realiza¢Ges para o proximo estagio.

O no raiz da estrutura representa a situacdo atual dos fatores de risco sendo
diretamente observavel nos dados problema. Os nds seguintes representam o0s
estados futuros condicionados a seu estado passado unico, 0 n6 antecessor. As
ligacOes entre os nos, além de caracterizarem as equagdes do modelo de PE,
representam o periodo de ocorréncia dos parametros sob incerteza.

A geracdo de cenarios em arvore depende de algumas premissas escolhidas
a priori: o horizonte de estudo, 0 nimero de estagios, as duracGes de cada estagio
e a estrutura de nds da arvore. As simulacdes deste trabalho utilizam um horizonte
de estudo de 20 anos com uma estrutura de &rvore de 5 estagios de tamanhos
distintos. Devido a limitaces computacionais e a necessidade de manutencdo do
horizonte de longo prazo, os Gltimos estagios sdo mais longos que os primeiros de
forma a completar o horizonte com o numero de estagios definido. Esta escolha
esta relacionada a necessidade de uma precisdao maior nos eventos mais recentes.
A decisdo de realocacdo do instante zero é a mais importante ja que o modelo
pode ser usado novamente no ano seguinte com o historico atualizado. A duracdo
dos estagios, em ordem cronologica, é de 1, 1, 3, 5 e 10 anos. A estrutura
escolhida das realizagcBes condicionadas ao n6 antecessor é de 10 ramificacGes
para o primeiro estagio, 6 para o segundo e o terceiro estagios, e 4 para o quarto e
0 quinto (1-10-6-6-4-4).

Alocagio
inicial

! 1 ano J‘ 1 ano l 3 anos I 5 anos | 10 anos J

T
(10 ramos) (60 ramos) (360 ramos)

T T
(1440 ramos) (5760 ramos)

Figura 10. Estrutura de arvore escolhida
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O método de geracdo de cenarios em arvore adotado neste trabalho é
baseado no “Adjusted Random Sampling” de Kouwenberg (2001), com algumas
adaptacOes para o contexto brasileiro. A falta de dados ou mesmo um curto
periodo recente de desenvolvimento de uma economia estavel (plano real, inflagdo
controlada,...) faz com que o modelo estocastico para os fatores de risco tenha
uma frequéncia trimestral ao invés de anual. A estrutura da arvore, por sua vez, é
caracterizada com um tamanho de estagio minimo de 1 ano. Essa
incompatibilidade de frequéncia exige uma adaptacdo na metodologia proposta
por Kouwenberg.

O modelo VAR de reverséo a média descrito anteriormente é utilizado como

base para a geragio da arvore propriamente dita. E necessario acrescentar um
novo indice a notacdo do modelo econométrico. Define-se X; como o vetor dos
fatores de risco do trimestre g do estagio t, e dur(t) como a duracdo do estagio t
em trimestres. X; € o valor observavel dos fatores de risco para o inicio do

estagio t.
X; =,u+oc(X;_1—,u)+z—:f4 , e;; ~ N(O,Z)

O processo € iniciado com a previsdo deterministica do modelo estocastico
descrito. Sdo computadas as previsdes das variaveis econémicas para 0 primeiro

trimestre (g = 1) do primeiro estagio (t = 1).
Xt = p+a(X - u), vq=1...,dur(t)

O retorno das ac¢des, ou seja, a variacdo percentual do indice Ibovespa, pode
ser utilizado como exemplo para demonstrar as etapas do processo de geracao de
cenarios em arvore. Estas etapas sdo igualmente aplicadas para os outros fatores
do modelo VAR.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0613143/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0613143/CA

Método de geracao de cendrios em arvore 46

Calculando os fatores de risco, o retorno deterministico das acBes no
primeiro estagio é dado por:

Retorno das ag¢@es no estégio t=1
19 T T T
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Figura 11. Previsdo deterministica para os retornos das agdes

Observa-se a tendéncia de queda na rentabilidade média da renda variavel,
pois o ultimo dado historico (18,77%), utilizado no instante g = 0 da previsao, é
maior do que a média p escolhida (14,00%). E esperado que, no longo prazo, o
retorno das a¢des convirja para a média.

A componente de incerteza é incluida somando um residuo normalmente
distribuido, com média nula e matriz de variancias e covariancias X, aos valores
deterministicos calculados. Na prética, isto € feito através da geracdo de valores
aleatorios com distribuicdo N(O, X) para os residuos. A notacdo utilizada para

estes residuos é:

Onde N¢ é o0 numero de nos do estagio t.

Esta geracgdo é feita através de valores antitéticos para a previsdo um passo a
frente dos fatores de risco. Os N/ 2 primeiros valores sdo gerados aleatoriamente
utilizando a distribuicdo dos residuos. A segunda metade é computada como 0s

mesmos valores da primeira com sinais trocados (valores antitéticos). Esta técnica
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garante que todos 0s momentos centrais impares (média, simetria,...) da amostra
sejam iguais aos da distribuicdo continua original. E necessario que o ndmero de

realizacOes condicionais seja par.

gé[i+N?):—g;(i)

No primeiro estagio, por exemplo, 10 ramos estdo condicionados ao no raiz.
Os cinco primeiros valores de € s@o gerados aleatoriamente e os Ultimos cinco séo

computados como valores antitéticos dos primeiros.
ei(1)

el(2)
el(3)
el(4)

—@ &i(5)

—@ ¢}(6)=-€(1)

el(7) = -&1(2)
£l(8) = -€1(3)

€l(9) = -€1(4)

£1(10) = €}(5)

Figura 12. Valores antitéticos

A simulacéo estocastica com valores antitéticos garante o ajuste da média e
da simetria, no entanto esta técnica ndo garante um ajuste de variancia de cada

uma das cinco componentes de ¢. A notacdo destas componentes é dada por:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0613143/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0613143/CA

Método de geracao de cendrios em arvore 48

1)

=D

~

_%J%,-’ l\.)%’—v r—‘m,-»
NN

JSL

)
Ul

Se uma variavel aleatoria € ~ N(0,6%) for multiplicada por um coeficiente v,
a média serd mantida e a variancia multiplicada por y. Sendo assim, existe um
anico multiplicador y que ajusta a variancia amostral de cada variavel do modelo
VAR.

g 0

desvio padréo (&}, (.)) B \/ 1 & (e ()

t_
Vig =

t i=l

Onde o;j € a j-ésima componente da diagonal de .

Multiplicando os residuos por y sdo computados o0s erros ajustados que

serdo usados no calculo dos fatores de risco no trimestre g = 1 do estagio t = 1.
m()=7i,*e,, (i), vi=12.3 4e5
As previsdes estocasticas dos fatores sdo feitas somando os erros ajustados

aos valores deterministicos. Sdo computados os valores X parat=1eq=1.

XS = u+aX}y - u)+n;
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O exemplo do retorno das acdes para o primeiro trimestre do primeiro
estagio na figura abaixo retrata a inclusdo de incerteza na previsao deterministica.

S&o computadas 10 realiza¢6es condicionadas ao no raiz.

Retorno estocastico ajustado das agdes em t=1
22 T T T

20 -

08 1 L I
0

Figura 13. Previsdes estocasticas para os retornos das agoes

Tendo computado os fatores de risco em q = 1, é possivel fazer a previsao
deterministica para g = 2 e recomecar a metodologia para o segundo trimestre do
primeiro estagio. O processo é completado para o primeiro estagio computando 0s
coeficientes estocasticos para os trimestres restantes. Formam-se assim, dez

cenarios de rentabilidades para o primeiro estagio.

Cenérios para os retornos das ac¢des no estagio t=1
22 T T T

Figura 14. Cenarios para os retornos das acdes
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A inicializacdo do processo para t = 2 é feita usando as rentabilidades do
ultimo trimestre de t = 1 como os “nds raizes” do segundo estagio. Para t = 1

temos a seguinte formulacéo:

t+1 t
X0 - ><dur(t)

A metodologia é repetida para os estagios t = 2, 3, 4, e 5 obtendo,

respectivamente, 6, 6, 4 e 4 cenarios para cada né inicial X; do estgio t.
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