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4
Método do Balanco Harmonico

O HBM possui a forma mais simples e direta de aplicacao. Um somatoério
de harmonicos, acrescido de um termo constante, tal qual a série de Fourier, é

tomado como solucao aproximada

n
x(t) =~ o+ Z ¢; cos iwt + d; siniwt (4-1)
i=1

Esta solucao aproximada é substituida na equacao diferencial. As potén-
cias e produtos trigonométricos que surgem devidos as nao-linearidades, sao
substituidos pela expansao destas poténcias em somatorios de harmonicos. O
passo seguinte é coletar os coeficientes de cada harmonico em E=I) e fazer o
“balanco” dos harmoénicos resultantes, isto é, igualar os coeficientes do lado es-
querdo aos coeficientes do lado direto da equagao. Cada harmonico de interesse
em (4=I)) produz uma equacao nao-linear. Tomando todos as equagoes, tem-se
um sistema nao-linear que é resolvido iterativamente por Newton-Raphson,
para se determinar as constantes da solu¢ao aproximada [A=1]).

O aspecto mais importante a ser considerado ao escrever a solucao aproxi-
mada é o tipo de nao-linearidade do problema e, em alguns casos, a caracteris-
tica da excitagdo. Ao inserir {-I]) na equagao diferencial, resultam poténcias
destes harmonicos. Tomando como exemplo uma poténcia ctibica e uma quéar-

tica de cosseno, as seguintes relagoes trigonométricas sao validas:

(cosz)® = 7 608 3z + 70087
1 1 (4-2)
(cosz)* = g cos dx + 5 cos 2z + 3

A expansao de poténcias pares, gera um termo constante e harmonicos
pares, enquanto que apenas harmonicos impares sao gerados na expansao
de poténcias impares. Assim sendo, a nao linearidade ctbica exige apenas
a presenca dos harmoénicos impares, exceto nos casos forcados onde o car-
regamento possui algum termo constante, enquanto que a solugao aproximada

para uma nao-linearidade quadratica necessita de todos os harmoénicos, pois,


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310919/CB


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0310919/CB

Capitulo 4. Método do Balanco Harménico 102

devido aos termos lineares sempre presentes, os harmonicos impares também
SA0 NeCcessarios.

Em problemas de vibracao livre ou vibracao forcada nao-amortecida, nao
é necessario que a solucao aproximada tenha termos em seno e cosseno,
basta ter um dos dois. E preferivel adotar um somatorio de cossenos pois
a solucao aproximada ird atender a condi¢ao de deslocamento inicial. Somente
nos problemas forcados amortecidos, os termos de seno e cosseno devem estar
presentes, ou, entao, deve-se adicionar um angulo de fase a cada harmonico.

Assim, a expansao (1) pode ser reescrita como

x(t) = co + Z ¢; sin(iwt + ¢;) (4-3)

=1

4.1
Newton-Raphson com Comprimento de Arco

O HBM conduz a um sistema algébrico nao-linear que é resolvido iterati-
vamente por Newton-Raphson. Para o tracado da curva de ressonancia, tanto
a freqiiéncia quanto a amplitude podem ser tomados como parametros de con-
trole. O procedimento de solucao usual consiste em fixar um valor para o
parametro de controle e iterar até que as demais varidveis atendam ao sis-
tema. Freqiientemente, ao incrementar o parametro de controle, pode-se perder
ramos da solugao, pois nao se pode prosseguir além de certos pontos limite.

A tnica forma de fazer o sistema contornar os pontos limites é transfor-
mando o parametro de controle numa variavel como as demais, onde o método
de Newton-Raphson ir4 fornecer seu valor adequado.

Para poder resolver o problema com mais uma variavel ¢ preciso dispor
de mais uma equacao. Esta nova equacao é acrescida como uma restricao ao
problema. H4 varias técnicas que permitem tornar o parametro de controle
uma variavel. Como mostrado por Carrera (1992)[(9], cada método apresenta
uma equacao diferente. O método adotado neste trabalho é o Comprimento de

Arco Constante, proposto por Crisfield em 1981R0)].

4.2
Vibracio livre

A seguir é descrita a metodologia do HBM para o caso de vibracao livre.
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Para tanto considera-se novamente a equacao de movimento
i(t) +wiz(t) + Bz*(t) =0 (4-4)
Inicialmente, assume-se a solucao aproximada
x(t) = ¢1 coswt (4-5)

Substituindo (&=5) em (#=4) e expandindo (coswt)?, chega-se a

1 3
— cqw? coswt + cywy? cos wt — Zﬂclg cos 3wt + Zﬁcl?’ coswt =0 (4-6)
Para que (=0) seja solugdo, a igualdade (=) precisa ser atendida. Cole-

tando os harmonicos, tem-se
2 2 3, 3
coswt | —wcy + wp ey + Zﬁcl =0 (4-7)
|
cos 3wt _Zﬁcl =0 (4-8)

Evidentemente somente a eq. (4=7)) pode ser atendida, permitindo explicitar
a freqiiéncia w da resposta em funcdo dos parametros c¢;, 0 e wg. Nao ha
forma de atender a eq. (&=8) quando ¢; # 0, portanto ([@=8) é um residuo
resultante da solucao aproximada. Para que este residuo possa ser desprezado
e consequentemente a solucao (=) seja uma boa aproximagao, é necessario
que (3 e ¢ nao sejam muito grandes. Adicionando mais harmoénicos em [A=5),
os residuos dos harménicos superiores se tornam cada vez menores.
Admitindo que
c1 = z(0) (4-9)

a solugao da eq. (4=1) ¢

w= %\/(4w02 + 362(0)2) (4-10)

que ¢ igual a soluc¢do dada pelo LP, eq. 3-92).

Considerando mais harmonicos na solugao adotada, eq. [=5)), chega-se a
solugoes mais complexas para w, tornando-se necessario um procedimento
numérico para se obter a solugao do sistema nao-linear resultante. Seja a
aproximagcao

x(t) = ¢1 coswt + 5 cos 3wt (4-11)

Substituindo (@=11)) em (@=4) e expandindo as poténcias trigonométricas
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e coletando somente os harmonicos presentes na solugao aproximada F=TT)),

chega-se a um sistema de duas equagoes e trés incognitas (1, c3 e w):

3 3 3
— clw2 + W0201 + 1501203 + Zﬂclg + 5501032 =0
3 L T (4-12)
— 963&)2 + w0203 + 5561263 + Zﬁcﬁ + 15633 =0

Uma das incognitas deve ser tomada como parametro de controle e mantida
constante para poder se resolver o sistema. Uma op¢ao é considerarz(0) como
parametro de controle,

z(0)=c1 +¢3 (4-13)

o que permite correlacionar as duas incognitas,
g =x(0) —c3 (4-14)

Substituindo (@=I4) no sistema (=12), ¢; é eliminado e x(0) passa a ser o

novo parametro de controle, restando como incognitascs e w.

3 9
csw? — w?r(0) — wo’cs + wo’z(0) — 56033 + Zﬁ032x(0)
3 3
- 55(;39;(0)2 + Zﬁx(0)3 =0 (4-15)

9 3 1
— 9csw? + woles + 2Bcs® — 16032:1:(0) + 16033:(0)2 + Zﬁx(O)B' =0

Se a eq. (@=13) nao for considerada antes de se encontrar as solucoes, z(0)
deve ser determinado a partir da solugao aproximada no instante inicial para se
poder tracar uma curva de freqiiéncia de resposta versus deslocamento inicial.
Substituir (@=14) em (@-12)) é melhor que acrescentar @=13) como uma nova
equagao porque converge mais rapidamente. Quandoxz(0) nao é adicionado ao
sistema através da eq. (@=13)), deve-se evitar de tomar outra amplitude além
de ¢; como parametro de controle, porque isto possibilita encontrar solugoes
corretas no tempo, mas expurias no dominio da freqiiéncia. Por exemplo,
mantendo ¢z constante em (A=12)), as incognitas sao w e ¢;. Este sistema pode
conduzir a uma solugao onde apenas o terceiro harmonico possuird amplitude
nao nula, e a freqiiéncia w da resposta sera 1/3 da freqiiéncia dada pela eq.
(#=10), de forma a tornar a solucdo aproximada idéntica & solugao encontrada
contendo um unico harménico, eq. {@=0). A figura mostra que isto nao
ocorre quando x(0) é inserido no sistema.

Na figura 1] utilizou-se uma solucao aproximada contendo os cinco
primeiros harmoénicos impares. Na figura @, de forma semelhante que na

eq. (4=14), z(0) toma o lugar da amplitude escolhida, permanecendo com valor


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310919/CB


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0310919/CB

Capitulo 4. Método do Balanco Harménico 105

constante enquanto as iteragoes do método de Newton-Raphson sao execu-
tadas. Independente da amplitude da resposta, as solucoes coincidem com a
solugao numérica. Em [4.1(b)} #(0) ndo é parte do sistema original e sempre
uma amplitude é escolhida e mantida constante durante as iteracoes. A solucao
correta é encontrada unicamente quando a amplitude do primeiro harmonico

¢ mantida constante. Nas demais situagoes, as solucoes sao incorretas

Figura 4.1: w vs deslocamento inicial, diversas solu¢oes aproximadas. (a) Uma
amplitude é escolhida para ser fungdo das demais amplitudes,c; = f(xo, ¢;)
parai # j: 0,i=1;4+,i=2;0,i=3; A, i =4; O, i = 5. (b) Uma amplitude
¢ escolhida como parametro de controle,c; = cte: 0, i =1; +, i =2; {, i = 3;
Nyi=4;0),1=05.

4.3
Vibracao Forcada

Para resolver o problema de vibracao forcada,
&+ wolw + B2’ = Fsin Ot (4-16)
admite-se que a solucao seja do tipo

T = ¢y sin (4-17)

Como anteriormente, substitui-se a solucao aproximada na equacao dife-
rencial (@=I6), obtendo-se

1
— 1% sin Qt + wy?ey sin Ut — Zﬁcl?’ sin 3Qt+
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3
16013 sinQt — FsinQt =0 (4-18)
Observa-se que, para que a igualdade {=18) seja atendida, é necessério que
2 2 3, 3
— ClQ + wo“cy + z_lﬂcl —F=0 (4—19)

enquanto que o termo 3c;?/4, que é a amplitude do terceiro harménico em
(#=18), ¢ o residuo da solucao aproximada, idéntico ao caso de vibragao livre,
eq. (4=9).

Esta ¢ a equacao da curva de ressonancia nao-linear. Para um dado par
(F, Q) que define a forca externa, tem-se uma equagao ctibica emc;. Resolvendo
(#=19) encontram-se trés raizes, que, dependendo dos parametros, poderao ser
uma real e um par complexo conjugado ou trés raizes reais.

Considerando mais harmonicos na solucao aproximada,
T = c1sin Qt + c351in 30t + 5 sin 5Qt + ¢ sin 7O (4-20)
obtém-se o seguinte sistema de equagoes nao-lineares:

3 3 3 3 3
- 1501203 + 5501032 + 1503205 - — 1503207 + 5ﬂ01052—

3 3 3 3
55010305 + 55030507 — 1% 4+ woler + 15013 - 55010507—1*

3
5501072 =0
3 3 3 3 3 3

5501203 + 15033 + 5503072 - 55010367 + 1505207 + 55030524‘

3

3 1 3
55010305 - Zﬁ012c5 - 15013 —9¢30% + woles + 55010507 =0 (4-21)

3 3 3 3
— 1501203 + 1501032 + 5503205 — 25¢50% + wo’cs + 5505072—

3 3 3 3 3
1501207 + 55610307 + 55030507 + 15053 + 5501205 =0

3 3 3 3 3 3
- 1501032 + Zﬁ@g + 5501267 + §ﬁ05207 + 5503207 + 15030524—

3 3
55610305 — Zﬁ01265 — 490792 + w0207 =0

que deve ser resolvido numericamente.

Freqiientemente sistemas nao-lineares tais como o [@=21]) apresentam pontos
criticos ou pontos limites onde o método de Newton-Raphson nao converge.
Neste casos, deve-se utilizar o método do comprimento de arco.

Adicionando a equacao de restri¢ao
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~

~ 2 ~\2 ~\2 ~\2 2 2
(Cl—Cl) +<03—03) +(C5—C5) +(C7—C7) +(Q—Q) =T

ao sistema (4=21)), onde ¢y, 3, 5, ¢7 e 2 sdo os valores da tltima solucao

encontrada, e r é um valor pequeno, torna-se possivel ultrapassar os pontos

limites, obtendo-se a curva de ressonancia desejada.

431
Solucdo de sistemas algébricos ndo-lineares através do método de
perturbacao

O sistema nao-linear (@=2I) pode ser resolvido usando uma expansao
em termos de um parametro de perturbagao, tal como apresentado por
Richards(2002)[81].

Seja a expansao para a freqiiéncia €2:
Q= wo + ﬁQI + ﬁZQQ + 6393 (4—22)

Observando que a for¢a na eq. (@=16]) contém apenas o primeiro harmonico,
sua expansao conterd apenas um unico termo em (3. Para que F' apareca
na equacao correspondente & primeira poténcia de (3, considera-se, como no
capitulo anterior, que a forca F' seja multiplicada pelo parametro nao-linear j3.

Considera-se de forma similar que o terceiro, o quinto e o sétimo harmonicos
da solucao aproximada (A=20)) s6 aparecem a partir da primeira, segunda e
terceira ordem da poténcia de 3 respectivamente. Assim, as expansoes para as
constantes em (4=20) sao

cg=A (4-23)
c3 = ey + [Pesy + Fess (4-24)
s = FPesa+ esy (4-25)
Cr = 53073 (4-26)

Substituindo (#=22) a (=26 em [@=21]), e também F' por SF, e coletando os
termos de mesma poténcia em (3, partindo da poténcia 1 até a poténcia trés, sao
obtidas nove novas equagoes. A duas primeiras eqs. em [{=2]]) fornecem cada
uma trés novas equacoes, enquanto que a terceira fornece duas novas equacoes
e a Gltima apenas uma equagao, totalizando nove equacoes, necessarias para se
obter as noves incognitas envolvidas, {21, 25 e (23, que determinam a freqiiéncia
da resposta e as constantes csgi, €32, €33, Cs0, C53 € C73 que determinam as
amplitudes dos harmonicos mais altos em termos da amplitude do primeiro

harménico, A. Coletando as poténcias de § na primeira eq. de (d=21)), tem-se
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—2A2032 + gAC?)lQ - A(ngQg + 29192) =0
A0 + %) S A% = 0 (4-27)

3
—214(,()091 + ZAS —F=0

que fornecem

0 _ I 84
L 2140.)0 8(4)0
A2F?  3AF 9A* 3A
Q= — - - €31
8W03 16&)03 ]_28(,()03 8&)0
3 2 3031 3
Q3 = 8—%(—AC32+2C31 )+_64w03(4F_3A )—
1
—————(64F® — 144F?A® + 108 FA® — 27A°
1024 A3wg° (6 108 A7)

Coletando as poténcias de § na segunda das eqgs. de (@=21)), tem-se

3 3
— 9031(2(,0092 -+ 912) — 180320)091 — 8033Ld02 — ZA2C52 + 5142632 = 0
3
— 18031(.4)091 — 86326002 + §A2631 =0 (4—28)

1
- 8031CU02 - Z_JLA?) =0

Da ultima das eqs. (=28)) retira-se c3;, da segunda c3, e da primeira, cz3,

a saber

A3

1T 73902
21A° 9A%F

- _ _ 4-29

27 1024wt 256wy (4-29)
3A? 207 A7 189A4F S1AF?

C33 =

T 32w 02T 163840 + 4096wed 2048w,

Coletando as poténcias de 3 na terceira eq. de {@=21l), escreve-se duas novas

equacoes

3 3 3
— 50052(4.)091 — 24653@02 + ZAC312 + §AQC52 — ZA2C32 =0

3
— 1142031 - 24052(,()02 =0

de onde sao retirados csq, € 53,

A5
2 = 10240,"
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43 A7 . 13A4F
C53 = —
53 32768weS | 6144w,

Da tltima das eqs. (@=21]), ao coletar as poténcias de (3, obtém-se mais uma
equacao,
3 3
— Z_lA6312 — 48073W02 — ZA2052 =0 (4—30)

que permite a obtencao de c73

A?

S 4-31
32768w (4-31)

C73 =

De posse de todas as constantes, pode-se escrever a freqiiéncia [@=22)) e a

solucao aproximada (@=20)

Q=uwo— 814%5(—3143 +4F) — ﬁ;}og(lmﬁ — 48APF + 32F%)— o)
%(—123149 + 7T08A°F — 1152A%F? + 512F°)

z(t) = Asin Qt+{ — 32125/13 + ﬁ%&fﬁ — 252w4A2F)+
ﬂ%—%m - 40;6812& At — 201;6 AFQ)} sin 3Q¢t+ @s3)
(1022045 A+A 3<_:),274638w6 AT+ 612@6 A'F)) sin 50t~
mﬁiﬂéﬁ sin 7t

Os resultados sao coincidentes com os encontrados pelo LP tradicional, egs.

[B=52) para Q e (B-53) para x(t).

Pode-se, entretanto, considerar a seguinte expansao parawy,
2 2 2 3
wo” = Q7 — Bwoy — B woe — Fwos (4-34>

Repetindo todo o processo, encontram-se a seguinte relacao freqiiéncia-

amplitude e solugao no tempo

1 3 15
QZ _ 2 __F —A2 - 2A4 —A6
PRI e e
3 433
1024Q4A F)p

A3 213245  9B2A F  A1TB3AT
320w 1024wp*  256we?  32768wyb
18933A'F  8133AF? 2A° 4333 A7

4 + g sin 30+ b _ 56
4096w,° 2048w, 1024wp*  32768w®

2(t) = Asin Qt— (
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1333 A F
36 ) —————sin 7 (4-36)

614405

A freqiiéncia dada por @=33)) e a solugao no tempo (@=33)) coincidem com
as encontradas pelo LP modificado, eqs. B-113) e (3=112).

4.4
Vibracao Forcada Amortecida

Inserindo um termo de amortecimento na eq. [@=16)), tem-se
&+ 2Cwod + wo’x + B’ = Fsin Qt (4-37)

a solucao aproximada é escrita contendo um tinico harmonico e com um angulo
de fase ¢, ou seja
xr = c1sin(QU + ¢1) (4-38)

Como anteriormente, substitui-se a solucao aproximada na equacao dife-

rencial ({=37) e, apos a expansdo das poténcias, obtém-se

— c1sin(Q + ¢1)Q* + 2Cwocy cos(Qt + ¢1)Q + wo?cy sin(Qt + ¢y)—
1 (4-39)
15013 sin 3Q¢ + 26013 sin(Qt + ¢1) — Fsin(Qt + ¢1) =0

Expandindo sin(2t + ¢1) e cos(Qt + ¢1) em (4=39) e pondo em evidéncia os

harmonicos sin 2t e cos (2t, chega-se respectivamente as seguintes equacoes:

3
(WO2C1 + 16013 — 6192) COS ¢1 —F - 2(&)0901 sin ¢1 =0
5 (4-40)
(w0201 + Zﬁcl?’ - 0192) sin ¢1 4 2Cwof2cq cos g1 = 0

onde as incognitas sao a amplitude ¢; e angulo de fase ¢;. O angulo ¢,
¢ determinado isolando cos¢; na primeira das eqs. (@=40). Depois cos ¢, ¢é
substituido na segunda das eqs. {d=40)) e obtém-se sin ¢; e conseqiientemente
¢1. A amplitude ¢; é obtida ao se escrever (cos ¢1)? + (sin ¢1)? = 1, mas nao
serd apresentada por ser uma expressao muito extensa. O angulo de fase é dado

por

2<WOC19F

(4-41)

sin ¢1 = —

AC 200200202
(w0201 + %ﬁq?’ — 0192)2 (1 + ¢ e )

(WO2C1 + %5013 — 0192)2


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310919/CB


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0310919/CB

Capitulo 4. Método do Balanco Harménico 111

A eq. ([E=38)) ¢é a solugao analitica do problema de vibragao for¢cada amorte-
cida pelo HBM. Adicionando mais termos, nao é possivel encontrar uma
solugdo analitica. Porém, ao serem inseridos mais termos na solu¢ao H-38)

¢ mais conveniente escrever a solugao aproximada sem o angulo fase.

4.5
Método de Galerkin-Urabe

O método de Galerkin-Urabe é semelhante ao HBM. A diferenca é que,
em vez de se expandir as poténcias e produtos das funcoes trigonométricas
e fazer o “balanco” dos harmonicos, emprega-se o método de Galerkin para
gerar um sistema de equagoes algébricas nao-lineares para a determinacao das
amplitudes dos harmonicos.

Considerando novamente a eq. @=4)) como exemplo, a solu¢ao aproximada

¢ tomada na forma
x = ¢q coswt + ¢3 cos 3wt (4-42)

Substituindo a solu¢ao aproximada @=22) em (E=4), tem-se

— crw? cos wt — 9ezw? cos 3wt + wycy cos wt + wo ez cos Jwt+
Ber?(coswt)? + 3Bci%cs(cos wt)? cos 3wt+ (4-43)
38cic3® cos wt(cos 3wt)? + Bes®(cos 3wt)? =0

Como a igualdade (@=43)) nao ¢ atendida, o lado esquerdo é na verdade um
residuo.

Deseja-se que o residuo ao longo de todo o dominio seja zero, dessa forma
o residuo é multiplicado por fun¢oes peso e integrado ao longo do dominio da

equacao diferencial e feito igual a zero. As funcoes peso sao

Ox
— 4-44
9, (4-44)
Wi = coswt (4-45)
Wy = cos 3wt (4-46)

O sistema de equagoes nao-lineares de onde a solucao sera retirada é obtido
fazendo a integracao, ao longo de um periodo, do residuo multiplicado pela

funcao peso, isto é

/ T(V%Rdt) =0 (4-47)

A partir de (4=47), chega-se ao sistema
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S

3 3 3
(—clw2 + ciwo? + 5501032 + Zﬁc1203 + 25013) =0
(4-48)
T(3, 3 2 3, 9 1. 3 2
— | =Pes” — Ywics + =fBei“cs + =Fe” + woecz | =0
w \ 4 2 4

que é um sistema similar ao obtido com o HBM, eq. @=12)). Percebe-se que
as equagoes obtidas com o método de Galerkin sdo 7/w vezes maiores que
as equacoes obtidas com o HBM. Isto ocorre pela integracao das funcoes

trigonométricas ao longo do periodo.

4.6
Meétodo do balanco harmdénico incremental

O IHBM foi desenvolvido por Cheung e Lau (1981)B2]. No HBM tradi-
cional, chega-se a um sistema nao-linear de equacoes. Para resolvé-lo, aplica-
se o método de Newton-Raphson, que é a expansao em séries de Taylor das
equacoes nao-lineares, onde os termos de alta ordem sao desprezados. Neste
método, a expansao da série de Taylor ocorre antes da substituicao da solucao
aproximada no problema a ser resolvido.

Considerando somente o problema mais geral de vibragao forcada amorte-

cida, tem-se que
= 2" + 2QCwo B2’ + wo’x + fa® — Feost =0 (4-49)

Expandindo a fun¢ao ¢ em série de Taylor e desprezando os termos de mais

alta ordem, tem-se

Oy Op Oy dyp Oy dp
= Ax" + ——Ax' + —A —AQ+ ——=AF+ —=A 4-
% goo—l—ax” x +8x’ x+8x JH—aQ +8F +86 B (4-50)
onde
o = Q20" + 2Q¢weBr’ + wox + Ba® — Fcost (4-51)

Agora z, ', 2", Az, Ax’, e Ax" sdo dados por séries de Fourier.
Utilizando a mais simples solucao possivel para uma equagao com nao-

linearidade impar amortecida, adota-se
T =csinT+d;cosT
2’ =cicosT —dysinT
2" = —cysinT —dycosT
Az = AcysinT + Ad; cos T

Az’ = AcycosT — AdysinT
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Az" = —AcysinT — Adj cosT (4-52)

Inserindo (@=51)) e as eqs. ([@=52) em (@=50), simplificando as poténcias

trigonométricas, e coletando os harmonicos, chega-se ao sistema

3 3 3 3

éﬂcldlAdl + WOQAQ + ZABClde + 16013 + 2Aw0wO01 + Z_LA5013+

9 3

16012A01 + Zﬂdlecl - QCWOdl - 2(&)0Ad1 - 9261 - 2QAQ01—|— (4—53)

3
WOQC]_ + 1661d12 — Q2Ac1 — 2Awocd1 =0

3 9 3 3
15012d1 + Zﬁd12Ad1 + wo2Ad1 — 2QAqd; + Zﬁdfg + §ﬁcld1Ac1—
3 3
F+ ZAﬂdl?) + ZAﬁCl2d1 + 2CWOA01 + 2Aw0C01 + 2Aw0w0d1—|— (4—54)

3
15612Ad1 -+ QCWOCl — del -+ w02d1 — QzAdl =0

Escolhendo apenas as amplitudes dos harmonicosc; e d; como incégnitas,

tem-se que €2, F' e 3 sao constantes. Assim A, AF e A valem zero em

(@=53) e {@=54). Obtém-se, de {@=53) e ([@=54), o sistema sob a forma matricial,

ACl
Ady

%(3012 +dy?) + wy? — Q2 %ﬂcldl — 2Cwo
3501d1 + 2¢wo %(012 + 3d12) + wo® —

(4-55)
- %ﬁcl?’ - 2Cw0d1 — Q261 + WQ201 + %ﬁ61d12
%ﬁclzdl + %ﬁdlzi —F+ 2(&)001 — Qle + w02d1

Inicialmente sao atribuidos valores quaisquer parac; e d; e encontram-se
Acy e Ad; resolvendo o sistema (4=55). Dessa forma ¢; e d; sao atualizados e
encontram-se novos Ac; e Ad;. Atualiza-se ¢; e dy até que Ac; = Ad; = 0.
Quando isso acontecer, tem-se a solucao c¢; e d; para os parametros €2, F|
B e wy. Eventualmente em alguns pontos criticos da curva de ressonancia o
sistema ([@=553]) ndo ird convergir. Novamente o comprimento de arco é utilizado
através da equacao.

p1=(c1 — @)+ (di — dr)* + (2 = Q)? =2 (4-56)
onde ¢, ¢ e O correspondem a tltima solugao conhecida. Expandindo [-56])

em série de Taylor, tem-se

o1~ (cr — )2+ (dy — dy)? + (2 — Q)2 — % + (20 — 20) A+

~ (4-57)
(261 — 2/6\1)A01 + (2d1 — 2d1)Ad1

Assim, o sistema de eqs. (@=55]) passa a ter a forma
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3
a §ﬁ01d1 — 2@)0 —2901 ACl
;@cldl +2Cwo b —20d, Ady
21 — 2610 2, — 2y, 2020, | \ AL

3, 3 2 2 3 2 (4-58)
Zﬁcl — 2Cwod; — Q%c1 +wpcr + Zﬁcldl

_J) 3 3 .
- Zﬁclzdl + Zﬁdls —F+ QCWOCl — Q2d1 + w02d1
(c1 = €10)® + (di — d1g)? + (2 — Qo)* — 17
onde
9, 2, 3,2 2 2
a = Zﬁcl + Zﬁdl + wp” — Q (4—59)
3 9
b=wy’®+ Zﬁcﬂ + Zﬁdﬁ —0? (4-60)
que é idéntico ao resultado obtido com o HBM.

4.7
Nao Linearidade Quadratica

Seja novamente a equacao
i+wolr+ar® =0 (4-61)

A solugao aproximada necessita conter o harménico fundamentalw ja que
o termo linear estd presente, além do termo constante e o harmonico tipico da

nao-linearidade quadréatica, cos 2wt. Tem-se pois a aproximagao
x(t) = co + ¢1 cos wt + 5 cos 2wt (4-62)

Substituindo @=62) em (@-6I) e coletando os termos constantes e os

coeficientes dos harmonicos presentes em [@=62)), chega-se ao sistema

1
5@022 + aco? + woleo + 504012 =0
20c1¢o + acycs + wolcy — cw? =0 (4-63)

1
2acoco + 5@012 + woley — desw?® = 0
Utilizando a condigao inicial de deslocamento,

z(0) =co+ 1+ ¢ (4-64)
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pode-se por qualquer constante em funcao das demais, mas isto pode trazer
problemas de convergéncia, além de miltiplas solu¢oes que embora atendam
(M=63), nao existem na realidade.Isto ¢ evitado ao se fixar a amplitudec; do

primeiro harmonico ao se resolver o sistema @=G3)).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310919/CB




