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5
Sistemas Lineares com Coeficientes Peridédicos

Este capitulo trata de forma suscinta do estudo da estabilidade de solugoes
periddicas de sistemas dinamicos nao-lineares.
Segundo Rand [83], a teoria de Floquet ¢ a teoria mais geral que trata de

equacoes diferenciais lineares com coeficientes peridédicos do tipo
T =A(t)x (5-1)

Fazendo um mapeamento de Poincaré de um sistema linear, pode-se veri-
ficar que as coordenadas que determinam o estado do sistema num determinado
instante de tempo t (vetor de estado z em t) estao linearemente conectadas
com as coordenadas num instante defasado de um certo At através de uma

matriz @, tal como ilustrado na figuralb.dl ou seja

{Thirar = [(I)]t+At,t {z}e (5-2)

(X1,X2)

@D

Xt

Xt+At
X1,X2)

Figura 5.1: Espaco de fase

® é chamada de matriz de transicao ou matriz de monodromia.
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Se A em (5-1)) for constante, ® é dado por
Dy = et (5-3)

Nos casos em que A é periodico, o teorema de Floquet afirma que a matriz

de transicao assume a forma.
®o = P(t)e" (5-4)

onde P(t) ¢ uma func¢ao periddica e R é uma matriz constante.
Em geral é muito dificil obter ® analiticamente, para estes casos é necessario
definir as matrizes de solucoes que possibilitam o calculo de® numericamente.

De forma semelhante & eq. (5=2)), pode-se escrever que

[X]H-T = [(I)]t—i-TJ [X]t (5‘5)

Assim,

5.1
Multiplicadores de Floquet

Com base em (5-3)), sabe-se que, quando A & constante, seus autovalores
definem o comportamento do sistema ao longo do tempo. Autovalores positivos
indicam que a solugao ird crescer indefinidamente, autovalores nulos indicam
orbitas periddicas e, para autovalores negativos, a solucao tende assintotica-
mente para zero. Portanto, os autovalores da matriz de transicao® e da matriz
A estao relacionados. A relacdo é dada pela eq. (5=3). Logo os autovalores de
® sao as exponenciais dos autovalores A de A, como ilustra a figuraB.2l Os
autovalores de ® sao chamados de multiplicadores de Floquet e indicam insta-
bilidade para valores maiores que 1.

O modulo dos multiplicadores de Floquet relacionam o médulo das com-
ponentes de dois vetores de estado, separados por um intervalo de tempo At
igual ao periodo T" de A.

A seguinte relacao entre os multiplicadores de Floquet e a parte real dos
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estavel instavel

Figura 5.2: Relacao entre um autovalor de ® e um autovalor de A

autovalores de A é valida, quando A é constante

Ao > 1= |aip| > |2 = A4 >0
Mo =\, =0 (5-7)

Mo < 1= |ajp| < || = Xy <0

=1= xi

i _
xt—i—T{ -

Portanto, se o0 modulo de algum multiplicador de Floquet for maior que 1,
hé instabilidade associada a alguma direcao do espaco de fase.
A matriz ® pode ser computada em (=0 a partir de uma matriz diagonal

de solucoes

4]
X, = (5-8)
4]
Em geral assume-se § = 1, o que permite simplificar um pouco a eq. (=0,
obtendo-se
@] (t+Tt) = [X]t+T (5-9)

Como os autovalores de ® podem ser complexos conjugados, diversos
autores classificam os tipos de bifurcacoes de acordo com as formas com
que estes autovalores ultrapassam o modulo unitario. Isto é visualizado por
um plano onde o eixo horizontal corresponde a parte real do autovalor e o
eixo vertical contém a componente imaginaria do autovalor, como mostra a

figura 53] ([84]).
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Re %o

Figura 5.3: Possibilidades de perda de estabilidade de uma solugao periodica.

5.2
Estabilidade de sistemas nao-lineares

A estabilidade de solucoes periddicas de sistemas nao-lineares é determi-
nada pela avaliacao ao longo do tempo de uma perturbagaoe, muito pequena,
que é adicionada a solucao periédica conhecida. Se a perturbacao cresce com
o passar do tempo, entao o sistema é instavel.

Para saber a tendéncia da perturbacdo, basta linearizar a equacao. A
equacao linearizada obrigatoriamente tera coeficientes periddicos, o que conduz
a utilizacao da teoria de Floquet.

Tomando como exemplo a equacao de Duffing, ao se adicionar uma pertur-

bacao €(t) a solugao x(t), tem-se
i+ E+ 2€wo(E 4 €) +w(w +€) + Bla +€)® = FsinQt (5-10)

Eliminando os termos nao-lineares em € e tendo em mente que & + 2(wox +

wo’x + Pfa® = Fsin Ot, obtém-se,

€+ 2Cwoé + wo’e + 3B2% =0 (5-11)

onde o coeficiente 33z* ¢ uma funcao periodica em ¢, dado que z(t) é a solugio
periodica cuja estabilidade se deseja analisar.

Assumindo as seguintes relagoes

a eq. (5=11) é transformada em um sistema de primeira ordem

él 0 1 €1
) o [ 1
€9 —WwWp” — Bﬂl’ —2CWO €9
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O que deseja-se é encontrar os autovalores da matriz de transicao ® do
sistema (B=-12). Com a matrix de condi¢Oes iniciais sendo uma identidade,
pode-se obter ® através de (B=9)), integrando (5-12) durante um periodo T
correspondente a solugao da equagao diferencial nao-linear, z(t).

5.2.1
Determinante de Hill

Considerando novamente o equagao de Duffing,
i+ 2Cwoi + wo’x + Bz’ = Fsin Qt (5-13)
a solucao aproximada pode ser escrita como,
r = acos it + bsin Qt (5-14)

Acrescentando uma perturbagao € a solu¢ao aproximada (=14, e despre-
zando os termos nao-lineares, chega-se a seguinte equagao que rege a pertur-

bacao,

€+ 2wole + (wo? + ;ﬁ(az + b%) + 3Babsin 20+

3 (5-15)
55(612 —b?) cos 2Qt)e = 0
cuja solucgao, segundo Floquet, ¢ dada por
€ = eM(t) (5-16)
onde p é chamado expoente caracteristico.
Substituindo (5-16) em (B=15), tem-se
& + (200 + 2woC) B + (1* + 2wolpt + wo? + gﬁ(cﬂ + %)+
3[absin 20t + (gﬁ(az —b%) cos 2Q0t)¢p = 0 10
Aplicando o HBM, substitui-se
¢ = ccoswt + dsinwt (5-18)

em (5=17) e realiza-se o balango dos harmonicos.
De acordo com Hayashi (1964) 85|, fazendo w = €2, os expoentes carac-

teristicos p estarao associados a regiao da primeira ressonancia. Para as regioes
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de ressonancia par ¢ necessario considerar o termo constante em B-18]).

Para w = 2, o HBM conduz ao seguinte sistema de equacoes lineares,
My, M

11 12 o\ _ 0 (5-19)
My My d

3 9
My, = ZWOC,U/ + /L2 + 1562 + W()2 + Zﬁa2 - Q2

sendo

M12 = 2,LLQ + ;ﬁ(lb + QWOCQ
M21 = —2MQ + gﬁab - 2&)0(9

3 9
Moy = p? + 2wolp + wo? + Zﬁaz + Zﬁbz -2

Para que existam solucoes nao triviais, é necessario que o determinante da
matriz do sistema linear (5=19) seja nulo. Igualando o determinante a zero,
encontra-se uma equacao que permite que o expoente caracteristico o seja

determinado. Tem-se assim

pt + dwoCu® + (38(a® + %) + 4w’ ¢ + 2(Q + wo?) )+

(4woC? + 6w B(a? + b*) + 4w p + 3we?Ba® — 336*Q*+

27 27 5-20

§52b2a2 + 36b%wy? + 4w2C20? — 38a*Q% + wyt + Eﬂ2a4— ( )
2

2wo0? + 1—25%4 +0t=0

Se p for imaginario, a solugao (B-I10) ¢ estavel, se p for real a solugao
¢ instavel, pois e *¢(—t) também é uma solucao independente que atende
(B=I13). i s6 sera real se o termo independente de (B5=20) for menor que zero.
Portanto, o que ocorre na pratica, ao se avaliar a estabilidade de uma solucao
periddica é fazer 4 = 0 e calcular o determinante. Determinante positivo
corresponde a um g imaginario e conseqiientemente a solucao serd estavel,
e determinante negativo, a uma solucao instavel.

Fazendo p = 0 em (5=200), tem-se

2
4w C20? — 3% + wyt + 1—7@%4 + 3w’ Ba® — 380*Q%+
27 0 27 (5-21)
gﬁQanQ + 38b%wy? + QF — 2wy %Q% + 1—6ﬁ2b4 =0

Conseqiientemente, as solugoes obtidas com o HBM (tal como B=14))) para
o problema (5=13)) sdo estéveis quando (5=21)) for maior que zero.
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