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4
Conceitos Basicos de Estatistica Bayesiana e Simulacao

Estocastica

4.1

Elementos de inferéncia Bayesiana

Gamerman [34] define que tanto o modelo Bayesiano quanto o

freqlientista trabalham na presenca de observagdes x, cujo valor ¢ inicialmente

incerto e descrito através de uma distribuicdo de probabilidades f (x|6’). A

quantidade 6* serve como indexador da familia de distribui¢des das observacdes
representando caracteristicas de interesse que se deseja conhecer para poder ter
uma descri¢do completa do processo. Continuando, Gamerman [34] alerta para o
fato de que o principal interesse de estudo ¢ a determinag¢do do seu valor, ndo
sendo portanto, um simples indexador.

Vale citar que para fazer inferéncia sobre 6 dado x, é necessario

determinar uma distribuicao de probabilidade conjunta:
p(x,9)=f(x|9)p(6’) (4.1.1)
ApoOs observar X =x, pode-se utilizar o Teorema de Bayes para

determinar a distribui¢do a posteriori:

_ /dp)p(e)
(6x) = LT (4.1.2)
plofx) < £(x0)p(0) 4.13)

A razdo por inserir a proporcionalidade em (4.1.2) resultando (4.1.3), € que
o denominador (constante normalizadora) de (4.1.2) ndo ¢ funcdo de 6.
O objetivo dos topicos seguintes ¢ justificar estes preceitos de forma mais

detalhada.

* Em vérios casos 8 pode ser multi-dimensional.
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4.2

Distribuicéo a priori

Medrano & Migon [62] reportam que a implementa¢do da inferéncia
segundo a escola Bayesiana requer que as distribuicdes a priori sejam
especificadas para as quantidades de interesse. Neste contexto, Koop [54] sugere
que o especialista colha diversas opinides de profissionais do setor em estudo
para, assim, tirar conclusdes mais convincentes. No entanto, quando as prioris dos
cientistas sdo fortes e divergentes, Gamerman & Migon [35] citam que ¢
fundamental produzir uma analise neutra visando gerar um referencial.

Vale notar que em algumas situagdes, o pesquisador pode ter o sentimento
de que a informacao disponivel para avaliar a distribui¢do a priori ndo existe. Este
conhecimento pobre ou ignorancia ¢ tema de muita discussao na literatura. Afinal,
¢ importante ressaltar que nunca se pode estar em completo estado de ignorancia.
Para expressar a idéia de pouco conhecimento a respeito do parametro, uma classe

de prioris denominadas ndo-informativas tem se mostrado bastante 1til. De acordo

com Gamerman & Migon [35], inicialmente foram propostas prioris distribuidas
uniformemente ( p(@) ock, —0<f <o), 0 que implica ndo favorecer nenhum
valor particular de &. Neste caso, qualquer andlise Bayesiana ¢ baseada
fundamentalmente na distribuicdo amostral. Entretanto, ¢ importante sublinhar
algumas dificuldades com relagao a esta escolha:
= p(@) ¢ uma distribui¢do impropria, ou seja:j p(HﬁH —> 0, Se 0
intervalo de @ for ilimitado;

. p(@) ndo ¢ invariante a reparametrizacao.

Um método alternativo para determinar prioris ndo-informativas, para um
conjunto de parametros, ¢ conhecido como Regra de Jefrey. Esta regra ¢ baseada
na escolha de uma priori proporcional a raiz quadrada do determinante de uma

matriz de informacdo esperada de Fisher. Ehlers [29] explica que o conceito de

informagdo, aqui, estd associada a uma espécie de curvatura média da funcdo de
verossimilhanga no sentido de que quanto maior esta curvatura, mais precisa ¢ a

informagao contida na verossimilhanga.
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E digno registrar que esta classe de prioris ndo-informativas é invariante,
porém, eventualmente impropria. Como, na pratica, o objetivo ¢ analisar a
distribuicdo a posteriori, esta constatacdo ¢ dispensavel. No entanto, ¢ de suma
importancia, antes de realizar qualquer inferéncia sobre a distribui¢ao a posteriori,
certificar que a mesma ¢ uma distribui¢do propria. Mais uma vez, de acordo com
Gamerman & Migon [35], um outro obstidculo dessa técnica ¢ ndo satizfazer o
Principio da Verossimilhanga (este principio postula que toda informagdo contida
em um determinado experimento, estd contida na fungdo de verossimilhanga).

Vale notar que muitas vezes pode-se dividir a especificagdo de uma priori
através de estagios. Ehlers [29] explica que, além de facilitar esta especificacao,
esta abordagem € natural em determinadas situa¢des experimentais.

Para ilustrar, seja a distribui¢ao a priori de € a qual depende dos valores

dos hiperparametros ¢. Pode-se, entdo, escrever a distribui¢do condicional p(6?|¢)

ao invés da marginal p(@). Além disso, ao invés de fixar valores para os
hiperpardmetros, determina-se uma distribuicdo a priori p(¢) Neste ponto,

completa-se o segundo estdgio da hierarquia. Matematicamente, a distribuicao

marginal a priori de € pode ser encontrada através da seguinte integral:

p(0)=[ p(0.9)g = [ plelp)p(p)dg (42.1)
Gamerman [34] cita que ndo ha limitagdo quanto ao niimero de estagios.
Contudo, quanto mais alto o estdgio, mais complexo fica a especificagdo das
distribui¢cdes. Assim sendo, geralmente sdo especificados dois (2) ou trés (3)

estagios.

4.3

Distribuicdo amostral (Funcao de Verossimilhanca)

Gamerman & Migon [35] mencionam que a func¢do de verossimilhanga ¢ a

funcdo que associa a cada valor &, o valor f (x|9). Portanto, ao fixar um valor

para x e variar os valores de @, pode ser observado a plausibilidade (ou
verossimilhanca) de cada um dos valores de . Vale lembrar que a inferéncia
Bayesiana obedece ao Principio da Verossimilhanca. E através desta fungdo que o

conhecimento a priori sobre € ¢ modificado. Neste ponto, ¢ importante lembrar
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que em uma analise cientifica, ¢ apropriado que esta funcdo seja dominante com
relagdo a distribuicao a priori. Afinal, € coerente pensar que qualquer informagao
relevante sobre o parametro 6 seja obtida através da realizagcdo de um

experimento e, consequentemente, através dos dados.

4.4

Distribuicéo a posteriori

Gelman et al [38] apontam que a distribui¢do a posteriori contém todas as
informagdes probabilisticas do pardmetro €. Desta forma, a elaboragdo de um
grafico para investigar as caracteristicas dessa distribui¢do pode ser considerado
um procedimento bastante util. Concomitante, pode-se resumir a informagao (do
parametro de interesse) contida na distribuicdo a posteriori através de valores
numéricos (estimativas pontuais) tais como: média, mediana, moda. Ehlers [29]
enfatiza que ¢ importante reduzir a incerteza dessas estimativas através do
intervalo de credibilidade (intervalo de confianca Bayesiano). Este intervalo de
credibilidade expressa a probabilidade de & estar em um intervalo pré-definido,
condicional aos dados observados. Vale lembrar que ¢ possivel construir inumeros
intervalos. No entanto, aquele que contempla o menor comprimento possivel €
denominado de Maxima Densidade a Posteriori (MDP). De acordo com Cespedes

[17], MDP ¢ o intervalo em que a densidade para todo ponto pertencente ao

intervalo € maior do que para todo ndo pertencente a ele.

4.5

Exemplo

Este topico tem como finalidade elucidar as defini¢des abordadas nos
topicos 4.2, 4.3 e 4.4, objetivando uma melhor compreensdo das mesmas. Para tal,
seja o exemplo registrado em Gamerman & Migon [35] onde dois fisicos A ¢ B,
visando obter uma estimativa mais acurada de uma constante fisica €, concordam
em fazer um experimento em laboratorio. O fisico A ¢ bastante experiente e

determina a seguinte distribui¢ao a priori para o parametro 6:

0, ~Nlu,.7) (4.5.1)
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Ja o fisico B tem pouca experiéncia (pouco conhecimento) e dessa forma

opta por utilizar uma priori ndo- informativa:

0, ~ Nu,72) (4.5.2)

Vale salientar que estes pardmetros indexadores da familia de distribuigdes
a priori (4, fy, T; € 7,) sdo denominados na literatura como hiperparimetros
para diferencid-los dos pardmetros de interesse (0 505 ) Para este estudo, os
valores adotados sdo os seguintes:

i, =900; u, =800; z2 =(20); 77 = (80)°

As curvas na Figura 4.1 mostram estas densidades a priori para A ¢ B:

Densidades a priori do parametro 6
WE—

0.02

0.015

pla)

0.005

0
500 550 &00 650 700 v50 800 850 300 950 1000
7}

Figura 4.1: Densidades a priori do parametro 6.

Sabendo-se que a distribui¢do amostral (X |9) ~N (0, (40)2 ), tem-se

)=1lo.0% %)= Hf( o) (4.5.3)

£l

ou

Suponha-se que o resultado de uma simples observac¢dao seja x =850;

entdo a fun¢do de verossimilhanga ¢ mostrada na Figura 4.2:
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Funcao de Verossimilhanca para e
e S

o, o ; X)

0.005

0 i i i i i i i
500 550 600 650 700 v50 800 850 900 950 1000
0

Figura 4.2: Funcéo de Verossimilhanca para 6.

A abordagem Bayesiana ¢ adaptativa e permite revisar a distribuicao a
priori dos pardmetros com novas informacdes, obtendo-se ao final uma
distribui¢do a posteriori (7[) Por inspe¢do visual da Figura 4.3, pode-se perceber
que a aquisicdo da amostra, e consequentemente a introdu¢do da informacao,
modifica a distribuicdo a priori com uma consideravel reducdo com relagdo a

incerteza sobre os parametros (9 505 )

Dessa forma, tem-se:

* Para o fisico A: (6’|X = 850) ~ N(890,(17,9)2 );

= Para o fisico B: (6]X =850)~ N(840,(35,7)2 )

Estas densidades sdo mostradas na Figura 4.3:
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Densidades a posteriori para 6
0.025 T T T T T T

0.02

0.015

6] x)

0.005

0 _
500 550 &00 650 700 v50 800 850 300 950 1000

o

Figura 4.3: Densidades a posteriori do parametro &.

Este exemplo ilustra uma situacdo importante onde, para um dado modelo
observacional, as distribui¢des a priori € a posteriori pertencem a uma mesma
classe de distribuigdes, no caso a distribuicio normal. Esta propriedade de
preservacdo da classe de distribuigdes define conjugacdo. Neste caso, a
atualizacdo do conhecimento que se tem sobre o parametro do modelo envolve
apenas uma mudanga nos hiperparametros.

Gamerman [34] alerta para o cuidado com a utilizagdo indiscriminada de
prioris conjugadas. Essencialmente, o problema ¢ que a priori conjugada nem
sempre ¢ uma representacdo correta da incerteza a priori. Sua utilizacdo esta,

muitas vezes, associada a tratabilidade analitica decorrente.

4.6
Obtencdo de resumos de interesse através de simulacao

Conforme citado no topico 4.4, em diversas situagdes ¢ interessante
resumir a informagado descrita na distribuig¢do a posteriori em termos de esperangas

de fungdes particulares do parametro 4, i.e [29]:

Elg(0)x]= [ £(0) p(6]x)ao (4.6.1)
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sendo g() uma fungdo qualquer. Por exemplo, se g(H):H, entao E[g(0)|X ]

representa a média a posteriori.

E digno de registro que estes calculos de integrais, em geral, ndo sdo
analiticamente trataveis. Esta questdo, por muitos anos, atrasou o desenvolvimeto
de modelos Bayesianos. No entanto, com a evolugdo computacional, houve uma
explosdo de trabalhos utilizando métodos baseados em simulagdo. Os itens
seguintes abordam alguns destes métodos: Integracdo de Monte Carlo,
Amostragem por Importancia e Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC). E
importante sublinhar que estes textos sdo de carater introdutério. Para mais
detalhes, o leitor ¢ convidado a consultar as seguintes referéncias: Gamerman

[34], Robert & Casella [76].

4.6.1

Integracéo via Monte Carlo

De acordo com as informagdes anteriores, em diversas situacdes a equagao
(4.6.1) ¢ altamente complexa. Desta forma, os métodos estatisticos tradicionais
falham e as inferéncias sao feitas utilizando simulacoes. Basicamente, a simulacao
de Monte Carlo refere-se a qualquer simulacdo que envolve o uso de numeros
aleatorios.

Em linhas gerais, o objetivo da Integracdo via Monte Carlo ¢ calcular a

seguinte integral:
9=E(X)= [ xf (x)x. (4.6.1.1)
Uma maneira plausivel consiste em gerar aleatoriamente amostras

{X pt=1..T } da distribui¢do de X e fazer a aproximacao:
T
E(X)~T7" Y x, (4.6.1.2)
t=1

Este conceito pode ser extrapolado considerando
9=E(p(x))= [ #lx) £ (x)dx . (4.6.1.3)
Novamente, seja {X ot=1...T } uma amostra aleatéria independente e

identicamente distribuida (iid) da distribui¢ao f (x) Entao,
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T
G=1""3¢(x,) (4.6.1.4)

A

converge para E(¢(X )) com probabilidade um (1) quando 7 — . Como 4 ¢

uma média amostral de observagdes independentes, temos que

Var(g)zw. Mas Var(¢(X )) pode ser estimada através da varidncia

amostral de ¢(X . ), de modo que o erro padrao estimado para 9 ¢ dado por

seld)- \/ T(Tl—l

Para ilustrar, seja o seguinte exemplo apresentado por Roberts [78]. Para

)i(cé()f )-8 . (4.6.1.5)

este caso, X e ¥ tém distribuicdo conjunta (distribui¢do normal bivariada) dada

por:

y_:uy

e : — )exp2(1_1pz)(x;fx]2Zp[x;ij(yafy}[

(4.6.1.6)

sendo p o coeficiente de correlacdo entre X ¢ ¥V, —1< p<1, xe(—oo,oo),

ye (—oo,oo), (,ux, ,uy) eR?e (O'x, O'y) € R_%.
O valor de Pr(X <LY < 1) pode ser estimado considerando inicialmente
j 1 ,(x,)f (x, y dxdy (4.6.1.7)

e na seqiiéncia calculando:
] T
T3 1 4(xp,) (4.6.1.8)
t=1
onde 7/, corresponde a uma fung¢do indicadora: 4 = {(x, y): x<ly< 1}. Hé vérias

maneiras para simular uma distribuicdo normal bivariada. Conceitualmente, a
forma mais facil ¢ utilizar os métodos baseados em misturas que exploram a

questao da densidade conjunta das variaveis aleatorias (X Y ), ou seja:

S )= £(x)r(x) (4.6.1.9)

(e}

y

T
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Dessa forma, o par (x, y) pode ser gerado em dois (2) passos: inicialmente
gera-se X=x a partir da sua distribuicio marginal e, entdo, y¢é gerado
condicionalmente do valor obtido de x, (Y |X = x).

Utilizando  p=0,5, u, =u, =0, o, =0, =1, pode-se obter a seguinte

distribuicao condicional:

f(y|x):N(,uy +p%(x—,ux),0'y\/l—p2j (4.6.1.10)

A estimativa da probabilidade requerida apos mil (1000) iteragdes (T = l.OOO)é

dada por 0,762. Vale registrar que quanto maior for 7', mais acurada serd a

estimativa. A Figura 4.4 fornece o scatterplot dos valores simulados:

Scarterplot dos valores simulados

IS

Figura 4.4: Scatterplot dos valores simulados.

Pode ser constatado que este método ¢ bastante simples e facil de se usar
mesmo em problemas envolvendo altas dimensdes. De acordo com Roberts [78],
o custo por esta simplicidade € que a variancia ¢ alta.

Uma extensdo da Integracao via Monte Carlo ¢ dada pela Amostragem por

Importincia. Esse método ¢ util quando ndo € possivel gerar amostras de f (x)

Matematicamente, podemos re-escrever a equagao (4.6.1.3) como:

9 =E(g(X))= Iw(x)g(x)dx (4.6.1.11)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0321237/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0321237/CA

72

#x)/ (x)

onde w(x)= W e g(x), denominada de funcio de importancia. A escolha

desta funcao ¢ baseada no fato de que a mesma seja facil de amostrar. Gamerman
[34] mostra que uma escolha 6tima, em termos de minimizar a variancia ¢ usar
grpxf.

Procedendo dessa maneira, o proximo passo consiste em estimar 9 :

T
G=7""3y(x,) (4.6.1.12)
=1

cuja variancia ¢ dada por:
A -1 2
Var(§)=77 [(y(x)- 9)" g(x)dx (4.6.1.13)

Tierney [91] comenta que, por varias décadas, o0 método Amostragem por
Importancia foi utilizado em um contexto Bayesiano para estimar caracteristicas
das distribuicdes a posteriori tais como a média ou o desvio-padrao de uma fungao
de €. Entretanto, em diversos casos ¢ impossivel amostrar diretamente da
distribuicdo a posteriori ou mesmo descobrir uma funcdo de importancia
plausivel. Desta forma, os métodos baseados em simula¢do de Monte Carlo
tornam-se praticamente invidveis. Neste cendrio, uma poderosa técnica
denominada Monte Carlo via Cadeias de Markov (Markov chain Monte Carlo -

MCMC) tem sido amplamente utilizada para resolver esta espécie de problema.

4.7
Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC)

Monte Carlo via cadeias de Markov (MCMC) ¢ uma poderosa ferramenta
para gerar variaveis aleatdrias.

De acordo com Casella & George [16], MCMC foi, inicialmente, proposto
por Metropolis et al [65]. Este trabalho pioneiro resultou em desenvolvimentos
futuros: Hastings [48], Geman & Geman [40] e Tanner & Wong [86]. Segundo
Gilks et al [43], a apresentacao da aplicabilidade desses métodos em uma gama de
problemas estatisticos convencionais, especificamente em modelagem Bayesiana,
¢ creditado aos artigos de Gelfand & Smith [36] e Gelfand et al [37].

Durante varias décadas, diversos artigos e livros tém sido publicados com

a inten¢do de expor a aplicagdo dessa metodologia em diversos problemas reais
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complexos, como exemplo: Spall [80], Doucet et al [25], Chib & Greenberg [20],
Tierney [91], Besag et al [14], Casella & George [16], Gamerman [34], Robert &
Casella [76], Gilks et al [41].

O prototipo do problema ¢ como se segue. Considere uma seqiiéncia de

variaveis aleatérias {X,,z=1,..,T} tal que em cada tempo >0, o proximo
estado X,,; ¢ gerado condicionalmente da distribuigdo P(X p +1|X t), que ¢

denominada kernel de transicdo da cadeia e ndo depende de ¢ se a cadeia for

homogénea no tempo. Isto &, a distribuicdo de X, ; depende somente do estado
atual da cadeia, X,. Uma realizagdo desta sequéncia de variaveis aleatdrias

{X Ht=1..T } ¢ conhecida na literatura como Cadeias de Markov. E importante

relatar que X representa alguma condicdo inicial.
Roberts [77] faz uma breve revisdo para que a distribui¢do de X, convirja

para a distribuicdo estacionaria. Assim sendo, ele explica que a cadeia precisa
satisfazer trés (3) importantes propriedades:

1. irredutivel;

—

1. aperiodica;
ili.  positiva recorrente.

A propriedade (iii) pode ser considerada a mais importante. Afinal, esta
propriedade esta relacionada com a existéncia de uma distribuicao estacionaria tal
que se X, ¢ gerado desta distribuicdo, entdo todos os valores subsequentes
também o serao.

Para ilustrar, reporte-se a equacao (4.6.1.3) e considere f () como sendo a
distribuigdo estacionaria. Gilks et al [43] advogam que com o crescimento de ¢,

os pontos amostrados X, se parecerdo mais € mais com amostras dependentes de

f () Ignorando as primeiras / iteracdes da cadeia (periodo denominado “burn-
in”), pode-se usar a cadeia de Markov para estimar E(¢(X)), onde X ~ f(), da

seguinte maneira:

_ 1 T
p=—— D 4X,) 4.7.1)
1
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Tal procedimento ¢ chamado de média ergdédica. E importante explicitar

que a sua convergéncia, garantida pelo famoso teorema ergddico (vide Roberts
[77]), € quase certa ou com probabilidade 1.

Neste ponto, € necessario descobrir como construir uma cadeia de Markov
tal que a sua distribuicdo estaciondria seja precisamente a distribuicdo de
interesse’. Os topicos seguintes tém por finalidade apresentar brevemente dois
algoritmos MCMC mais utilizados para este fim: Algoritmo de Metropolis-

Hastings e o Amostrador de Gibbs.

4.7.1

Algoritmo de Metropolis-Hastings

De acordo com Haykin, [49], o algoritmo de Metropolis-Hastings,
introduzido nos primoérdios da ciéncia da computagdo e que tem sido utilizado até
nos dias atuais pela comunidade Fisica, baseia-se em um método de Monte Carlo
para a simulacdo estocéstica de uma cole¢dao de dtomos em equilibrio a uma dada
temperatura.

O algoritmo Metropolis-Hastings ¢ um mecanismo que produz uma cadeia

de Markov {X,,t=1,...,T} com as seguintes caracteristicas:

= a distribuicdo limite de interesse (7 ) pode ser conhecida apenas
parcialmente. Assim, a constante normalizadora ndo precisa ser
conhecida, pois sera cancelada no quociente;

»= nenhuma fatorag¢ao de () € necessaria,

= os métodos sdo facilmente implementados, e

» asequéncia de amostras ¢ obtida através de uma cadeia de Markov.

A partir destas informagdes, seja a cadeia de Markov {X,,t>0}. Para o
algoritmo de Metropolis-Hastings, a cada tempo ¢ >0 o proximo estado, X, |, €
escolhido, primeiramente, amostrando um ponto candidato Y da distribuigdo

proposta q(.|X i )

> E importante esclarecer que, em muitos textos, a distribui¢do de interesse (distribui¢do conjunta a
posteriori) é denotada por 7.
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O ponto candidato Y €, entdo, aceito como o proximo estado da cadeia com

probabilidade dada por:
Y)g\ X, |Y
a(Xt,Y)=min{l, w(V)alX | )} 4.7.1.1)
”(Xt)qth)

Vale salientar que o uso de (4.7.1.1) ¢ fundamental para garantir que se
construa uma cadeia ergodica e que, portanto, se obtenha a distribuicao
estacionaria. Entdo, se o ponto candidato Y for aceito, o proéximo estado sera
X;41 =Y . Caso contrario, ou seja, se o candidato for rejeitado, a cadeia ndo se
movera, isto €, X, = X;.

Vale explicar que quando a distribuigdo proposta for simétrica

(q(Y |X ):q(X |Y )), tem-se um caso especial do algoritmo Metropolis-Hastings

nomeado de algoritmo Metropolis. Neste caso, a equacao (4.7.1.1) ¢

sensivelmente modificada transformando-se em:

”(Xt)

Em termos praticos, os seguintes passos podem ser utilizados para gerar

a(X,.Y)= min{Lﬂ} (4.7.1.2)

uma seqiiéncia de amostras aleatdrias através do algoritmo Metropolis-Hastings
[41]:

1. inicie a cadeia em X, e ajuste  =0;

il. gere um ponto candidato ¥ ~ q(.|X t);

iii. gere U ~ Unif (0,1);

iv. se U <a(X,,Y) entdo ajuste X,,; =Y, sendo ajuste X, = X, ;

v. incremente ¢ =t+1 e repita os passos (i) até (v).

Para esclarecer este algoritmo, suponha-se que a distribuigdo de Cauchy
padrdo, sem a constante normalizadora, seja distribuicao limite de interesse:
1

1+x

(x)oc —0 <X <O (4.7.1.3)

2)

A distribuicao proposta, g, para este exemplo ¢ uma normal com a média
dada pelo valor prévio e o desvio-padrao atribuido arbitrariamente como o =2.
Os resultados obtidos pela simulacdo sdo apresentados nas Figuras 4.5 ¢

4.6. Vale informar que a Figura 4.5 fornece um grafico construido com o valor da
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variavel e o niamero de iteragdes. Pode ser verificado que este grafico estd de
acordo com Melo & Ehlers [64] que afirmam que o mesmo deve apresentar um

carater aleatOrio.

40 T T T T T T T T T

30+ b

10+

_30 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 89000 10000

Iteracoes

Figura 4.5: Valores simulados através do algoritmo Metropolis-Hastings.

A seguir, a Figura 4.6 mostra o histograma da densidade estimada
(aproximada) com a curva correspondente a funcdo densidade de probabilidade

verdadeira (equagdo 4.7.1.3).
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Distribuicao de Cauchy
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03} ﬂ ]

0.25F -
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-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

Figura 4.6: Algoritmo Metropolis-Hastings na geracao da distribuicdo de Cauchy.

Nao ¢ dificil perceber que, neste exemplo, as amostras poderiam ter sido
geradas diretamente da distribuicdo de Cauchy, sem a necessidade de aplicagao do

algoritmo Metropolis-Hastings.

4.7.2
Amostrador de Gibbs

O Amostrador de Gibbs foi originalmente concebido dentro de um
contexto de reconstru¢cdo de imagens por Geman & Geman [40] e esta contido em
uma grande classe de esquemas de simulagdo estocastica que utilizam cadeias de
Markov [34].

Embora ele seja um caso especial do algoritmo Metropolis-Hastings, o
mesmo apresenta duas particularidades, a saber:

= Todos os pontos gerados sdo aceitos;

=  Existe a necessidade de conhecermos a distribuicdo condicional

completa.

Entenda por distribui¢do condicional completa, a distribui¢ao da d-ésima
componente de um determinado pardmetro condicionada a todas as outras

componentes.
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Segundo Gamerman [34], o amostrador de Gibbs ¢, essencialmente, um
esquema iterativo de amostragem de uma cadeia de Markov, cujo kernel de
transicdo ¢ formado pelas distribui¢cdes condicionais completas.

Para descrever o funcionamento deste algoritmo, suponha que o objetivo
seja determinar algumas caracteristicas da distribuicdo marginal de uma variavel
aleatoria @, em um problema constituido de mais duas varidveis aleatorias: 6, e

05. Este tratamento ¢ abordado em Casella & George [16]. Matematicamente,

tem-se:
p(6))=[[ p(61,6,,05)d 0, d 6, (4.7.2.1)
Analisando a equagdo (4.7.2.1), percebe-se que para obter a distribui¢ao
marginal, é necessdrio o calculo de uma integral sobre todas as outras varidveis.
Extrapolando e considerando que em muitas aplicagdes € seja um vetor de
parametros particionado como 9=(¢91,...,9d), a integral (4.7.2.1) torna muito
complicada (e algumas vezes impossivel) de se avaliar. O amostrador de Gibbs ¢
uma forma de estimar densidades marginais através de simulacdo. Uma questao
que ¢ importante frisar refere-se ao fato de que a particao escolhida seja facil de
amostrar. Neste ponto, ¢ interessante apresentar os procedimentos deste algoritmo
[34]:
1. iniciec o contador de iteragdes da cadeia =1 e arbitre valores

iniciais 8 = (491(0)’ - 950));
ii. obtenha um novo valor de 0(’) = (,91(’),"., 96(;)) a partir de g(f—l)

através de sucessivas geracoes de valores:

o) ~ p(ez‘el(’), oV .. ,ec(;‘l)j
o)~ {0, 00

i1i. mude o contador de ¢ para t+1 e retorne a (ii) até a convergéncia.

Assim, cada iteracdo se completa apds d movimentos ao longo dos eixos

coordenados das componentes de €. Apds a convergéncia, os valores resultantes
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formam uma amostra de p(@)é. Vale notar que, mesmo em problemas envolvendo

grandes dimensdes, sdo utilizadas simula¢des univariadas ou em bloco o que, em
geral, ¢ uma vantagem computacional [29]. Este fato tem contribuido de forma
significativa para a aplicagdo desta metodologia, principalmente na area de
econometria aplicada com énfase Bayesiana (vide, por exemplo, Koop et al [57]).
Para ilustrar, seja um processo de Poisson com priori hierdrquica proposto

por Ehlers [30]:

Y; ~Poi(4), j=1,...n (4.7.2.2)
A ~ Exp() (4.7.2.3)
S ~ Gama(C,D) (4.7.2.4)

A partir dessas informagdes, pode-se escrever a equagdo da distribui¢do

conjuntade Y, 4 e f como:

i )= ol 2)pA8)p(5) (4725
Ao observar Y;=y; ¢ fazendo z= i yj, tem-se as seguintes
j=1
distribui¢des condicionais completas:
(A y, B) o< exp|— A(B+ n)]i7 (4.7.2.6)
7By, 1) exp|- B(4 +D))B¢ (4.7.2.7)

Entdo, as distribui¢des condicionais completas sao dadas por:

(A y, B) ~ Gama(z +1, 8 +n) (4.7.2.8)

#(By,A) ~ Gama(1+C, 1+ D) (4.7.2.9)

Em seguida, ¢ realizada uma simulagio com cem (100) dados (n =100) de
um processo com média aproximadamente quatro (4), C=D=0,1. Por fim,
rodou-se mil (1000) iteragdes (T = 1.000). A Figura 4.7 fornece os resultados da

simulagao:

6 a distribuigdo p ndo precisa, necessariamente, ser uma distribui¢éo a posteriori [16].
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Dados simulados para 2
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Figura 4.7: Dados simulados para A e £ utilizando o algoritmo de Gibbs.

Descartando-se as duzentas (200) primeiras iteracdes (I = 200), ¢ possivel

calcular as médias amostrais do parametro A4 ao longo das iteragdes. A Figura 4.8

representa graficamente os resultados obtidos. Por inspe¢do visual da mesma,

verifica-se que € notodria a convergéncia do mesmo.

4.55
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4.45

4.3

a.4f

4.35}

Medias amostrais do parametro a

0

100

200

300 400 500 600
Iteracoes (apos o burn in)
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Figura 4.8: Resultado das médias amostrais para o parametro A .
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Agora, suponha que o objetivo seja estimar a distribuicdo marginal da
variavel aleatoria X . Para tal, seja a seguinte distribuicdo conjuntade X, Y e N
[16]:

n
ple.y.n) {”jy““‘l(l -y expl- 1) (47.2.10)
X n:

x=0,1,.,n;0<y<1; n=xx+1,...
Como a distribui¢do marginal de X ndo tem forma fechada, faz-se
necessario o uso de simulacdo para a determinacdo da mesma. Utilizando o
mesmo raciocinio do primeiro exemplo, tém-se as seguintes distribuicdes

condicionais completas:

(x|y,n)~ Bin(n, y) (4.7.2.11)
ﬂ(y x,n)~ Beta(x+ a,n—x+ ,8) (4.7.2.12)
ﬂ(n x,y) oc exp[— ﬂ(l - y)]M (4.7.2.13)

(n—x)

A Figura 4.9 mostra a distribuicao estimada considerando que os valores

utilizados foram: A =16, a =2, =4, T =5.000 ¢ / =200.

Distribuicao Marginal Estimada de p{x)

0 1 2 3 4 &5 6 7 8 % 10 M 12 13 14

Figura 4.9: Distribuigdo marginal estimada de p(x).
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Até o momento, pode ser constatado que a implementagao dos algoritmos
MCMC ¢ relativamente simples. Esta facilidade constantemente tem resultado em
erros crassos, dentre os quais Gelman [38] cita:

1. modelagem inapropriada;
2. erros de programagao;

3. baixa convergéncia dos parametros do modelo.

Embora todos os trés (3) itens citados sejam de suma importancia, o
terceiro topico ¢ um assunto que tem despertado muito interesse, principalmente
na comunidade estatistica com enfoque Bayesiano, onde esses algoritmos tém sido

exaustivamente utilizados.

4.7.3

Monitorag&o da convergéncia

Uma vez que a simulacdo ¢ realizada, ¢ necessario verificar a convergéncia
das seqliéncias simuladas. O excelente trabalho de Cowles & Carlin [22] faz uma
revisdo e também compara diversos métodos propostos na literatura para este fim.
Ainda de acordo com Cowles & Carlin [22], os mesmos podem ser concentrados
em duas (2) grandes areas:

i. Tedrica: esta area envolve o conhecimento de uma matematica
sofisticada como também uma infinidade de calculos laboriosos
que precisam ser repetidos para cada modelo sob certas
consideragoes;

ii. Aplicada: esta area foca nos resultados produzidos pela simulagao.

Um método bastante simples, para monitorar a convergéncia, ¢ o grafico
de autocorrelacdo amostral. Neste grafico ¢ interessante que o decaimento das
barras seja o mais rapido possivel. No entanto, muitas das vezes, devido a
natureza Markoviana das amostras colhidas, isso ndo acontece. Nestes casos,
algumas solugdes propostas sdo [36,42, 74]:

a) Reparametrizacio;
b) Thinning;

¢) Cadeias Paralelas;
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d) Aumentar o numero de iteracdes da cadeia e, consequentemente,

o burn-in.

A Figura 4.10, gerada a partir das simulacdes realizadas no primeiro
exemplo do topico 4.7.2, mostra os graficos de autocorrelagdo amostral para os

parametros 4 e f.

Sample Autocorrelation Function (ACF)
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Figura 4.10: Gréficos de autocorrelagdo amostral dos parametros 4 e f.

Pela caracteristica exposta, ou seja, decaimento rdpido, ndo ¢ dificil
conjecturar a convergéncia dos parametros e, neste caso, que as suas estimativas

sdo confiaveis.
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