PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0610760/CA

v

O Método do Nucleolus

O conceito de alocagdo pelo método do Nucleolus foi desenvolvido por
Schmeidler em [23]. Caso o nucleo do jogo ndo for vazio, o método garante que a
alocagdo obtida pertence ao nicleo. Em linhas gerais, o0 método do Nucleolus busca
uma alocagdo que maximize a pior vantagem, tal critério de eqiiidade ¢ conhecido

como critério “maxmin”.

Como visto no capitulo 5, o nticleo pode conter infinitas alocagdes, muitas das
alocagdes podem ser consideradas ndo satisfatorias do ponto de vista comparativo.
Uma pergunta natural: Qual a melhor maneira de escolher a alocagdo mais adequada
ou igualitaria? O método do Nucleolus discutido neste capitulo fornece um critério de
escolha. Uma vantagem pratica ¢ que a solu¢do do método do Nucleolus ¢ tnica,

portanto nao ¢ passivel de ambigiiidade.

7.1

Definigcdo do Nucleolus

O conjunto de restri¢des lineares que definem o nucleo pode conter um niimero
infinito de solucdes vidveis e, portanto, um numero infinito de alocagdes de
contribuigdes para cada usina, como no exemplo com trés usinas do capitulo 5. Uma
pergunta natural seria se existe alguma alocagdo no nucleo que seja preferivel? O
método do Nucleolus fornece uma solug¢ao que pertence ao nticleo e ¢ unica.

Considere o exemplo do capitulo 5 onde o ntcleo possui infinitas solugdes, por
conveniéncia vamos listar as duas primeiras solu¢des obtidas para analise.

Solugdo 1:

Tabela 7.1 — Alocac¢des de capacidade Firme das usinas na Solucdo 1

Usina Capacidade Firme

(MW)
A 7.6
B 99.3
C 231
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Solugdo 2:

Tabela 7.2 — Alocagdes de capacidade Firme das usinas na Solucéo 2

Usina Capacidade Firme

(MW)
A 102.9
B 27.1
C 0.0

Vamos analisar as solugdes 1 e 2. Ambas as solugdes pertencem ao nucleo,
porém as usinas B e C preferem a solug@o 1 a solug¢do 2. Enquanto a usina A prefere a
solucao 2 a solucao 1. Note que ha um conflito de interesses. Qual o critério deve-se

adotar para decidir qual solugdo do nucleo ¢ a mais adequada ou eqiiitativa?

O método do Nucleolus resolve este tipo de problema fornecendo uma
alocagdo que maximiza a pior vantagem entre todas as coalizdes, como o método
produz uma tnica solugdo, ao se maximizar a pior vantagem podemos ter duas
alocagdes pertencentes ao nucleo tal que a pior vantagem seja igual, como escolher
entre essas duas alocacdes? Uma maneira natural ¢ escolhermos a alocacdo tal que a
segunda pior vantagem seja maxima e procedendo assim encontraremos uma Unica
solucdao. Tal critério, pos- processamento de maximizacdo da pior vantagem ¢é

conhecido como maximizagio lexicografica' das vantagens.

A idéia do Nucleolus ¢ maximizar a menor vantagem das alocagdes. Esta idéia
¢ explicitada pelo jurista John Rawls em seu livro “The Theory of Justice”. Suponha
que os individuos participantes de uma sociedade decidam que tipos de papéis
existirdo na sociedade para que esta funcione e ap0s isso seja sorteado aleatoriamente
que tipo de papel cada individuo ird exercer na sociedade. John Rawls argumenta que
uma divisdo natural que os individuos escolheriam seria a maximizagdo do pior papel

existente na sociedade, ou seja, a maximizagdo da menor vantagem.

" A ordem lexicografica corresponde a ordem do dicionario. Ex: (X;,X,) > (Y1,y2) se, € sO se (X; > y;) ou
(X1 =y1ex22y)).
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7.2

Principais Resultados da Alocacgao por Nucleolus

Para compreendermos melhor o tipo de solu¢do que o método do Nucleolus
fornece Nesta se¢do resumimos os principais resultados desenvolvidos por Schmeidler

em [23].

Teorema 1: Todo conjunto compacto do R" tem um Nuclelous associado ndo

vazio.

Observe que o método de alocagdo do Nucleolus ¢ um conceito aplicado sobre
conjuntos quaisquer. Neste caso na literatura podemos ter vantagens negativas. No

nosso caso estamos interessados em vantagens positivas.
Teorema 2: O Nucleolus de um conjunto convexo consiste em um unico ponto.

Como o nucleo ¢ um conjunto convexo (poliedro) temos que o Nucleolus do
nucleo ¢ unico.
Teorema 3: O Nucleolus de um jogo ¢ uma funcdo continua de fungdes

caracteristicas.

Este resultado ¢ interessante, pois nos dd um conceito de robustez do
Nucleolus, pequenas alteracdes na funcdo caracteristica resultam em pequenas

alteracdes nas alocagdes do método.

7.3
Descri¢cdo do Método do Nucleolus

Nesta secdo, sera descrito um procedimento para o calculo do Nucleolus de um

jogo com N usinas. Dada uma alocacao (¢,..., Pn), seja ¢(S) a soma das alocagdes das

usinas que compdem a subcoalizdo S, i.e., ¢(S) = Zgzﬁi . A subcoalizdo S fora da
ieS

grande Coalizdo tem uma capacidade firme total de D(S) e participando da grande
Coalizdo uma capacidade firme total de ¢(S). Portanto, o ganho de participar da

grande Coalizao ¢ dado por: e(S, ¢) = ¢(S) - D(S) .
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A coalizdo S ¢ estritamente melhor que a coalizdo T se (S, ¢) > e(T, ¢). Um
critério natural de eqiiidade € buscar uma alocacdo que maximize o menor ganho e(S,
¢) entre todas as coalizdes S — N. Alocagdes que obedecem ao critério de “maxmin”

sdo conhecidas como o alocagdes pertencentes ao ultimo nucleo, “least core”.

Para calcular uma alocagdo pertencente ao “least core”, devemos maximizar a

menor vantagem, resolvendo o seguinte problema de programacao linear:

Max &
sujeito a
d(N) = D(N) (Eficiéncia)
0 < ming(e(S, ¢))
620

Onde 6 representa a pior vantagem entre todas as subcoalizdes.

Ou ainda,
Max &
sujeito a
d(N) =D(N) (Eficiéncia)
0 <e(S, ¢) paratodo Sc N
5>0

Como 6 = 0, temos que a “vantagem” ¢ ndo-negativa para qualquer
subconjunto, ou seja, nenhum subgrupo ¢ subsidiado por outro, o que corresponde a
pertencer ao nucleo do jogo. Note que, o Nucleolus fornece uma alocagao pertencente

ao o-nucleo, um conceito mais geral que o nucleo visto no capitulo 4.

Caso na solugdo do problema de maximizar a pior vantagem exista uma unica
solugdo, o método do Nucleolus chegou ao fim, caso contrario para cada alocagdo
ordene todas as vantagens e(.,.) do menor para o maior compondo um vetor 6(x) de
dimensdo (2"-2). Escolha a aloca¢do que maximize 0(x) lexicograficamente. Digamos
y ¢ alocacdo do Nucleolus, entdo para toda alocacdo x o primeiro indice k tal que
Ok(y) # Bk(x) devemos ter necessariamente Ox(y) > 0x(x). Note que, tal ordenamento a

primeira vista pode parecer ad hoc, porém como mencionado, a maximizacao
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lexicografica maximiza a n-ésima vantagem, caso as n-1 primeiras vantagens sao
iguais. Por exemplo: duas alocagdes coincidem numericamente na pior vantagem
entdo ¢ escolhida a alocacdo dentre as duas que possui a segunda pior vantagem

maior.

A alocacao obtida dessa forma, chamada de Nucleolus, ¢ inica por construgao

e pertence ao nucleo do jogo, quando este nao ¢ vazio.

7.4

Vantagens e desvantagens do método

Para se calcular o Nucleolus de um jogo, primeiro calcula-se o least core onde
o esforco computacional ¢ igual ao do calculo do nucleo. Portanto, o nlimero de
restricdes  cresce  exponencialmente. Tornando-se inviavel seu calculo
computacionalmente para um nimero pequeno de agentes, por exemplo: 30 agentes

resultam em cerca de um bilhao de restrigdes.

Para desenhos de redes capacitadas, conforme mostrado em [45] pode se fazer
uso da simetria do problema e encontrar o Nucleolus sem necessariamente se
adicionar todas as restrigdes. Tal simetria, ndo existe no problema de capacidade

firme.

Uma vantagem do método ¢ que sempre fornece uma tnica alocagdo eqiiitativa

no sentido do critério “maxmin” para o nicleo do jogo.
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