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O método Jacobi quaternionico para matrizes anti-simétricas

3.1
O Método de Jacobi

O uso de reflexdes e rotagoes é computacionalmente interessante pela sua
simplicidade e porque podem ser facilmente utilizados para introduzir zeros
em um determinado vetor coluna da matriz considerada, apenas escolhendo-se
um angulo ou um plano de rotagao apropriados.

Uma classe de métodos baseados em rotacoes sao os chamados métodos
de Jacobi, originalmente proposto em 1846. A técnica consiste em transformar
a matriz original na forma diagonal através de uma seqiiéncia de rotagoes.
Numericamente, o nimero de rotagoes que transformam essa matriz na forma
diagonal é infinita, muito embora podemos encerrar o processo quando uma
determinada precisao é encontrada para os elementos fora da diagonal, ou seja,

devemos nos concentrar em diminuir a quantidade:

(3-1)
Para isso, devemos utilizar rotagoes da forma:
1 ... 0 e 0 .0
0 ... cos 0 | ... sen6|... 0
0 ... —sen 0| ... cos@|... 0
0 ... 0 e 0 |

Denotando a matriz original A por Ag, entao o método de Jacobi pode ser

descrito de forma a gerar uma seqiiéncia de matrizes Ay de forma a satisfazer:

A = R A RY (3-3)

Suponha que o elemento de maior ordem fora da diagonal encontra-se na
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posicao (p,q), e com isso a matriz Ry, corresponde a uma rotac¢ao no plano de
posicao (p,q) e o angulo 6 é escolhido de forma a anular o elemento (p,q) da
matriz Ay_;.

Quando escolhemos a linha/coluna (i, j), i < j, temos
(3-4)

{ ay = cos 0 a; — sen 0 aj,

aj, = cos 0 aj. + sen 0 a;,

se r ¢ {i,7}. O angulo de rotacao das rotagdes acima podem ser obtido da

seguinte forma: T
0 = :tz S5€ Ay = Ay (3—5)
2a;; ;.
tan(20) = ———, caso contrério (3-6)
ajj — Qi
Temos dois angulos 6 que satisfazem a equagao (3-6) abaixo: chamamos ¢

contido no intervalo [5*, 7) como o menor dangulo. O outro angulo é chamado

de mazor angulo.

Ao considerarmos o menor angulo, os novos valores para os elementos

diagonal sao:
{ a;; = a; — tan 0 a;; (37)
a;; = aj; +tan 0 a;
se 0 é escolhido pelo maior angulo, temos
{ Qi; = az; +tan 0 a;j (3.8)
aj; = a; —tan 0 a;;

Um problema citado por (8) no método cldssico de Jacobi estd na busca
do maior elemento a cada iteragao, dando ao algoritmo um tempo médio de
O(n?). Uma tentativa de melhora nesse algoritmo pode ser obtida através da

adocao de uma ordem ciclica por linha, ou seja:

(p,q) ={(1,2),(1,3),...,(2,3),(2,4),...,(2,n),...,(n—1,n)}

Podemos também considerar um ordem ciclica por coluna.

3.2
Rotacoes e quatérnios

O estudo das rotagoes desempenham um importante papel na elaboracao
do método tipo Jacobi quaternionico.

Ha aproximadamente 150 anos atras, Cayley comegou a utilizar o conceito
de quatérnios para estudar rotacoes. Muitos estudiosos se interessaram pelo
assunto mas, somente em 1946, Coxeter em (3) considerou uma rotagao como
produto de duas reflexoes.

Considere o conjunto:
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S ={rcH;|z| =1} (3-9)

de todos os quatérnios unitarios constituem um um grupo com a multiplicacao
em H e um subgrupo do grupo multiplicativo (H, x). Seja GL,(R) o grupo de
todas as matrizes inversiveis de ordem n.

Consideremos também V' um espaco vetorial de dimensao finita e munido

de produto interno. Uma fungao linear f : V' — V é dita ortogonal, se:
< f(x), fly) >=< x,y > para todo x,y € V (3-10)

ou seja, se e somente se, a funcao linear preserva a norma: |f(x)| = z. Fungoes
ortogonais formam um grupo ortogonal O(V') do espago vetorial V. Estas

fungoes possuem determinante com valor +1, isto é:
det f =+1 quando f € O(V) (3-11)

O subgrupo SO(V), chamada de fung¢ées ortogonais préprias, é definido

- SOWV) = O (V) :={f € OV);detf = +1} (3-12)

e o subgrupo das reflexoes é dado por:
O ={feOV),detf = -1} (3-13)

e, obviamente, temos O(V) = OH(V)U O~ (V).

Os grupos O(R™) e SO(R™) sao denotados por O(n) e SO(n), donde
podemos escrever: O(n) = {A € GL,(R); AAT = ATA=1,} e SO(n)={A €
GL,(R); AAT = ATA =1, e det A= +1}.

Teorema 3.2.1 Cada transformagao ortogonal em quatro dimensoes ¢é

definida por:
x — prq T — pIq (3-14)

onde x € H e p,q sao quatérnios unitarios.

Uma prova detalhada desse teorema encontra-se em (3).
Com base no teorema, podemos definir a seguinte proposicao:

Proposicao 3.2.2 A funcao definida por:

0:SxS—GL,(R)

(p7 Q) = pvqa (3_15)
¢ um homomorfismo, onde a imagem é um elemento de SO(H) com nicleo

{(-1,-1),(+1,+1)}.
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Prova: A funcao claramente é um homomorfismo, pois:
[(a,b) o ple, D] () = pla,b)(cad) = acebd = plac,bd)(x), = € H

A prova que a imagem da transformagcao (3-15) é um elemento de SO(4) estd
baseada nos teoremas de Cayley e Hamilton, descritos detalhadamente em (6).

Ainda em relagao as rotagoes, devemos enunciar alguns lemas citados em

(9):
Lema 3.2.3 Se p e g sdo quatérnios unitdrios, entio (p ® q) € uma rotagao.

Prova: Observando as matrizes (2-20) e (2-21) concluimos que elas tém
determinante positivo e sao matrizes ortogonais. Com isso, podemos concluir

que pR 1, 1®q, e p® g sao rotagoes.

Lema 3.2.4 Se p é um quatérnio puro unitdrio, entdo p®p € uma rotagao de

180° e seu eixo de rotagao passa por p.

Lema 3.2.5 Sejam 0 e ¢ quatérnios puros e unitdrios. A rotacgao
1—0¢ 1—0¢

T (3-16)

leva ¢ em 6.

Prova: Sabemos que qualquer rotacao no espaco tridimensional pode ser
escrito como um produto de duas rotacoes de 180 graus. Considere uma rotagao
passando pelo eixo bissetor do angulo formado pelos quatérnios € e ¢. Dessa
forma, levamos ¢ e 6. Consideremos um vetor perpendicular, v, a ¢ e . Apds
essa rotagao, levamos vy em -7. Agora, fazemos uma rotacao por 6 de 180 graus;

isso traz de volta v em -v. Dessa forma, podemos escrever a rotagao da forma:

0+ ¢ 0+ ¢
0®0 & ) 3-17
O v ol 0
que ¢ igual a 1 1
bp—1 g 00 (3-18)
0o —1] ~ 66 — 1]
finalmente, reescrevendo a equagao (3-18), temos:
1-— 1-—
b9 b9 (3-19)

100 ° [L—69)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510533/CB


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0510533/CB

Aplicagbes do método tipo Jacobi quaterniénico 23

3.3
Reducao das matrizes 4 x 4 anti-simétricas

Baseando-se na teoria descrita no capitulo anterior, podemos escrever
um quatérnio como soma direta entre sua parte pura e imaginaria, ou seja,

induzindo a seguinte decomposicao:
HoH = (R&P)R(REP) = {(ROR)S(PRP)}&{(R&P)S(PRR)} (3-20)

Considere os subespacos S = (ROR)E(P@P)e L = (ROP)B(PRR).
Podemos observar que o subespaco & representa as matrizes simétricas e o
subespago K representa as matrizes anti-simétricas. Observamos que dim =6
e dim §=10.

Usando (2-17), podemos escrever:

p®q = [po(1@1)+p1(i®1)+pa(j@1)+p3(k@1)|@[q0(1®1)+q1 (104)+¢2(1®7) +q3(1k)]

(3-21)

e dessa forma definimos uma base quaternionica para My(R), descrita no
apéndice [A].

Afim de obter uma matriz similar & matriz anti-simétrica dada inicial-
mente, precisamos encontrar uma matriz de similaridade R € SO(4). Antes de
obter tal matriz devemos, entretanto, considerar o seguinte corolario enunciado

em (14), baseando-se na proposigao 3.2:

Corolario 3.3.1 A funcao

S — GL(R)
x— ¢(r @ x)

¢ um homomorfismo de grupos com nicleo {1, -1} e imagem no conjunto de

todas as matrizes em SO(4) da forma:

1 000

o O O

que pode ser encarado como rotacoes de P = R3.

Outro fato ja conhecido, estd no fato de que uma conjugacao em H x H
corresponde a uma transposi¢ao em My(R) e, com isso, podemos escrever a

matriz R ¢(p,q) RT na forma:

(z@y)(p®q)(T@7Y) = (2pT) @ (yqy)
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onde, de acordo com o Corolario 3.3, (zpT) e (yqy) agem na parte pura dos
quatérnios p e ¢, ou seja, o efeito de uma matriz de similaridade ortogonal
4 x 4 em uma matriz 4 x 4 pode ser decomposta na acao de duas matrizes

independentes que sao rotagoes em P.

Lema 3.3.2 (Caracterizagcdo das matrizes reais anti-simétricas) A
matriz real A, 4X 4, € anti-simétrica se e O se, existirem quatérnios puros m
e Y tais que

A=11+1Y (3-22)
Prova: Observando a equagao (3-13), temos que a matriz A é formada como
uma combinagao linear dos elementos anti-simétricos da base ortonormal de

H ® H. Sejam u, v, w, X, y, z € R, tais que:

A=u(i®l)+v(jol)+w(k®l)+x(100)+y(10))+2(1ek) = (uitvj+zk)R1+1Q(xi+yj+2k)

(3-23)

Com isso, temos que A é anti-simétrica se e so se existirem quatérnios puros,
p=ui+vj+wkeyyp=xi+yj+zk, taisque A=0¢o21+ 1.
Substituindo (i®1), (j®1), (k®1), (1®1), (187), (1®k) pelas matrizes

correspondentes definidas no apéndice [A], temos:

0 r—u  Yy—v  z—w
uU—2x 0 —z—w Y+ (3-24)
v—y z+w 0 —U—x
w—z —v—y u+z 0

donde, a partir dos elementos de A podemos determinar ¢ e 1 e vice-versa.

Teorema 3.3.3 (Método tipo Jacobi quaternionico): Seja A uma matriz anti-

simétrica na formap®1+1® q e R a matriz de rotacao

ol —ip _ gl —iq

. . (3-25)
[lpl = ip| ~ lq| —iq]
entdo RAR™! estd na forma de Schur.

Com isso, podemos escrever:
0 t—s O
—t 0 0 0

RKRT =si®l+leti=| (3-26)
0 0 0 —s—t

onde s = |p[, t = |q.

Teorema 3.3.4 A matriz R = © ® y pode ser computado como produto das

matrizes:
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pl+p1 0 —D3 P
1 0 pl+p  p ps (3.27)
|lp| — ip| s —p2 Ipl+pm 0
—Pp2 —Dp3 0 Ip| + p1
e
lgf+a 0 a3 —
1 0 lg| + a1 D) q3 (3-28)
gl — iq] —q3 —@ gl +a 0
7 —qs3 0 lg| + ¢

onde 0s quatérnios puros p e q sao computados de K wvia (3-14).

. _ l9l-is _ gl
Prova: Como = = 5=g e ¥ = [

pelo lema 3.2, R = z ® y é uma rotagao. Com isso:

sao quatérnios unitarios entao,

RKRT = (z@y)(p@1+10¢)(z2y)" (3-29)
e fazendo
(|| —im)m = | i(|n| — im) (3-30)

e da mesma forma para 1. Com isso, podemos reescrever (3-29) da forma:
RKR"=(poq¢(r@1l+1@)peq) '=|ri®l+1e[y)i  (3-31)

Como |¢]i e |¢]i sao miltiplos reais de 4, RKRT é uma matriz bloco-

diagonal.

3.4
Convergéncia do método qJ para matrizes bloco anti-simétricas

Considere a matriz A real, anti-simétrica, de ordem n, particionada em
n = 2m blocos 2 x 2. Tentaremos verificar a velocidade na qual o algoritmos
tipo Jacobi quaternionico converge.

Denotaremos a matriz inicial A por A e consideraremos a matriz
resultante da transformacao por similaridade no passo k por A®).

A prova da convergéncia do método qJ, assintoticamente quadratica,
foram publicados em vérios trabalhos: em (14), obtemos uma prova para
matrizes simétricas; em (9) concentrou-se nas matrizes anti-simétricas e ordens
de pivotamento ciclicas e, merecem também grandes ressalvas, o trabalho
(20), que obteve resultados baseados em ordens quase-ciclicas. Vamos seguir
os caminhos de Hacon e observar a convergéncia do método tipo Jacobi
quatérnionico com ordem ciclica e para o caso onde todos os autovalores
sao distintos, ou seja, para uma matriz real anti-simétrica, em que todos os
autovalores sao pares de conjugados complexos, temos os autovalores dados

por Aii, —A14, ..., A\pi, —Ani, onde :
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0< A< <. <\ (3-32)
Definimos também
§= m;n |Ar — As] (3-33)
Seja A particionada em blocos 2 x 2:
All Ce Aln
A=1| = (3-34)
An ... A

Consideremos também a matriz do elementos “fora da diagonal”, Off(A)

0 A12 Aln
A 0

of(A) = | (3-35)
A Apn ... 0

Considere os seguintes lema e teorema descrito em (9):

Lema 3.4.1 Suponha a primeira rota¢do da ordem ciclica do método tipo
Jacobi quaternionico, que anula os elementos Ao e Aoy, que transforma a
matriz A em AW . Entdo, para m # 1,2,

A(O) A(O)
A0 < gy + 1zl el (3-36)
onde € = § — ||Off(A)]|.
Prova: Consideremos:
0 r—u Yy—-v z—w
A A — 0 —w —
B— 11 12 :7T®1—|—1®w: u—x w z vty
A21 Agz v—Y w+z 0 —UuU—x
w—2 —v—Y u+zx 0
(3-37)

onde ™ = ui +vj + wk e Y = xi + yj + zk, onde u,x > 0. A primeira rotagao
R=p®q

R 0
Fazendo ) = ( 01 ), temos Bis = 0 = By, e para m # 1,2, temos

Bin, A
oy =pr( ! (3-38)
B2m AQm
para as demais linhas, temos que By, = A, paral,m # 1,2, e com isso,

S Bwml? = 1 Aml? (3-39)
l l

Outra informagao importante é que Off(A) > Off(B), pois,

temos:
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|OfE(A)||? = [|Of(B)|* + | AD |1 + [|AS) || (3-40)
0 que equivale a ) , )12
|Of(B)|1? = Ofi(A)|? - 2 A (3-41)

Escrevendo a matriz de rotacdao R = p ® ¢ da forma:

P, P
p®1 = 11 112 e 1®q= Qu Qr (3-42)
Py Py Qa1 Q2

A primeira rotacao da ordem ciclica transforma
Alm
A2m
em
Bim _ Py Py Qu Q2 Aim (3-43)
Bom Py Py Q21 Q2 Ao,

Donde obtemos

Bim = (P1iQu1 + P12Q21) Arm + (P11Q12 + P12Q22) Ay, (3-44)
com isso,
[Bimll < [Pull@ull|Aimll + - .- + [ Pr2]| Qa2 || Azm | (3-45)
Como

|Pul”>+ [Po|*=1 pois [pl=1 e [Qu>+|Qul’=1 pois [¢|=1
(3-46)

Com isso, temos |Py1]|@Q11] + |Pi2||@21] < 1. Dessa forma, temos
[ Bimll < [[Avnll + ([Pr2] + [Q12]) || A2m|| (3-47)

Das formulas de p e ¢

Vu? 4+ w? VY2 + 22

| Pa| < m e Q2] < Wtz (3-48)
Dessa forma,
) 7 3 2
|Pro| + [Quo| < YW VY *2 (3-49)

2u 2x
Para mostrar que x e u nao sao tao pequenos, consideremos oz, i como
autovalores de A (onde « e [ sdo reais) tal que, para ¢ definido em (3-32),

temos:

B—6>a>0 (3-50)

(u—1x—a)’+ (u+x—B3)° < =|Off(A)|? (3-51)

N | —
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Interpretando em termos da distancia no plano, a distancia entre (o, (3)

e (u—z,u+ ) é quase

|Of(A)]

—_— 3-52
7 (3-52)
Projetando sobre a linha x + y = 0, segue-se que
2 — Off(A
V2 V2 V2
e com isso,
€ €
r> - e u> -
2 2
Se x> u >0, e ja foi provado que u > 5. Entao
Vo2 +w? + 24 2 \/§
I Bunll < A+ VR g € Al 2 (V)
(3-54)
Com isso,
Ap|||| Ao
1Bunl 2 Ay + el (359)

Teorema: Seja A uma matriz anti-smétrica com autovalores distintos.
Suponha a primeira iteracao do método de Jacobi que transforma a matriz
A a matriz AW Isto fornece
|OE(A@)|J?

V2¢e

Prova: Com (3-55) disponivel, seguiremos a prova do Teorema. Enquanto

|OfF(AM)] < (3-56)

as iteragoes continuam, ¢ permanece inalterado e ||Off(A)|| ndo aumenta, e por
isso, podemos usar o mesmo ¢ em cada iteracao do método.
Provaremos (3-56) para n = 5. A iteracdo transforma A©® em A% apés

uma seqiiéncia de (k + 1) iteragdes consecutivas, como segue:

So Ay By Cy Dy St 0 By C; D
T, E, F, Go T B F G
A= ... ... Uy Hy I, ~ o. ... Uy Hy Iy ~
Vo Jo B VA )
Wy P 1 7
S, Ay 0 Cy D, S, A, By 0 Dy
Tn By, F G ... Ty Ey Fy G4
~ . ... Uh H Lt ~ | ... ... Uy Hy I, ~
Vo Jo Vi
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Sy Ay By Cy O Sy As Bs Cy 0
Ty By F Gy . Ty 0 F Gj
~ U Hy I |~ ]| ... ... Uy Hy Iy |~
Vi s N
W N 1
S4 A? BG CG D5 S4 A? B? C’6 D6
T, Eg Fs 0 .. Ty E; F5 G
~ Us 0 Iy [~ ... ... U Hg 0 |~
Vs Js N (A
W, e

S4 A7 B7 07 D7
T4 E? F7 G7

~ U4 H7 ]7 :A(k+1)
Vi Jq
Wy

Aplicando (3-54) trés vezes, temos

HBIH ||02H ||D3||
[Aal] > ——|Ex|| + — |11l + — |G\ ]| (3-57)
Da mesma forma,
||Cz|| ||D3|| ||D3||
[Bal] < ——|Hil| + ——I[Ll| e [[Cul| < —=[/l] (3-58)

Por essa razao,

1
1A+ 1Ball® + 1Call* < ZUBP+ Gl + D) A + 1) + [1Gal”)
(3-59)

+ a5 (1Co|* + [1DsIP) IHHPIP) + & (1Ds[P) (2 7)
< S(IBP NGl + D3P (LB + [ F )+ Gl + [ H P+ [P+ (%)

Seguindo a estratégia de (25), ao final da ultima iteragao, temos:
|OfE(A)[* || OfE(A)
2¢? 2

Dessa forma, para autovalores distintos, temos que a convergéncia para

1
S Of(A)|J < (3-60)

ordens ciclicas é assintoticamente quadratica.

3.5
Resultados numeéricos

O método tipo Jacobi quaternionico para matrizes anti-simétricas pode

ser facilmente implementado para ordens superiores ou iguais a 4.
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Nessa secao iremos apresentar alguns resultados numéricos obtidos
através da execucgao do algoritmo.

A implementagao do algoritmo foi codificado utilizando a linguagem C
em uma maquina com sistema operacional Windows Xp ! com processador
Intel Pentium 4 e 1 GB de memoria RAM.

Eis abaixo o pseudocddigo:

ALGORITMO qJ

Entrada: Matriz anti-simétrica de ordem > 4

Saida: Matriz de entrada na forma de Schur

Inicio do Algorimo

1 iteracao < 0
2 Enquanto (iteragdo < numerolteracoesMaxima) Faga
3 Escolher bloco-pivo na ordem ciclica

4 Determinar a matriz de rotacao R =p ® q

) Calcular a matriz RART

6 Se (Norma < PrecisaoDesejada) Entao

7 Sai do Enquanto

8 Fim Se

9 iteracao « iteracao + 1

10 Fim Enquanto

Fim do Algoritmo

O método tipo Jacobi quaternionico foi executado, para cada ordem, 100
iteragoes. As matrizes utilizadas como massa de teste possuem seus elementos

gerados aleatoriamente no intervalo [—100,4100].

lsistema desenvolvido pela Microsoft Corporation (©)
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Eis os resultados obtidos:
Ordem 4 Ordem 10 Ordem 50 Ordem 100

No Iteragoes | Precisao | Tempo | Precisao | Tempo | Precisao | Tempo | Precisao | Tempo
1 5.514e-12 | 0.00” 2.554e4 0.00” | 1.216eb 1.58” 2.519eH 50.45”

2 4.547e-12 | 0.00” 3.350e3 0.00” | 1.670e4 | 3.16”7 5.659¢e4 100.94”

3 4.547e-12 | 0.00” 3.640e2 0.00” | 4.197e3 | 4.75” 9.209e3 151.44”

4 4.547e-12 | 0.00” | 3.680e-2 | 0.00” | 9.570e2 6.317 3.725e3 | 201.78”

) 4.547e-12 | 0.00” | 1.497e-11 | 0.00” | 4.688el 7.88” 3.745e2 | 252.14”

10 4.547e-12 | 0.00” | 1.497e-11 | 0.00” | 1.37e-10 | 15.75” | 3.469e-10 | 503.89”
20 4.547e-12 | 0.00” | 1.497e-11 | 0.02” | 1.37e-10 | 31.50” | 3.469¢-10 | 1007.61”
30 4.547e-12 | 0.00” | 1.497e-11 | 0.03” | 1.37e-10 | 52.16" | 3.469e-10 | 1578.19”
40 4.547e-12 | 0.00” | 1.497e-11 | 0.06” | 1.37e-10 | 82.11" | 3.469e-10 | 2521.00”
50 4.547e-12 | 0.00” | 1.497e-11 | 0.08” | 1.37e-10 | 111.95” | 3.469e-10 | 3464.25”
60 4.547e-12 | 0.00” | 1.497e-11 | 0.09” | 1.37e-10 | 141.73” | 3.469e-10 | 4414.67"
70 4.547e-12 | 0.00” | 1.497e-11 | 0.117 | 1.37e-10 | 171.50” | 3.469e-10 | 5367.41”
80 4.547e-12 | 0.00” | 1.497e-11 | 0.13” | 1.37e-10 | 201.19” | 3.469¢-10 | 6321.83”
90 4.547e-12 | 0.00” | 1.497e-11 | 0.14” | 1.37e-10 | 230.91” | 3.469e-10 | 7333.45”
100 4.547e-12 | 0.00” | 1.497e-11 | 0.16” | 1.37e-10 | 260.72” | 3.469e-10 | 8339.58”

Tabela 3.1: Precisao obtida no decorrer do tempo de execugao do algoritmo
tipo Jacobi quaternionico para matrizes cujos elementos foram gerados aleato-

riamente

A convergéncia do algoritmo tipo Jacobi quaterniénico para o caso anti-

simétrico foi provada assintoticamente quadrética para ordens ciclicas em

(9) e

para ordens quase-ciclicas em (20). Abaixo, temos a convergéncia para matrizes de
ordens 10, 50 e 100:

250000 ¢
1
.
-
.
n .
200000
“
.
- B .
= 1500001 *,
£ 9 .
= ]
2 N
S 100000 .
2 TN .
N
1 o
50000+ N .,
: \ o .
, .
1 e A s,
1 2 3 4
no. itera ies
Ordem 10
—— = Ordem 50
------ Ordem 1000

Figura 3.1: Convergéncia para uma matriz de ordem 100 utilizando o método

qJ
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Podemos também realizar uma comparacao de execucao do método tipo
Jacobi quaternionico com outros métodos comumente utilizados para a obtencao
dos autovalores de uma matriz (anti-simétrica). Um método bastante utilizado
atualmente é o método QR, criado em 1961 por J. G. F. Francis, publicado em
um artigo chamado “The @R Transformation”, publicado pela Computer J., volume
4. O método consiste no seguinte:

Seja A € R™*™. Entao a decomposicao

A=QR (3-61)
onde @ é ortogonal e R é uma matriz triangular superior é chamada de
decomposicao QR.

Segundo (10), podemos definir um algoritmo iterativo através da decom-
posicao QR, produzindo sucessivamente a matriz A através de transformagoes sim-
ilares, reduzindo assim a matriz inicial a matriz na forma de Schur.

Dessa forma, considere Ag = QoRy, onde @y é unitaria e Ry é uma matriz
triangular superior. Em seguida, calculamos A1 = RpQo. Novamente, fazemos
A1 = Q1R até que a precisao desejada seja obtida e/ou um determinado niimero

de iteragoes sejam realizados.

ordem 4 ordem 10
Norma qJ QR qJ QR
Iteracoes | Tempo | Iteracoes | Tempo | Iteracoes | Tempo | Iteracoes | Tempo
<107t 1 0.00” 5 0.02” 4 0.00” 28 0.02”
<1077 1 0.00” 11 0.02” 5 0.00” 53 0.02”
<10°® 1 0.00” 12 0.02” 5 0.00” 58 0.04”
<107 1 0.00” 13 0.02” 5 0.00” 61 0.04”
<1071 1 0.00” 14 0.02” 5 0.00” 66 0.04”
<1074 1 0.00” 15 0.02” 5 0.00” - -
<1072 1 0.00” - - - - - -
Tabela 3.2: Comparacdao de execugdao entre o método qJ e o método QR classico
para matrizes de ordens 4 e 10
ordem 50 ordem 100
Norma qJ QR qd QR
Iteracoes | Tempo | Iteracoes | Tempo | Iteracoes | Tempo | Iteragoes | Tempo
<107t 6 8.927 420 2.6” 7 357.45” 7129 441.427
<1077 7 10.427 891 5.8” 8 408.517 | 12709 | 808.55”
<10°® 7 10.427 970 6.27” 8 408.517 | 13641 | 874.25”
<107 7 10.42”7 1048 6.74” 8 408.51” - -

Tabela 3.3: Comparacdo de execugao entre o método qJ e o método QR cldssico
para matrizes de ordens 50 e 100
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Através da observacao das tabelas (3.2) e (3.3)podemos concluir que o método
qJ tem uma execugao que converge mais rapidamente para a precisao desejada que
o método QR classico. Quanto maior a ordem da matriz, maior sera a diferenca do
tempo de precisao entre o método ¢J e o método QR.

Em razao da grande diferenca entre o tempo de execucgao existente entre o
método ¢J e o método QR para um determinada precisao, podemos efetuar uma
comparacao utilizando uma tentativa de aceleracao de convergéncia do método QR:
o método QR via reflexbes de Householder. Dessa forma, podemos ter uma melhor
compreensao entre a execucao do método qJ e o método QR.

Tal alternativa consiste em utilizar um vetor unitdrio e, apartir do mesmo,
construir uma matriz simétrica e ortogonal. As transformagoes de Householder sao
bastante utilizadas também em problemas que envolvem minimos quadrados, calculo
computacional de bases ortonormais, etc.

Geometricamente, multiplicar uma matriz de Householder por um vetor x é

equivalente a refletir o vetor x através do plano perpendicular a w.

b 4

plano perpedicular a w PrOjEca0 de 3 m w

Figura 3.2: Hx é uma reflexao de Householder do vetor x através do plano
perpendicular a w

ordem 4 ordem 10

qJ QR Householder qJ QR Householder
Norma | Iteracoes | Tempo | Iteracoes | Tempo | Iteragoes | Tempo | Iteragoes | Tempo
<107t 1 0.00” ) 0.00” 4 0.00” 28 0.00”
<1077 1 0.00” 11 0.00” D 0.00” 53 0.02”
<1078 1 0.00” 12 0.00” d 0.00” 28 0.02”
<107 1 0.00” 13 0.00” 5 0.00” 61 0.02”
<1071 1 0.00” 14 0.00” 5 0.00” 66 0.03”
<1074 1 0.00” 15 0.00” D 0.00” - -
< 10712 1 0.00” - - - - - -

Tabela 3.4: Comparacao de execucdo entre o método qJ e o método QR
Householder para matrizes de ordens 4 e 10
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ordem 50 ordem 100

qJ QR Householder qJ QR Householder
Norma | Iteragoes | Tempo | Iteragoes | Tempo | Iteragoes | Tempo | Iteracoes | Tempo
<107t 6 0.00” 420 2.61” 7 357.45” 6852 438.59”
<1077 7 10.427 891 5.62” 8 408.517 | 12709 | 845.22”
<1078 7 10.427 970 6.19” 8 408.517 | 13641 | 902.05”
<107 7 10.427 1047 6.45” 8 408.51” - -
<1071 7 10.427 - - 8 408.51” - -

Tabela 3.5: Comparacao de execugcao entre o método qJ e o método QR
Householder para matrizes de ordens 50 e 100
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