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Atividades Preliminares

3.1. Os desafios dos quadrados na figura e do corte estranho
3.1.1. Sobre o desafio dos quadrados na figura

O primeiro desafio proposto visa testar a capacidade dos participantes
para identificar figuras especificas (o foco) em um quadro (campo). Quando se
focaliza a atengao numa figura, € preciso nao se distrair com estimulos visuais
irrelevantes, desconsiderando todos os marcos estranhos que a rodeiam. A
tarefa ndo demanda o dominio de conteudos matematicos e tampouco o
raciocinio dedutivo. Tal como no modelo sugerido por van Hiele (1986, 1988), o
ponto de partida é a visualizagéo.

O desafio, proposto por Gardner (1982), traz um desenho com uma série
de segmentos de reta e angulos retos (figura 6). A questdo é descobrir, em
relacdo a figura fornecida, quantos quadrados estao presentes (representados)
no total. Cumpre ressaltar que nenhum segmento pode ser acrescentado ou

retirado.

Figura 6 - Desenho com varios segmentos de reta e angulos retos

Cinco quadrados sao evidentes (os menores), mas a resposta correta é 11.
Isto porque a figura contém quadrados de trés tamanhos distintos. Sdo cinco
quadrados 1 x 1, cinco quadrados 2 x 2, e um quadrado 3 x 3. Logo, 5+ 5+ 1=
11. A figura 7 mostra os 11 quadrados em destaque, contados um por um,

manualmente, sem necessidade de um procedimento mais elaborado.
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Figura 7 - Os 11 quadrados presentes na figura

3.1.2. Sobre o desafio do corte estranho

Embora ainda possa ser considerado simples, o presente desafio € mais
elaborado do que o anterior. Desta vez a visualizagao nao basta. Seja qual for o
caminho para a solugéo, os préximos passos do modelo de van Hiele (1986,
1988) devem estar presentes: andlise e dedugdo. Seu principal objetivo é
investigar se os participantes do experimento irdo tracar algum paralelo entre a
primeira atividade e a segunda. Caso surja uma relagdo, de que maneira ela
sera percebida (ou construida) e utilizada pelo aluno? Podera o professor
antecipar a cadeia de raciocinio do estudante, de maneira a aprimorar a
sequéncia de atividades? Em que medida o primeiro desafio serve de pista para
desvendar o segundo?

O autor do desafio € novamente Gardner (1994). Um poligono é
apresentado (figura 8) e pede-se para determinar o corte exato a fim de separa-
lo em duas partes idénticas (congruentes). Com o propésito de esclarecer o
enunciado, embora ndo seja imperativo o uso da linguagem técnica, é importante
ressaltar que o corte ndo precisa ser um segmento isolado, podendo aparecer

como uma linha poligonal aberta.

Figura 8 - Poligono a ser cortado em duas partes iguais
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A figura em questdo nao possui simetria bilateral, caso contrario a solugao
seria simples. Bastaria encontrar o(s) eixo(s) de reflexdo. Tal como Polya (2004)
sugere, um problema auxiliar pode conduzir a resposta. De que maneira? Duas
cadeias de raciocinio sdo exemplificadas a seguir.

Exemplo 1 — Considera-se um problema auxiliar de enunciado semelhante
ao original, mas desta vez, imagina-se um poligono com simetria bilateral,
parecido com o primeiro (figura 9A). Sao evidentes dois eixos de simetria, um
vertical e outro horizontal. Considerando o corte realizado pelo eixo vertical, o
problema auxiliar é solucionado automaticamente (figura 9B). E quanto ao
desafio original? A parte retirada (quadrado destacado em amarelo) precisa ser
recolocada no lugar (figura 9C). Até entdo, as duas partes idénticas (em branco
e cinza) tinham exatamente a mesma area. Porém, com o retorno do quadrado

amarelo torna-se necessario rever o corte (figuras 10A e 10B).
A B C

Figura 9 - Figura do prob. auxiliar, corte e comparagao com a figura original

A j i B : : C
Figura 10 - Ajuste do corte em relagao a figura original

No exemplo exposto, outra aptiddo espacial além da percepgao de figuras
em campos é requisitada. Como um dos poligonos € resultante de uma rotagéo
combinada com uma translagéo do outro (figura 10C), o que ganha destaque na
etapa final do raciocinio é a percepcao da posi¢cao no espaco. Qual é o impacto
disso? Pode-se afirmar que a situacdo hipotética apresentada confronta nao
apenas a ordem dos itens previstos pelo modelo de van Hiele (1986, 1988) como
também a prépria concepcdo de que eles sejam separados e dispostos em
sequéncia. Refiro-me aos itens 1 - visualizacéo, 2 - analise e 3 - dedugdo. Em

sintonia com a bandeira levantada por Arnheim (1997), grande parte dos
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exemplos apresentados neste trabalho irdo reforgar a hipétese de que nao existe

uma linha divisoria tdo nitida entre o “perceber” e o “pensar” na cognigéo.

Percepgéo visual € pensamento visual. (...) Percepgao visual ndo € um
registro passivo de estimulos materiais mas um interesse ativo da mente.
Percepcao envolve a resolugdo de problemas. (...) O tipo de processo
observado no pensamento logico ocorre também no nivel perceptivo.
(Arnheim, 1997, p.14, p.37, p.39)

Exemplo 2 — No desafio anterior, foi solicitada a contagem de quadrados
na figura fornecida. Na ocasiao, nenhum segmento poderia ser acrescentado ou
retirado do desenho. Ja no desafio do corte, tragados auxiliares sao permitidos.
O poligono apresentado contém apenas angulos retos e varios lados de
comprimento equivalente. Esses indicios levam a crer que talvez ele possa
formar uma malha quadriculada (figura 11A). Como o corte precisa dividir a
figura em duas partes iguais, suas areas também serdao as mesmas. Sendo 12 o
numero total de quadrados menores, € provavel que cada parte contenha 6

quadrados agrupados. Logo, a linha de corte é descoberta (figura 11B).

A B

Figura 11 - Descoberta do corte pelo raciocinio da malha de quadrados

3.1.3. Experimento com alunos

1 - Desafios dos quadrados na figura

Ao serem questionados sobre quantos quadrados estavam desenhados ou

representados na figura, os participantes forneceram as seguintes respostas:

Participante [1] - “Sao cinco quadrados.” Ao ser novamente perguntado,
“s6 cinco?”, ele retrucou: “cinco quadrados e quatro retdngulos”. Sem qualquer
intervencéo adicional, em cerca de 6 segundos ele parou, debrugou-se sobre o
papel e, com uma lapiseira apontando para os quadrados, prosseguiu, “ndo, nao,
cinco nao, seis. Espera, deixa eu pensar. Sd4o0 1,2 ,3 4,5 ,6...7, 8, 9... 10, 11.

Sao onze.”
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Participante [2] - ApOs rabiscar sobre a figura, ele disse: “sete, sdo sete”.
“Quais vocé contou?”, perguntei, solicitando que identificasse seus contornos.
De acordo com a figura 2, ele identificou os seguintes: todos os cinco menores 1
x 1, o central 2 x 2 (numero 6), e o unico maior 3 x 3. Escaparam-lhe os outros
quatro. Questionei se ndo haveria outros quadrados de tamanho 2 x 2 na figura.

Sem dificuldades, ele percebeu e disse: “E verdade, com mais quatro sdo onze.”

Participante [3] - “Sao seis quadrados? N&o..., sdo dez.” Ao perceber que
estava tendo dificuldades em contar, disse-lhe que poderia fazer anotagdes, se

assim desejasse. A resposta certa veio em seguida: “Onze.”

Em principio, o participante [1] foi o Unico a desconsiderar os quadrados
maiores. Seu foco estava nos quadrados 1 x 1. Meu questionamento forneceu
uma pista de que havia outros. A resposta “cinco quadrados e quatro retangulos”
levantou a hipotese de seu desconhecimento acerca da incluséo de classes.
Todo quadrado também €& um reténgulo. O participante [2] sabia que os
quadrados poderiam ter tamanhos diferentes, mas Ihe escaparam quatro. O
participante [3] ndo teve dificuldade em determinar o numero de quadrados. Para

que ele ndo se perdesse na contagem manual, o registro no papel foi util.

2 - Desafio do corte estranho

A solicitagao para tragar o corte exato, a fim de dividir a figura (figura 8) em
duas partes idénticas, trouxe surpresas. Os participantes deram as seguintes

respostas:

Participante [1] - Para comecar houve uma duvida em relacdo ao
enunciado. “Figuras iguais? Vocé quer dizer espelhadas? De tamanho igual?”
Para melhor especificar, eu respondi que as figuras ndo deveriam ser
necessariamente refletidas, mas teriam o mesmo tamanho e formato. As
proporgdes seriam mantidas. Os dois poligonos deveriam ser congruentes. As
medidas de seus lados correspondentes seriam iguais e as medidas de seus
angulos correspondentes também seriam iguais. Uma vez compreendido o
enunciado, outra questao Ihe ocorreu: “Eu ndo posso eliminar isso aqui nao?” A
pergunta se referia a parte amarela na figura 9C. Ele buscava a simetria bilateral

para simplificar o problema.
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Com dois minutos e meio, a malha de quadrados foi tragada. Ele observou
12 quadrados e arriscou um corte (figura 12B). “Ah, aqui.” Embora a divisdo
tenha originado dois poligonos com a mesma area, seus formatos ficaram
diferentes. Percebendo a falha, disse-me com ares de desapontamento: “Nao é
igual; tem a mesma area, mas nao € igual. (...) Ai, quando eu pego uma idéia,
n&o consigo sair.” Em seguida, pediu-me para auxilia-lo: “Esta muito complicado,
preciso de uma dica.” Procurei oferecer ajuda, tomando por base seu raciocinio
prévio. A idéia era aproveitar o angulo reto, ja destacado pelo seu trago (figura
12B). Sugeri que tentasse identificar outras instancias do poligono formado por
trés quadrados e ilustrado na figura 13A. As figuras 13B e 13C mostram os
passos seguintes que ele tomou. Ao término, disse-me: “Ah, s6 precisava de
uma dica. Legal.” O poligono inicial foi separado em quatro partes congruentes,
em vez de duas. As unides dessas partes, duas a duas, revelaram o local exato
do corte. E importante ressaltar que, apesar de ter passado por uma situacdo
aflitiva, ele ndo perdeu o entusiasmo. A palavra “legal” estava de acordo com

sua expressao descontraida.

0303 508

Figura 12 - Corte preliminar efetuado do participante [1]

A 5 : E E B 5 5 g E C
Figura 13 - Retomada do raciocinio pelo participante [1]

Participante [2] - O enunciado também nao Ihe parecia estar claro. “Dividir
com a mesma area, vocé quer dizer?” Respondi que as partes iguais teriam a
mesma area e a mesma forma. Sem qualquer instrucdo ou dica prévia,
prontamente ele pegou uma caneta e comegou a dividir o poligono na estrutura

de quadrados. Apds observa-lo por mais de trés minutos tentando chegar a uma


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410913/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0410913/CA

43

solugao, decidi intervir. Perguntei quantos quadrados pequenos havia no total.
Marcando um por um, ele me disse que eram 12. Relembrei sua pergunta inicial
sobre a igualdade das é&reas e sugeri que ele se concentrasse naquela
evidéncia. Continuei a acompanha-lo por mais cinco minutos, mas em momento
algum pareceu-me ter-lhe ocorrido a idéia dos agrupamentos de 6 quadrados.
Por fim, resolvi explicar o raciocinio relativo ao exemplo 2, surpreso pelo fato de
ele nao ter visualizado o corte apesar da rapida construcido da malha e da

pergunta inicial sobre a area.

Participante [3] - Apos cinco segundos desde o anuncio do desafio, a linha
de corte foi tracada corretamente. Impressionado com a rapidez de resposta,
perguntei como ele havia chegado a solugédo, se houve um raciocinio prévio.
Disse-me que eu iria achar engracado, mas ele havia percebido que o contorno
da figura do primeiro desafio se assemelhava a uma parte do contorno da figura
do segundo desafio. “Eu vi logo de inicio que ela encaixava aqui. Ai eu pensei
que, como essa parte (& esquerda) é diferente dessa (a direita), de alguma
maneira teria que estar rotacionada, mas eu sabia que tinha ligagdo com essa
peca aqui (a do primeiro desafio).” A figura 14 mostra os dois contornos

parecidos.

%

Figura 14 - As formas dos diferentes desafios

Pelo fato de o participante [3] ter solucionado o problema de maneira
imediata, decidi revelar que eu havia resolvido o desafio de outra forma, na
primeira vez em que me deparei com a figura no livro de Gardner (1994). Falei
sobre a malha quadriculada, a divisio em 12 quadrados menores e o0s
agrupamentos de 6 unidades em cada parte. Em seguida, ele me disse: “E, eu
também pensei nisso. Na verdade eu nao pensei nos quadrados menores. Eu
pensei em achar dois grandes e depois os menores.” A figura 15 reproduz o

tragado que ele deixou no papel, registrando sua idéia.
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Figura 15 - Divisdo em quadrados de diferentes tamanhos

Sem duvida, o participante [3] se beneficiou do primeiro desafio. Além da
analogia entre os contornos das figuras, a intengcao de dividir e contar quadrados

de diferentes tamanhos também Ihe ocorreu.

3.1.4. Idéias ingénuas, resultados inusitados

A decisdo de comecar as atividades da pesquisa com desafios que
dependem do reconhecimento de quadrados em figuras certamente nao foi
aleatéria. A partir de alguns exemplos selecionados, pretendi relacionar a
estrutura da tarefa com produtos de design.

Em maio de 2007, a Construtora Castelo Branco langou um concurso para
a criagao de uma nova logomarca da empresa. O valor do prémio destinado ao
vencedor, conforme divulgado na internet, era de 5000 reais. Meses depois foi
divulgada a logomarca vencedora, aqui reproduzida na figura 16. Para o meu
espanto, pude observar que a malha geométrica da logo escolhida era
extremamente similar a estrutura do desafio do corte estranho, tal como ilustra a

figura 16.

Figura 16 - Logomarca da Construtora Castelo Branco

A imagem ganhadora resgata na memdria outra logo, esta reconhecida em
diversos paises. Trata-se da logo do banco HSBC também formada por
quadrados e triangulos retangulos isdsceles, preenchidos com as cores

vermelha e branca, tal como mostra a figura 17.
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HSBC 4X»

Figura 17 - Logo do banco HSBC

O reconhecimento desta logo é imediato, mas sera que ela cumpre o papel
de representar bem a empresa? Provavelmente ndo. Este problema é explicado
por Arnheim (1997, p.144), quando afirma que “um padrdo muito abstrato falha
em especificar seu referente, ao passo que a identificagdo de uma companhia
particular, marca, instituicao, idéia € o propésito da propaganda”.

O problema da abstracdo nado esta na presenca das formas geométricas
em si, mas no modo de organiza-las. O tangram, por exemplo, € composto por 5
triangulos retangulos isésceles, 1 quadrado e 1 paralelogramo. Cada uma das
imagens da figura 18 € composta destas partes e algumas fornecem mais pistas
visuais do que outras. O que dizer a respeito das formagdes da figura 19?7 Em

que medida elas sao abstratas?

HAAS

Figura 18 - Composi¢bes de tangram em diversos graus de abstracao

FES.Y

Figura 19 - Outras montagens de tangram

Curiosamente, em outro contexto, a mesma forma do logo do HSBC
constitui a unidade elementar para a criagdo de objetos surpreendentes,
conforme descrito no proximo exemplo.

i-Gami (Axelrad, 2003) € um brinquedo de plastico baseado na antiga arte

do origami, comercializado desde 2006 pela Plastic Play Inc. A invengao é tao
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ingénua e transparente que é de se perguntar: “por que ninguém pensou nisso
antes?” Embora todo material tenha suas limitagdes, o tipo de plastico utilizado
(polipropileno) se adapta bem ao projeto, assegurando vida longa para as partes.
Ha uma clara relagéo entre o i-Gami e o origami modular, mas nao se trata de
um mero caso de substituicdo de material, do papel para o plastico.

A principal pega do i-Gami € denominada ichi-gami e seu formato é
idéntico ao do logo do banco HSBC (figura 20). Ela consiste numa espécie de
quadrado, podendo ser dobrado por qualquer uma de suas diagonais. Dois
tridngulos retangulos isdsceles, apoiados sobre lados opostos, servem como
abas. No verso da pecga, sdo encontradas garras cilindricas, uma sobre cada
aba. O encaixe de duas pegas ocorre quando uma das abas de uma peca é
posicionada sobre um tridngulo interno de outra. Por pressdo, a garra da
primeira atravessa um orificio circular da segunda. Em seguida, a expansao da

garra viabiliza a conexao de uma pega a outra.

—~

verso
\ ® / dobra em dobra em

M N vale montanha P duas pegas

\ _ juntas
Y\ . ¥ N / ,
frente Q / . / £

conexao

aQ ~ ¥ ® ® a A

abas .
dobradas\ 4 / ¥ A P, / 1
5 \J/ d - ~ & R

Figura 20 - ichi-Gami: a principal peca do i-Gami

Inimeros poliedros fechados podem ser criados a partir do encaixe dessas
partes. Trés pecas sao suficientes para construir o menor deles, uma dipiramide
com seis faces (figura 21). Com quatro pecas em méaos, a préxima e unica opgao
€ um estranho octaedro cujas faces também sao tridngulos retangulos isésceles
(figura 22). Nesse instante, alguém poderia perguntar: quanto medem seus
angulos diedros? Como eles podem ser calculados? Dado o comprimento das
arestas, qual sera a distancia entre os vértices mais afastados? Mesmo as

montagens mais simples ja conduzem a instigantes questdes de geometria.
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Figura 22 - Poliedro construido com 4 pegas ichi-Gami

Em principio, dado um numero de pegas ichi-gami, & praticamente
impossivel predizer de que tipo sdo e quantos diferentes poliedros podem surgir.
Portanto, a acéo é necessaria. E preciso brincar com as pecas, encaixando-as, e
descobrir 0 que acontece. A abordagem manual, por ensaio e erro, faz parte da

brincadeira. As figuras 23 e 24 mostram outras montagens®.

3 Ha um artigo, de minha autoria, com uma analise mais detalhada do i-Gami
(RODRIGUES, 2008). Além de compara-lo ao origami modular tradicional e identificar
outras caracteristicas, eu resolvo um problema de design do produto, sugerindo a
inclusao de novas pecgas ao kit.
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3.2. O desafio dos dominods e o tabuleiro de xadrez mutilado
3.2.1. Sobre o desafio dos dominds

O desafio do tabuleiro de xadrez € um problema classico, conhecido por
especialistas em jogos e quebra-cabecas. Dentre varios autores que o citam,
destacam-se Gardner (1994), Golomb (1996), Martin (1996) e Singh (1997). Mais
do que um mero passatempo, o desafio serve como um ponto de partida para
destacar as diferengas entre os processos de raciocinio indutivo e dedutivo,
razdo pela qual foi escolhido para fazer parte do programa de atividades
preliminares da pesquisa.

A tarefa é proposta nos termos a seguir explicitados: tem-se um tabuleiro
de xadrez e 32 dominés. Cada dominé possui o tamanho exato para cobrir duas
casas adjacentes. Logo, os 32 dominds podem cobrir todas as 64 casas
(quadrados) do tabuleiro. Agora, suponha que as duas casas brancas, opostas
nas quinas do tabuleiro sejam descartadas (figura 25). Sera possivel colocar 31
dominés de tal maneira que todos os 62 quadrados restantes sejam
sobrepostos? Se possivel, mostre ao menos uma solugdo. Em caso contrario,

prove que isso & impossivel.

O

Ly

31
dominos

O

Figura 25 - O tabuleiro de xadrez sem as casas brancas das bordas

3.2.2. A abordagem cientifica e a matematica

Segundo Singh (1997), existem duas abordagens para tentar solucionar o

desafio do tabuleiro de xadrez mutilado: uma cientifica e outra matematica*. A

4 A comparagao € pertinente mas os termos usados pelo autor demandam uma
revisdo critica. Nao se pode afirmar que a abordagem matematica ndo seja “cientifica”.
Embora formal, a matematica também é uma ciéncia. Além disso, Singh (1997) parece
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relacdo entre a evidéncia observacional e a generalizagdo cientifica tem um
carater 1 - indutivo. Ja a abordagem matematica tem um carater 2 - dedutivo. Na
geometria euclidiana, por exemplo, todos os teoremas propostos sé&o

demonstrados a partir de axiomas e postulados.

1 - Abordagem indutiva - Por meio da experimentacédo, com o tabuleiro e
os dominds disponiveis, o individuo tenta resolver o problema. Existem muitos
arranjos diferentes e s6 ha como explorar um pequeno grupo deles. Sem
sucesso, depois de tentar preencher o tabuleiro de diversas formas, com varias
configuragdes, levanta-se a hipotese de que nao € possivel preenché-lo.
Conforme aponta Singh (1997, p.44), “a conclusado de que a tarefa é impossivel
€ uma teoria baseada na experimentagdo, mas o cientista tera que viver com a

hipétese de que um dia sua teoria podera ser derrubada.”

2 - Abordagem dedutiva - Uma prova de carater matematico ndo admite
incertezas, ela é absoluta, eterna e incontestavel. Ela comega com uma série de
axiomas e, passo a passo, apo0s uma série de inferéncias, chega-se a uma

conclusao. Um argumento deste tipo é o seguinte:

Quando os dois quadrados brancos (1 x 1) sdo retirados do tabuleiro,
restam 62 quadrados dos quais 32 sao pretos e 30 sado brancos. Cada domino
cobre dois quadrados adjacentes sempre de cores diferentes, um branco e um
preto. Nao importa qual for o arranjo, n dominds vao sobrepor sempre a mesma
quantidade de quadrados brancos e pretos. Logo, 30 dominds cobrirdo 30
quadrados brancos e 30 pretos. Porém, ndo sera possivel incluir o 31° domind.
Duas casas pretas (ndo adjacentes) estardao descobertas. Tendo em vista que o
ultimo domind n&o pode ser partido em dois quadrados, € impossivel cobrir todo

o tabuleiro com os dominds.

3.2.3. Experimento com alunos

Para viabilizar a exploragdo manual das pecas, foram apresentados um

tabuleiro de xadrez e 31 retadngulos (dominds), obtidos por meio de cortes

desconsiderar o fato de que as ciéncias factuais (naturais e sociais) podem mesclar os
métodos indutivo e dedutivo, tal como ocorre no modelo hipotético-dedutivo, proposto
por Popper (1977).
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precisos em papeldo tipo parana. As casas brancas das pontas nao foram
recortadas e retiradas mas sobrepostas por dois quadrados de papel laranja (um
para cada casa), com o auxilio de uma fita adesiva. Além do material concreto
(figura 26), disponibilizou-se uma folha de papel com um desenho semelhante ao

da figura 25.

Figura 26 - O tabuleiro de xadrez e os 31 dominds empilhados

Ao serem questionados se seria possivel colocar os 31 dominds no
tabuleiro, sobrepondo os 62 quadrados restantes, os participantes forneceram as

seguintes respostas:

Participante [1] - Inicialmente, sem tocar nos dominés, ele disse: “Eu acho
que ndo vai dar, vai sobrar um. Logo de inicio eu pensei que ia sobrar um
quadradinho, mas nao tenho certeza”. Aparentando sentir dificuldades para
resolver o problema apenas olhando para a figura, ele decidiu pegar os dominds
e arriscar uma configuragdo especifica. Na primeira tentativa, colocou varios
deles no tabuleiro, numa conformagdo em espiral, (figura 27A). “Devia ser
porque sobram dois, mas eu ndo sei como juntar esses dois.” Perguntei a que
“dois” ele se referia, curioso para saber se havia prestado atencido nas cores.
Respondeu-me apenas “dois quadradinhos”, apontando-os no tabuleiro. Sugeri
entdo que ele tentasse explorar novas configuragdes, reorganizando os dominds
de outras maneiras, para ter novas idéias. Em uma de suas tentativas
posteriores, sobraram novamente dois quadrados pretos (figura 27B). “Consegui
deixar eles perto, mas nao juntos. Acho que nao vai dar porque sempre vao
sobrar duas (casas) pretas.” Agora seu discurso fazia referéncia as cores. Nao
eram mais “dois quadrados” que sobravam, mas dois quadrados pretos.

Comentei que, de fato, na hora de colocar o 31° dominé sobravam duas casas
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pretas, contudo a questao era: “por que sobravam duas pretas?” Sorrindo, ele
apontou para os dois quadrados descartados e me informou o motivo. Tratava-
se das duas casas brancas retiradas previamente. “Pois €, agora que eu entendi.

Se eu tivesse tirado duas pretas também nao ia dar certo.”

A B

OO o O

Figura 27 - Arranjos do participante [1]

Participante [2] - Uma vez descrito o enunciado, apenas olhando para a
figura do desafio, ele apresentou um raciocinio dedutivo com base em calculos.
“Eu acho que esse pedago aqui, por ser um quadrado perfeito. Sei la... 36 tem
raiz (inteira), né? Sei la, esse quadrado aqui do meio vocé vai conseguir
preencher certinho mas ai vocé vai ficar com numeros impares (de quadrados)
aqui (nas bordas). Ai vai ficar sobrando... Acho que talvez nao dé certo.“ Embora
um pouco confuso, com alguns ajustes o seu raciocinio fazia sentido. Ele
visualizou um quadrado maior 6 x 6 no meio do tabuleiro, que continha 36 casas
(quadradinhos 1 x 1). Todo quadrado n x n, com n par pode ser preenchido por
dominds. As 36 casas do quadrado 6 x 6 poderiam ser preenchidas por 18
dominés. O tabuleiro ficaria dividido em trés regides (figura 28): o quadrado 6 x 6
no centro e duas faixas de quadradinhos em formato de L, separadas e giradas
180°, uma em relagdo a outra. Cada faixa destacada conteria 13 casas, um
nuamero impar. Logo, ndo haveria como preenché-las com os dominds restantes.
Seis dominds seriam colocados em cada uma das faixas, mas o 31° domind iria
sobrar juntamente com duas casas pretas, separadas. Confirmei sua conclusao
de que nem todos os dominds seriam encaixados neste arranjo especifico, mas
lembrei que para generalizar a resposta ele deveria prosseguir e buscar mais
argumentos. Relutante em testar outras configuracbes por ensaio e erro, ele

desistiu de ir adiante e solicitou a resposta.
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Insisti. Pensei em ajuda-lo com dicas e perguntas, de modo que ele
pudesse participar da descoberta. Disse-lhe que, para comecar, eu investigaria
se a quantidade total de quadradinhos do tabuleiro era a mesma dos contidos
nos dominds. A resposta veio a seguir. “E 0 mesmo nimero. S&o 31 pares, mas
nao pode ser mudada a disposi¢éo. Eu acho que é isso. Vocé tirou um daqui (um
quadrado branco) e um daqui (outro quadrado branco). Mas se tivesse tirado os
dois juntos, né? Porque os dominds nao podem ser quebrados. (...) Se tivesse
tirado esses dois daqui por exemplo (adjacentes), talvez desse certo.” Valeu a
pena insistir. Havia um avango em sua linha de pensamento. Procurei manter o
didlogo. De fato, duas casas brancas tinham sido retiradas. Perguntei se ele
notara quantas casas pretas e quantas casas brancas haviam restado no
tabuleiro apds a mutilagao. A resposta foi negativa. Ele ndo havia pensado em
termos de cores, contudo seu palpite estava correto. Se fossem retiradas duas
casas vizinhas, elas seriam uma preta e outra branca. Neste caso, todos os

arranjos seriam validos.

O

By

31
dominos

SO

Figura 28 - Divisao do tabuleiro em 3 partes segundo o participante [2]

Participante [3] - Em principio ele notou e me disse que o numero de casas
no tabuleiro era o dobro da quantidade de dominds. Seu palpite inicial era de que
todos os dominds seriam alocados sem problemas. No entanto, apds sete
minutos de diversas tentativas, sua previsdo ainda ndo havia se concretizado.
Perguntei se ele gostaria de obter auxilio e a resposta foi positiva. “Uma dica, por
favor.” Tentei resgatar uma linha de raciocinio interrompida para guia-lo a partir
dali. Disse-lhe que eu iria refazer um de seus arranjos prévios e depois altera-lo
aos poucos. A figura 29A mostra o arranjo escolhido. No tabuleiro estavam
presentes 30 dominds, empilhados numa malha retangular. Solicitei que ele
atentasse para o fato de que dois quadrados pretos estavam sobrando, razao
pela qual ndo havia como encaixar o 31° domind. Pedi que ele deslocasse ou

rotacionasse sempre um novo dominé adjacente a um dos quadrados pretos
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restantes, de maneira lenta e gradual, sem afetar os outros dominds (figura 29B
e 29C). Por indugao natural, tentei fazé-lo enxergar que os dois quadrados
pretos apenas se deslocavam, estando sempre aparentes. Todavia, ele n&o
parecia disposto a continuar interagindo, motivo que me levou a ndo mais

solicitar a sua participagao e, entdo, explicar o resto da resposta.

O%Q_ B C

2 2

SO

Figura 29 - Arranjo inicial do participante [3] e mudancas sugeridas

3.3. O desafio dos tetraminés e o retangulo 4 x 5
3.3.1. Sobre o desafio dos tetraminods

Enunciado por Gardner (1986) e Golomb (1996), o desafio em questao é
outro classico da matematica recreativa que envolve o preenchimento de uma
figura por poliminés®.

Conforme mostra a figura 30, sera viavel preencher todo o retangulo com
os cinco tetraminés dados? As pecas podem ser transladadas, refletidas
(viradas) ou rotacionadas para os encaixes. Se possivel, mostre ao menos uma

solugdo. Em caso contrario, prove que isso é impossivel.

Figura 30 - Retangulo 4 x 5 e os cinco tetraminds

5 Poliminos séo figuras formadas por quadrados de mesmo tamanho, adjacentes
uns aos outros. Os poliminds assumem diferentes nomes de acordo com a quantidade
de quadrados. Os mais conhecidos sdo os monomind, domind, triminds, tetraminds e
pentaminds. Ao todo, s&o cinco tetraminds com formatos diferentes.
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3.3.2. Relagao com o desafio anterior

Com o intuito de resolver o desafio, em primeiro lugar, € preciso verificar
se a area total do retdngulo equivale a area total das pecgas. Cada peca é
dividida em quatro quadrados. Como sao cinco pegas no total, existem 4 x 5 =
20 quadrados. O retangulo, por sua vez, é dividido numa grade de quatro linhas
por cinco colunas de quadrados. Novamente, 4 x 5 = 20. Aparentemente, a
tarefa de colocagao das pecgas ¢é viavel.

No desafio anterior, 31 dominds deveriam ser dispostos sobre um tabuleiro
com 62 quadrados. A igualdade de areas foi confirmada, porém a montagem era
impossivel. O raciocinio levava em conta as cores das casas do tabuleiro. Por
terem sido retiradas duas casas brancas, o tabuleiro havia ficado com 30 casas
brancas e 32 pretas. Como cada domin6 deveria obrigatoriamente ocupar uma
casa branca e outra preta, o 31° domin¢ ficava de fora. Faltava uma casa branca
e sobrava outra preta.

O mesmo raciocinio pode ser aplicado ao desafio dos tetraminds. O
retangulo é dividido em uma malha quadriculada. Se seus quadrados forem
preenchidos por um padrdo xadrez, ele vira uma espécie de tabuleiro com 20
casas, 10 brancas e 10 pretas. Tal como no desafio anterior, cada peca, ao ser
disposta sobre o tabuleiro, preenche um numero especifico de casas de cada
cor, qualquer que seja a posi¢cao ocupada (figura 31). Mesmo considerando
todas as rotagdes e reflexdes possiveis, quatro das cinco pegas sempre ocupam
duas casas brancas e duas casas pretas. Esses quatro tetraminds, ao serem
colocados sobre o tabuleiro, fazem sobrar duas casas pretas e duas brancas
mas como o ultimo tetraminé (em formato de T) ocupa trés casas de uma cor e

uma de outra cor, a montagem €& impossivel.

Figura 31 - Retangulo 4 x 5 e os cinco tetraminds em padrao xadrez
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No experimento com alunos, minha intengdo era investigar se os
participantes tragcariam por conta propria um paralelo com o desafio anterior. Os
dois desafios pertencem a uma mesma classe de problemas, contudo o esforgo
de generalizagdo ndo é gratuito. As caracteristicas comuns sdo mascaradas por

um conjunto de diferengas, tais como, por exemplo:

— No desafio prévio, o tabuleiro possuia um padréo xadrez. No desafio
atual, ha apenas um retangulo (cuja malha quadriculada poderia ter sido
omitida). Sera necessario imaginar esse retdngulo com casas pretas e

brancas, alternadas.

— No desafio prévio, dois quadrados foram descartados do tabuleiro. No
desafio atual, nenhum quadrado foi retirado do retangulo. Como a raiz do
problema anterior se resumia ao descarte dos quadrados, o aluno pode
concluir, equivocadamente, que desta vez nao havera problemas de

encaixe.

— No desafio prévio, havia varias pecas (31 dominds) iguais (congruentes)
presentes. O desafio atual traz poucas pegas (cinco tetraminds) e todas
sao diferentes (ndo congruentes nem semelhantes). Como relaciona-las

com as pecas do desafio anterior?

3.3.3. Experimento com alunos

Para viabilizar a manipulagéo direta das pecas, foi preparada uma cartela
retangular, de papelao tipo parana, com diferentes impressdes em cada face. Na
frente da placa havia uma malha quadriculada 4 x 5 simples. No verso havia
outra malha, de tamanho equivalente, porém preenchida por um padrao xadrez
(figura 32). A idéia era apresentar, em primeira instancia, a malha simples, sem
cores. Caso o aluno permanecesse com dificuldades para resolver o problema,
as posigcoes seriam trocadas, numa tentativa de resgatar a légica do desafio
anterior.

Paralelamente, foram apresentados cinco tetraminds, cada um de cor
diferente, feitos com papelao e borracha EVA (figura 33). Além do material

concreto, havia um desenho semelhante ao da figura 17 numa folha de papel.
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frente

Figura 32 - Frente e verso da superficie retangular
-__J__ /

Figura 33 - Cinco tetraminés

Ao serem questionados se seria viavel preencher todo o retangulo com os

cinco tetraminds dados, os participantes forneceram as seguintes respostas:

Participante [1] - “Em termos de area, eu ja vi que da.” Conforme o
previsto, a primeira providéncia foi a comparagao das areas. O teste atuava
como um filtro. Se elas ndo fossem iguais, o problema terminava ali. A mesma
linha de raciocinio havia sido util nos dois desafios anteriores (corte estranho e
tabuleiro mutilado). Porém, a resposta deveria depender das formas das pegas,
razao pela qual ele comegou a experimentar encaixes em diferentes arranjos,
seguindo uma abordagem indutiva. Sua primeira tentativa (figura 34A) veio
acompanhada de um pensamento em voz alta. “Pd, tem que dar porque sobram
quatro pecinhas, mas nao tem como botar outra. (...) Por qué ndo? Nao sei. Vou
pensar. Vamos ver de outro jeito.” Ao explorar novos encaixes, ele procurou
descobrir quais pegas poderiam ou ndo permanecer em determinadas posicoes.
“Essa aqui nao pode ficar no canto. Isso também n&o pode acontecer Nem isso.
Nao, essa aqui tem que ficar no canto.” Bastava colocar trés pegas sobre o
retdngulo para perceber que as proximas nao iriam se encaixar no espaco

disponivel. Apds o quarto arranjo (figura 34B), ele optou por dar uma pausa.
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“Nao vai dar. Nao vai. Agora, por qué? Tem uma explicagao logica, né? Vocé

quer. Deixa eu pensar um pouco.”

A B

Figura 34 - Arranjos do participante [1]

Sua préxima duvida foi sobre os tetraminds. “Essas nao sdo todas as
pecas que vocé pode fazer com quatro (quadrados), né? Tem mais uma. Sao
todas?” Eu disse que sim. Eram todas possiveis. Ao conferir, concordou comigo,
porém admitiu ndo ter uma explicagao para o fato de elas ndo se encaixarem
dentro do contorno. Perguntei se ele queria ajuda e, com sua autorizago,
troquei a face do retangulo, deixando a mostra o padrao xadrez. A mudanga foi
valida. O interesse em prosseguir havia retornado.

“Ah t4, deixa eu tentar. Agora sim. (...) Tem dez (casas) pretas e dez
brancas. Os dominds encaixam aqui.” Sorrindo, ele arriscou um palpite. “O
numero de pretas e brancas tem que ser um multiplo de quatro?” Respondi que
nao. Ndo necessariamente. Ficou clara para mim sua intencdo em descobrir a
quantidade ideal de quadrados pretos e brancos para viabilizar a montagem. O
desafio anterior foi lembrado, mas a mudanca dos dominds para os tetraminos
ainda representava um obstaculo. Em seguida, ele deixou a pecas de lado, se
debrugou sobre a mesa e olhou atentamente para a figura. Apds cerca de 32
segundos, empilhando pecga por peca, disse-me: “Esse aqui (vinho), ele precisa
de duas pretas e duas brancas. Esse (verde), de duas pretas e duas brancas.
Esse (azul), de duas pretas e duas brancas. Duas pretas e duas brancas
(laranja). Trés brancas e uma preta (amarelo).” A razdo das pegas nao se
encaixarem foi revelada. Segurando o tetraminé amarelo com sua mao direita,
disse-me: “E por causa desse aqui. Eu preciso de onze (casas) brancas e nove
pretas.”

Expliquei que o tetraminé amarelo também poderia ocupar trés quadrados
pretos e um branco, dependendo de sua orientagdo. Se todos os outros

tetraminés fossem colocados antes, sempre sobrariam dois pretos e dois
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brancos, inviabilizando a montagem. Dei-lhe os parabéns por ter sido persistente
e recebi uma confirmagao sobre a relevancia do desafio anterior. Apontando
para o desenho do tabuleiro de xadrez mutilado, ele completou: “(acertei) gragas

a esse aqui. Eu pensei nesse aqui.”

Participante [2] — Em principio ele se mostrou confiante de que ao menos
um arranjo poderia preencher o retangulo. “Acho que existe um jeito.” Depois de
algumas tentativas, me apresentou um raciocinio. “Eu t&6 pensando num lance:
tipo essa pega aqui (verde). Ela sempre tem que ter dois quadrados de lado (2 x
2) e ai eu nao tenho como preencher os quadrados.” Em seus arranjos, sempre
que ele colocava os tetraminds sobre a cartela, a pega verde ficava de fora. Seu
entusiasmo nao durou muito e em seguida pediu ajuda: “Vai, diz ai.” Troquei a
face da cartela e sugeri que ele tentasse novamente. Ao abandonar o tetraminé
em forma de Z (vermelho) e colocar as outras pegas sobre o retangulo, falou que
a quantidade de quadrados pretos e brancos das lacunas ndo era a mesma.
“Eles preenchem de forma desigual os quadrados, o numero de pretos e de
brancos. Neste caso que eu coloquei, eles preenchem mais rapidamente os
brancos do que os pretos. (...) E uma coisa estranha porque esse preenche dois
e dois (laranja), esse dois e dois (verde), esse dois e dois (azul). Esse (amarelo)

sempre preenche trés de um e um de outro.®”

A solucéo estava proxima, porém
ainda restava contar os quadrados relativos a peca que ele havia descartado, o
tetramind Z. Estimulei-o, indagando: e essa pega que esta faltando? Em seguida
deu a resposta: “Essa também preenche de forma ‘regular’. Entdo o problema
‘estaria’ nessa pecga aqui (tetramind T), talvez. Das duas uma: ou eu teria que ter
uma pega que contrabalangasse essa (tetramind T), preenchendo as pretas mais
rapidamente do que as brancas, ou eu teria que eliminar (substituir) essa por
alguma que seguisse essa regra aqui, de ocupar e desocupar.” Por fim, ele me
explicou que se eu tivesse apresentado a face impressa em padrdo xadrez logo
de inicio, a solugao nao teria sido encontrada naquele intervalo de tempo.
“Talvez eu demorasse muito para me dar conta do preto € do branco.” Em sua
opinido, a troca de uma face pela outra representou um sinal de que ele deveria
buscar uma relagdo com o desafio anterior. Fiquei surpreso com seu ponto de
vista pois eu imaginara que o grau de dificuldade do problema seria 0 mesmo em

ambos 0s casos.
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Participante [3] - Sua primeira reagdo foi de desconfianca. “E, outra
pegadinha.” Ele contou o numero de quadrados e disse que o retangulo tinha 20
quadrados, enquanto as pecas tinham 21. Aconselhei-o a conferir o nimero de
quadrados dos tetraminds. Ele havia se enganado em relagdo a peca amarela,
pensando que era composta por cinco quadrados. Refeita a contagem,
confirmou: “A principio é possivel.” O primeiro teste, das areas, havia sido
concluido. Porém, com as pecas em maos € um sorriso no rosto, ele mudou de
opinido: “Nao deve ser possivel, mas como sou teimoso, eu vou tentar.” Em
cerca de dois minutos, manipulando as pecas, ele informou que sentia falta de
uma peca semelhante a amarela. “T4, eu t6 sentindo muita falta de uma peca a
mais dessa. Por incrivel que parega, ndo sei se eu t6 indo pelo (caminho) certo.
Cismei.” Propus que ao menos quatro pegas fossem colocadas no tabuleiro.

Segundo ele, se um novo tetramind em forma de T substituisse uma das
outras pecgas (0 quadrado 2 x 2), haveria algumas solugdes possiveis. De fato, a
figura 35 mostra trés arranjos possiveis nessa situagio, obtidos por ensaio e
erro. “Porque se eu usar outras pecgas, elas vao ficar separadas por
quadradinhos.” Sua hipétese era baseada em poucas tentativas, sendo a
generalizacado precoce. Apds quatro pegas terem sido colocadas no tabuleiro, a
regido desocupada podia ser ou ndo contigua, dependendo da montagem. A
figura 36 mostra por meio de trés exemplos que se o tetramind T (amarelo) fosse

substituido por outro do tipo L (laranja), novos arranjos também seriam validos.

A B C

Figura 35 - Exemplos de encaixes possiveis caso houvesse dois tetraminés T

6 Ao contar os quadrados pretos e brancos, ele segurava e levantava as pecgas do
tabuleiro.
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Figura 36 - Exemplos de encaixes possiveis caso houvesse dois tetraminds L

Ao rever a cena pelo video, dei-me conta de que seu estranhamento em
relagdo ao tetramind T deveria ter sido interpretado por mim como um estimulo
para fornecer-lhe uma dica. A partir daquele instante, teria sido oportuno trocar a
face da cartela e pedir que ele tentasse preencher novamente o tabuleiro (cartela
com o padrao xadrez) de modo a deixar uma area contigua vazia no formato do
tetramind T. Qualquer que fosse a montagem, a regido desocupada sempre teria
trés quadrados brancos e um preto ou trés quadrados pretos e um branco. Outra
sugestao seria deixar um espaco vazio em forma do tetramind L. Neste caso,
ficariam a mostra dois quadrados brancos e dois pretos.

Quando uma peca é colocada sobre o tabuleiro, ela esconde os quadrados
que estdo embaixo. Consequentemente, tal como pode ser observado na figura
37, mesmo quando ndo se instrui alguém para isso, talvez seja mais facil
perceber a quantidade de quadrados de cada cor que cada pega ocupa, ndo por
sua inclusao no tabuleiro e, sim, por sua falta. Aparentemente, meu repertério de
alternativas para a conducédo do aprendizado dos alunos ganhou uma nova
opgao e, por mais simples que possa parecer, a idéia ndo me ocorreria sem que
eu tivesse prestado atengdo ao participante [3]. Em sintese, ele me ensinou a

ensinar.

= L =

Figura 37 - Espacos vazios com os formatos dos tetraminds
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Na sequéncia da atividade, ele testou outras configuragdes com quatro
pecas e se deu conta de que em muitos casos as pegas ficavam separadas por
quadrados isolados. “Trés. Sobrou uma, separada.” Ou ainda: “Todas
separadas.” Perguntei se ele estava disposto a continuar por conta propria ou
queria uma dica. “Vou ser um pouco mais insistente. Tenho que conseguir.”
Trés minutos se passaram para que ele concluisse que nao seria mesmo
possivel. Perguntei se ele tinha alguma explicacédo, se enxergava alguma logica
por tras daquilo. “Ah, ndo sei se minha légica € muito certa, né? Mas por mais
que eu tire alguma das pecas, seja ela essa ou outras, se sobrarem juntas é
nesse formato.” Manipulando as pegas, ele tentou me mostrar uma configuragéo
especifica em que o tetramind L e o alongado (azul) permaneciam adjacentes.
Tanto a figura 35A quanto a 35C contém os dois tetraminds nas posi¢des por ele
especificadas.

Informei que eu iria executar uma modificacdo, uma espécie de “upgrade”.
Troquei a face da cartela, revelando o padrao xadrez. Ao perceber a mudanga,
sorriu e aparentou entusiasmo. “VYou sonhar com esses quadrados agora.”
Novamente pegou as pecas e prosseguiu com os arranjos. “Estou tentando
achar a légica do negécio, mas eu estou quebrando a cabeca. Nao estou
conseguindo. A diferengca do preto e do branco. Malditos quadrados pretos e
brancos. (...) O numero de quadrados pretos € igual ao numero de quadrados
brancos.” Conforme eu havia previsto, ele se mostrava tentado a fazer uma
conexao com o desafio anterior. Inicialmente, quando o nimero de casas pretas
e brancas era igual, os dominds cobriam o tabuleiro de xadrez. Depois, a
quantidade de casas brancas ficou menor do que a de casas pretas e eles nao
puderam mais ser ali dispostos. Entdo por que a mesma condigdo néo seria
valida para os tetraminds? Em que medida o participante [3] havia compreendido
a estrutura do desafio anterior?

“Ta ok, desisto.” Mas ja? Insisti. Disse-lhe que eu ainda iria fornecer outra
pista (a ultima). “Isso.” Deixei o tetramind T de lado e com as outras quatro
pecas modifiquei sua ultima configuragao. Coloquei aqueles tetraminds sobre o
tabuleiro e solicitei que ele prestasse atencdo as cores dos quadrados das
lacunas. “Duas pretas e duas brancas.” Troquei as pegas de lugar e mostrei
novos arranjos. A quantidade de quadrados de cada cor permanecia. "Duas
pretas e duas brancas.” Continuei trocando as posicdes, executando reflexdes e

rotacbes dos tetraminds até que em determinado momento ele resolveu me
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interromper. Com o tetraminé T nas maos’, comentou que para poder encaixar
aquela peca seria necessario ter um conjunto de casas pretas e brancas em
quantidade diferente das que estavam visiveis no tabuleiro. “Ela ocupa sempre
trés pretas e uma branca. Mesma logica do anterior.” Confirmei sua resposta e
acrescentei que qualquer das outras pecas sempre iria ocupar duas pretas e
duas brancas. Por mais dicas que eu lhe tivesse oferecido, o ultimo passo do

raciocinio ainda ficou por sua conta.

3.4. O jogo Blokus e suas pegas: do monominé aos pentaminos
3.4.1. Sobre o Blokus

Blokus € um jogo abstrato de conexao, inventado pelo francés Bernard
Tavitian e comercializado pela empresa Sekkoia. Embora nao esteja disponivel
no Brasil, o jogo é sucesso em 35 paises. Desde o langamento do produto
original em fevereiro de 2000 até o término de 20078, cerca de trés milhdes de
unidades foram vendidas.

Alguns conceitos basicos de geometria parecem brotar das situagdes-
problema que os jogadores do Blokus enfrentam. Além disso, tanto a habilidade
de \visualizagdo quanto os raciocinios logico dedutivo e indutivo s&o
constantemente requisitados.

Existem diferentes versdes comerciais do Blokus, das quais duas sao

destacadas aqui:

1 - Versédo classica - traz um tabuleiro de 20 x 20 quadrados e quatro
conjuntos distintos de pegas, sendo cada conjunto identificado por uma cor: azul,

amarelo, vermelho e verde. Podem participar de dois a quatro jogadores.

2 - Verséo reduzida - € mais compacta do que a original, pois vem com um
tabuleiro de 14 x 14 quadrados e dois conjuntos distintos de pecas, disponiveis
nas cores laranja e violeta. Apenas dois jogadores podem participar, razao pela

qual o jogo recebe o nome de Blokus duo.

7 Em varias ocasibdes, notei que os participantes pegavam e moviam as pecas
para falar delas, em vez de simplesmente aponta-las ou cita-las. Nas conclusdes das
cadeias de raciocinio, o acesso ao material concreto pareceu-me indispensavel.

8 Conforme descrito no site do jogo: http://www.blokus.com/en/presentation.html
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Em ambas as versdes, cada jogador® dispde de um conjunto de 21 pecas
caracterizadas pelos poliminds de 1 a 5 quadrados (figura 38). Ao todo séo:

1 monomindé + 1 domind + 2 triminds + 5 tetraminds + 12 pentaminds = 21

poliminés.
m, 1
[ |
N, 1
[ |
H B
[ Y | W 2
[ |
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H H BEN EE ER
E.-ER. B BN, BN, 5
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Figura 38 - As pecgas do Blokus s&o os poliminos de 1 a 5 quadrados

Objetivo

Seja qual for a versao do jogo, o objetivo de cada participante € ocupar a maior
parte disponivel no tabuleiro com pecas de sua cor, de preferéncia utilizando
todas. Sera vencedor quem conseguir ocupar, com suas peg¢as, 0 maior numero

de quadrados cinzentos.

Regras e restrigoes

Na versao classica, ao iniciar o jogo, todo participante deve obrigatoriamente
posicionar uma peca numa das quatro quinas do tabuleiro, conforme mostra a
figura 39. A ordem de jogada é azul, amarelo, vermelho e verde, no sentido

horario.

9 Na versao classica, ha também um modo de jogo para dois participantes. Cada
jogador controla dois conjuntos de pecas, em vez de apenas um. O primeiro usa as
pecas azuis e vermelhas enquanto o segundo usa as amarelas e verdes.
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I I

||
NAO SIM on

Figura 39 - A primeira jogada

No Blokus duo sao considerados outros pontos de partida, indicados no
meio do tabuleiro por dois circulos. Neste caso, primeiro joga a cor violeta e
depois a laranja. O fato de os jogadores comegarem préximos aumenta a
ocorréncia de lances arriscados e agressivos. A figura 40 traz um exemplo dos

primeiros movimentos na versao reduzida.

Figura 40 - Exemplo das jogadas iniciais no Blokus duo

Toda nova pecga colocada no tabuleiro deve encostar em, ao menos, uma
outra da mesma cor mas as duas s6 podem ser ligadas pelas quinas - vértices,
nunca pelos lados - arestas (figura 41). Uma vez colocada no tabuleiro, a peca

nao pode mais ser retirada.
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B,

NAO sSim

Figura 41 — Regra de conexao

A regra que impede a colocagdo de poliminds adjacentes de mesma cor
tem uma relagdo direta com o teorema das quatro cores. Poliminés de cores
diferentes podem ser encostados lado a lado, mas os de mesma cor devem ser
unidos somente por seus vértices. Na medida em que o jogo avancga, as pegas
dos adversarios se misturam no tabuleiro, formando curiosas composi¢coes
plasticas. A figura 42 traz exemplos de disposi¢cdes de pecas ao término de dois

jogos.

BN
o | | M W |

Figura 42 - Tabuleiros do Blokus classico e reduzido com pecgas

Fim do jogo

Quando um jogador é bloqueado e ndo tem como colocar mais pegas no
tabuleiro, ele deve passar a sua jogada para o proximo da fila. Posteriormente,
0s outros participantes continuam na ordem normal de jogada até que ninguém
mais possa adicionar pegas no tabuleiro. Terminado o jogo, todos devem
verificar se sobraram pecas suas. Cada quadrado das pecgas restantes conta
como um ponto negativo. Se todas as 21 pegas tiverem sido colocadas no

tabuleiro, o jogador ganha um bdnus de 15 pontos. Este bénus € acrescido de 5
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pontos caso a ultima peca corresponda ao quadrado unico. Apds os calculos, os

resultados s&o comparados e o vencedor € anunciado.

3.4.2. Bloqueios e passagens

A principal caracteristica do Blokus, como seu nome indica, € o bloqueio,
recurso fundamental para limitar as opg¢des de jogadas dos oponentes. Ele
ocorre sempre que uma peca de um jogador encosta em outra peca adversaria
de maneira a restringir futuras ramificagbes. Para vencer, € importante nao
apenas saber bloquear os adversarios, mas também evitar ser bloqueado,
garantindo passagens por entre as suas pegas. A seguir, quatro situagbes sao

ilustradas na figura 43.
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Figura 43 - Diversos exemplos de bloqueio

Na situacdo A, a ultima pecga verde colocada no tabuleiro bloqueia dois
vértices adjacentes da pega amarela mais proxima, retardando seu avango. Com
o intuito de facilitar a visualizagdo na figura, circulos brancos ressaltam os
vértices bloqueados.

A situacdo B é uma variante da anterior. Em vez de bloquear os dois
mesmos vértices da peca amarela, o jogador verde opta por obstar apenas um.
Tendo em vista que pecas de mesma cor jamais poderao ser vizinhas por suas
arestas, o jogador verde passa a ter acesso (seta) a uma regido inacessivel ao

amarelo (representada pelo tom verde claro) e vice-versa.
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Na situacdao C, uma das pecgas azuis bloqueia apenas um vértice do
pentaminé amarelo que possui o formato da letra L, rotacionado 180°. Desde
que o trimind azul alongado esteja disponivel, o participante azul garante uma
passagem (seta) pela lacuna entre amarelos (representada pelo tom azul claro).
Seria mais apropriado se o azul bloqueasse também o vértice adjacente, logo
acima do anterior? Com certeza, ndo. Este vértice ja havia perdido a fungéo de
servir como ponto de contato para futuras ramificagcdes. A razao é conhecida.
Trata-se da regra que impede a colocagdo de poliminés adjacentes de mesma
cor.

Na situacdo D, o jogador vermelho bloqueia o azul de uma maneira
indireta. Embora ndo haja um contato direto entre as pegas adversarias, para
que o participante azul avance por baixo (vértice em destaque), ele devera
dispor obrigatoriamente do monominé. Como se sabe, o quadrado unico é de
capital importancia. Se o azul optar pelo uso do monomind, seu oponente
vermelho ainda tera condi¢cdes de impedir sua passagem na proxima jogada,
deixando uma brecha tao reduzida quanto a primeira (armadilha indicada a
parte). Como nao existe um 2° monominé azul disponivel para uso, o blogueio
sera inevitavel nessa regido. De todo modo, o jogador vermelho passa a ter
acesso garantido (seta) a regido vizinha do azul (representada pelo tom
vermelho claro).

Existem bloqueios melhor executados do que outros? Sim. Um jogador
iniciante, ciente da necessidade de bloquear seus oponentes é capaz de agir
com agressividade e imprudéncia. Na figura 44, duas novas situagbes sao
apresentadas: E e F. Na situacéo E, apds sucessivas jogadas, o jogador verde
bloqueou as amarelas mas também ficou bloqueado. Na situagéo F, o jogador
verde bloqueou as amarelas, mas garantiu quatro passagens (setas). Leva

vantagem quem souber planejar e aproveitar essas saidas.
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Figura 44 - Outros exemplos de bloqueio
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3.4.3. Por uma ocupacgao racional do espago

Além dos bloqueios e das passagens, existem varios outros fatores que
influenciam a dindmica do Blokus. Quem aceitar participar do jogo e estiver
disposto a melhorar seu desempenho, tera a oportunidade de exercitar suas
faculdades cognitivas de forma envolvente. O pensamento pratico cedera
espaco para o pensamento cogitativo e a analise das diversas possibilidades de
resolugdo ampliara o olhar sobre o objeto. A esse respeito, Macedo, Petty e

Passos (2000), baseados no construtivismo de Piaget, comentam:

(...) jogar favorece a aquisicdo de conhecimento, pois 0 sujeito aprende
sobre si préprio (como age e pensa), sobre o préprio jogo (0 que o
caracteriza, como vencer), sobre as relagdes sociais relativas ao jogar (tais
como competir e cooperar) e, também, sobre conteudos (semelhantes a
certos temas trabalhados no contexto escolar). Manter o espirito ludico é
essencial para o jogador entregar-se ao desafio da ‘caminhada’ que o jogo
propde. Como consequéncia do jogar, ha uma construgdo gradativa da
competéncia para questionar e analisar as informagdes existentes. Assim,
quem joga pode efetivamente desenvolver-se. (Macedo, Petty & Passos,

2000, p.23)

Um minuto para aprender e uma vida inteira para dominar. Para se tornar
um bom jogador de Blokus, é preciso ter interesse, dedicacdo e tempo
disponivel. Nenhuma partida é igual a anterior. Quem ndo tem familiaridade com
0 jogo encontra dificuldades em resolver os desafios que se apresentam como,
por exemplo, a escolha das pegcas mais adequadas em lances decisivos.
Somente apdés uma série de partidas, as armadilhas passam a ser previstas e
combatidas de maneira eficaz. A visdo de jogo muda e aprende-se a definir com
maior clareza as prioridades para o uso de pecas e a ocupagao de regides do
tabuleiro. Contudo, se o tempo é uma variavel importante para que ocorra essa
transformacéao, de que maneira o Blokus pode ser trabalhado com os alunos? Os
conteudos programaticos sdo extensos e a carga horaria das disciplinas é
reduzida. Paralelamente, sabe-se que o jogo se destina a dois ou quatro
jogadores. Em sala de aula pode estar um grupo de 20 ou, até mesmo, 30
individuos e o jogo sequer é vendido no Brasil. Como superar esses obstaculos?
O relato de uma situacao planejada e vivenciada em classe trara argumentos
para uma possivel resposta.

Quanto ao tempo dedicado ao jogo, parte-se da hipotese de que, com a
ajuda do professor, os alunos podem formar um primeiro palpite sobre como
ganha-lo apdés uma ou duas partidas. Para isso, um exame prévio de implicacdes

l6gicas de suas regras € imprescindivel. Nao se pretende formar mestres no
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jogo. As estratégias e taticas sado validas mesmo em seu primeiro nivel. Sua
estrutura geral de funcionamento é percebida, heuristicamente, a medida que

conceitos geométricos séo resgatados. Segundo Polya:

O raciocinio heuristico nao é visto como final e estrito mas apenas como
provisério e plausivel, cujo propdsito € descobrir a solugdo de problema
presente. N6s somos com frequéncia obrigados a usar o raciocinio
heuristico. (...) N0s precisamos do provisorio antes de obter o final. Nos
precisamos de raciocinio heuristico quando construimos uma prova estrita,
tanto quanto precisamos de andaimes quando construimos um prédio.
(Polya, 2004, p.113)

No xadrez, certas pecas valem mais do que as outras. A rainha vale mais
do que a torre. A torre vale mais do que o bispo e assim por diante. Essa
hierarquia & valida em termos globais, todavia as constantes mudangas no
tabuleiro levam a configuragcdes especificas. Pela expectativa de serem
promovidos, pedes passam a ser muito valiosos ao término das partidas. Os
cavalos também podem ser particularmente uteis, chegando a superar os bispos
em ataques combinados. Por analogia, 0 mesmo ocorre no Blokus? Existe uma
escala global de valores para as pegas? Como determina-la? O xadrez e o
Blokus sao jogos com caracteristicas muito distintas. Porém, uma referéncia
cruzada entre as regras e o objetivo do Blokus parece apontar para uma escala

de valores das pecas. Neste sentido, deve-se prestar atencao a trés fatores:

1 - Se o objetivo principal do participante € ocupar o maior numero possivel
de casas do tabuleiro com quadrados das pegas de sua cor, € aconselhavel
jogar primeiro as maiores. Aparentemente, as pe¢cas de maior area sao mais
valiosas se comparadas com as menores. Em um tabuleiro cada vez mais lotado
de pecas, passa a nao sobrar espago para o0s pentamindés e tetraminds
restantes. Ainda que permanegam areas disponiveis, as chances de encaixe sao

minimas.

2 - Ha algo de paradoxal na regra que impede a colocagédo de poliminds
adjacentes. Toda pecga colocada no tabuleiro elimina um determinado niumero de
quadrados ao seu redor que antes poderiam ser ocupados pelo préprio jogador.
Ou seja, a conquista de algumas areas no tabuleiro implica automaticamente na
impossibilidade de cobrir outras (auto-bloqueio). Acresce-se o fato de que tais

areas, a ele inacessiveis, correm o constante risco de serem invadidas pelos
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oponentes. Quem “forcar” passagens e for bem sucedido podera avancar pelas

brechas deixadas por outros.

3 - Grande parte dos bloqueios € inevitavel. Por mais preparado que seja o
jogador, ndo ha como finalizar um jogo sem ter sido bloqueado em diversas
ocasides. Uma maneira de permanecer com muitas opcdes de jogada é ter
sempre varios pontos para ancorar novas pecas. E preciso dispor de muitos
vértices uteis no tabuleiro. Numa hierarquia, as pegas com o maior numero de
vértices uteis devem valer mais. Na versao classica do Blokus, apos o alcance
do centro do tabuleiro, a manutengao das opgdes de jogada € um fator decisivo
para a vitoria. No Blokus duo, como se impde comegar no meio do tabuleiro, o

uso imediato dessas pecas é fundamental.

Feita a analise, segue-se a sintese. As figuras 45 e 46 trazem novamente
as pecas do Blokus, porém, desta vez com outros itens em destaque. A
numeragao nada tem a ver com o valor das pecas, servindo apenas para facilitar
a tarefa de referencia-las. Quadrados extras aparecem em cinza, agrupados ao
redor dos poliminés. Eles mostram as zonas proibidas, automaticamente
inacessiveis ao préprio participante. Ha destaque também para os vértices uteis,
cobertos por circulos brancos. Grosso modo, a quantidade de quadrados
cinzentos tem uma relacdo direta com a extensdo do contorno do poliminé. Em
principio, quanto maior for a area em relagao ao perimetro, mais valiosa devera
ser a pecga. No entanto, nem todas as pecas sdo convexas. Assim, deve haver
um desconto para cada angulo céncavo. O motivo da subtragdo pode ser
conferido nas proprias figuras. Por exemplo, a pega 14 tem perimetro = 12 L e
conta com 2 angulos cdncavos. Logo, ela possui 12 — 2 = 10 quadrados
adjacentes. A pega 21 também tem perimetro = 12 L mas traz 4 angulos

cbncavos. Neste caso s&o 12 — 4 = 8 quadrados adjacentes.

ok
v
- & & am a
= 2 55 L L |
&3 5 6 7 8 9

Figura 45 - Monomind, domind, triminds e tetraminés


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410913/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0410913/CA

72

f f & & 3 F &
5} an W »

10 11 12 13 14 15 16
e o e " St
] U R ] N
s TR0 EEQL TEg nage

17 18 19 20 21

Figura 46 — Pentaminés

Um primeiro calculo para o indice é sugerido pela razdo de ocupagdo R
das pegas no tabuleiro. Calcula-se o valor de R para cada pecga fazendo-se a
divisdo de quadrados utilizados (em azul) pelo nimero de quadrados perdidos
(em cinza). Em termos globais, desconsiderando os vértices uteis, dentre as
duas pecas do exemplo anterior, a 21 vale mais do que a 14. Ambas sao

pentaminds, ndo obstante a peca 21 tem uma “aura auto-bloqueante” menor.

R14=5/10 .. R14=0,50
R21=5/8 .. R21=0,63 R21>R14

A razdo de ocupacgao € um parametro util, mas nao leva em consideragao
o potencial de cada peca para suportar novas ramificagdes. Logo, a quantidade
de vértices uteis V também deve ser incluida no calculo. Sugere-se, entéo, que o
valor final de cada pega seja obtido pelo calculo de R x V. Dessa forma, pecas
com raz&o de ocupacdo equivalente podem ter valores finais diferenciados. E o

caso das pecas 7 e 8.

R7=4/8 - R7=0,50 R7x6=3
R8=4/8 -. R8=0,50 R7 = R8, mas... R8x4=2 17 >18

A tabela, a seguir, mostra os valores intermediarios e os resultados dos
célculos para obter o indice global. Isoladamente, a direita, as pegas sao
referenciadas em ordem descrescente de valores. A peca mais valiosa é a 21 e

a menos valiosa é a 1.
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Uma correcao faz-se necessaria. A peca 1 € essencial para atravessar
barreiras adversarias. Portanto, ndo faz sentido determinar seu valor
antecipadamente. Algo semelhante ocorre com a pega 2. Sabe-se ainda que, se
o monomind for posto por ultimo no tabuleiro e todas as outras pegas forem
colocadas antes, ganha-se o bdnus de 5 pontos, além dos 15 extras na

contagem final.

V(é,rtiges Quadrados Quadrados Razao cie
Peca Uteis Utilizados Perdidos Ocupagéao I=VxR Peca | Valor
(V) (R)
1 4 1 4 0,25 1,00 21 5,00
2 4 2 6 0,33 1,33 18 3,89
3 4 3 8 0,38 1,50 20 3,89
4 5 3 7 0,43 2,14 7 3,00
5 4 4 10 0,40 1,60 9 3,00
6 5 4 9 0,44 2,22 12 3,00
7 6 4 8 0,50 3,00 14 3,00
8 4 4 8 0,50 2,00 15 3,00
9 6 4 8 0,50 3,00 16 3,00
10 4 5 12 0,42 1,67 19 3,00
11 5 5 11 0,45 2,27 13 2,78
12 6 5 10 0,50 3,00 11 2,27
13 5 5 9 0,56 2,78 17 2,27
14 6 5 10 0,50 3,00 6 2,22
15 6 5 10 0,50 3,00 4 2,14
16 6 5 10 0,50 3,00 8 2,00
17 5 5 11 0,45 2,27 10 1,67
18 7 5 9 0,56 3,89 5 1,60
19 6 5 10 0,50 3,00 3 1,50
20 7 5 9 0,56 3,89 2 1,33
21 8 5 8 0,63 5,00 1 1,00

Valores e célculos intermediarios para se obter o indice global

3.4.4. Relato de uma situagao vivenciada com alunos de design

No curso de Design da PUC-Rio, criei uma dindmica de trabalho inusitada
em uma de minhas turmas de Fundamentos de Geometria. Na primeira aula do
segundo semestre letivo de 2007, com vistas a “quebrar o gelo”, convidei os
estudantes para uma partida conjunta de Blokus, uma atividade nao apenas
ludica, mas também vinculada ao pensamento geométrico. Meu principal objetivo
era ganhar a confianca dos alunos e fomentar uma imagem positiva da disciplina

deixando-os estimulados a participar das proximas aulas'.

10 Os trés participantes voluntarios foram alunos desta turma. Até entdo nenhum
deles me conhecia. Tenho a impressao de que aquela partida de Blokus foi um fator
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Aproveitei a malha quadriculada do quadro verde disponivel em sala de
aula para tracar o contorno de um tabuleiro de 20 x 20 quadrados, destinado a
quatro jogadores. Na regido esquerda do quadro, enumerei e desenhei um
conjunto de 21 poliminds na cor branca. A turma foi dividida em trés grandes
grupos e cada um atuou como um jogador (azul claro, amarelo e vermelho),
sendo eu o quarto participante (verde claro). Como estava de pé e muito proximo
ao quadro, fiquei responsavel por colocar todas as pecas no tabuleiro, tanto as
minhas quanto as dos outros jogadores''. Para que isto acontecesse, era
necessario que, em todas as rodadas, os integrantes de cada grupo entrassem
em um consenso para decidir qual peca seria jogada e de que maneira ela seria
orientada no tabuleiro. Caso ela sofresse alguma transformacao, eu precisava
saber se esta sofreria uma reflexao ou, entdo, uma rotacdo. Qual seria o eixo de
reflexao? Horizontal ou vertical? Quais seriam a amplitude e o sentido de
rotacdo? Horario ou anti-horario? Tratar-se-ia de uma transformacgao
combinada? Enquanto tais parametros nao fossem corretamente especificados,
a pega nao seria “colocada” por mim no tabuleiro. Toda comunicagao deveria ser
realizada por via oral e de modo claro, por representantes escolhidos por mim
aleatoriamente, dando-se a chance de todos participarem.

A medida que o jogo ia se desenvolvendo, os estudantes ficavam cada vez
mais entusiasmados. Quando descobriram que podiam bloquear e serem
bloqueados, compreendendo assim o real espirito do jogo, a disputa comegou de
fato. Quem, do lado de fora, observasse o que acontecia naquela sala,
dificilmente iria imaginar que ali estava sendo conduzida uma aula. Para decidir
quais pecas deveriam ser colocadas, quase todos falavam alto e
simultaneamente, pois nao parecia facil entrar em consenso. Entretanto, tal caos
aparente demonstrava que os alunos realmente estavam intessados pelo jogo e
queriam vencé-lo.

Tudo indicava que a diversdo estava sendo garantida, mas e quanto ao
aprendizado? Cada aluno era compelido a olhar para o tabuleiro no quadro,
analisar a situacao de jogo e pensar numa pega ideal. Uma vez escolhida uma
peca, ele ainda tinha que imaginar sua posi¢cao e orientacdo sem recorrer a
qualquer material concreto. As rotagdes e reflexdes eram produtos de operacdes

mentais. Depois, ainda precisava convencer os colegas de grupo que aquela

decisivo para motiva-los, deixando-os a vontade nos experimentos, mesmo cientes de
que seriam filmados.
11 Colocar as pecas significava desenha-las sobre o tabuleiro.
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seria a melhor opgcédo. Nao apenas a visualizacdo e o pensamento geométrico
estavam sendo postos em pratica, mas também a linguagem.

Grande parte dos alunos gesticulava tentando representar as pecgas e suas
transformagbes associadas. Quando eu perguntava aos representantes da vez
qual seria a peca escolhida e como ela deveria ser disposta no tabuleiro, poucos
informavam os eixos de reflexdo ou as amplitudes e sentidos de rotacdo de
modo correto. Aproveitei que havia alguns alunos de midia digital na sala e
sugeri uma analogia: se aquilo fosse um game, eu seria a parte do programa
responsavel pela interface. Somente os comandos com os parametros corretos

surtiriam efeito, apresentando a imagem da pega solicitada na tela do monitor.
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