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1
Introducao

Neste capitulo vamos abordar os principais conceitos que envolvem as
dinamicas no circulo e enunciar os principais resultados que serao usados em
sequiéncia. Comecaremos introduzindo algumas defini¢oes béasicas no estudo de

dinamica.

1.1
Nocoes basicas

O contexto em que estamos trabalhando é o de sistemas dinamicos
discretos. Dada uma aplicacao continua de um espaco topolégico X nele
mesmo, digamos f : X — X, e um ponto x € X, podemos nos perguntar
quem é a imagem do ponto f(z) € X. Analogamente, podemos nos perguntar
quem é a imagem de f(f(z)) € X, e assim sucessivamente. Este processo é
chamado de iteracao da funcao f no ponto x.

Ao iterarmos uma funcao, é usual atribuirmos a este processo a idéia
de tempo, como se cada iteracao de f correspondesse a passagem de uma
unidade de tempo. Sendo assim, temos um sistema em que o tempo evolui de
forma discreta. Estamos interessados em entender o comportamento “futuro”
do sistema, isto é, quando o tempo tende a infinito. Veremos logo a seguir um

exemplo de como isso funciona na pratica.
n vezes

Por simplicidade, denotaremos f"(z) = Ef ofof..o f} (). No caso

de f ser invertivel, podemos iterar x por f~! e denotaremos f~"(x) =

n vezes

(flofltof.. of‘l)‘ (z). Denotaremos f™ a n-ésima derivada de f, e

portanto o uso dos parénteses deve ser bem observado de modo a nao criar

confusoes.
Como exemplo de dinamica, vamos considerar as iteragoes da funcao
f:R" — Rt dada por f(z) = /x. Tomemos o ponto 2o = 0,5 e x; = 1,5.

Assim, teremos:
f(x0) = 0,707...; f*(wo) = 0,840... ; f3(z0) = 0,917...; f*(xo) = 0,957...

flzy) =1,224...; f*(x1) =1,106... ; f3(zy) =1,051...; f*(x;) =1,025...
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Figura 1.1: Tteragoes da funcao /z para um ponto a direita e a esquerda de
lem R

Um estudo mais cuidadoso nos mostra que lim f"(xg) = lim f"(x;) =
n—oo n—oo
1. Se escolhermos o ponto inicial = =0 teremos f"(z) =0 para todon € N.
Escolhendo = =1, teremos f™(z) =1 para todo n € N.

De forma geral, pode-se dizer que se 0 <z <1 ou z > 1 teremos uma
convergencia para 1. Esta breve analise feita aqui caracteriza o comportamento
de todos os pontos do dominio sob iteracoes da fungao f. Em geral, é isso
que entendemos como estudar a dinamica de uma funcao. Porém, estaremos
interessados nao apenas em convergéncias, mas também em diversas outras

propriedades topoldgicas que serao especificadas ao longo do nosso estudo.

Definicao 1.1 Dizemos que um ponto x € X é um ponto fixo de f: X — X
se f(xr) = x. Se x € X € um ponto fizo de f™ (isto é, se f"(x) = x)
para algum n € N, entao dizemos que x é um ponto periédico. Ao menor
valor natural de n satisfazendo esta propriedade chamamos periodo do ponto
x. Denotamos Fix(f) o conjunto de pontos fixos da funcao f e denotamos

Per(f) o conjunto de pontos periddicos de f.

Para difeomorfismos crescentes da reta, é de facil verificacao que nao
existem pontos peridédicos de periodo maior que 1 (pontos fixos). Para difeo-
morfismos decrescentes o maior periodo possivel é 2 (por exemplo f(z) = —z,
onde todos os pontos sao periédicos de periodo 2). No entanto essa patologia
nao acontece para as dinamicas no circulo, onde é possivel termos qualquer

tipo de periodicidade, mesmo para difeomorfismos.

Definicao 1.2 Dado f : X — X e 1z € X, a oOrbita positiva de x € o
congunto Ot (z) = {f"(x) | n € N}. Se f for invertivel, chamaremos de 6rbita

negativa o conjunto O~ (x) = {f ~"(x) | n € N}, e simplesmente 6rbita de x o
congunto O(x) = {f™(z) | n € Z}.

Em muitos casos O (z) é, por abuso de notacao, entendido nao como
um conjunto, e sim como uma seqiiéncia : O*(x) = {f"(z) }nen. Analogamente
para O~ (z) = {f"(z)}nen. No entanto, na grande maioria das vezes fica bem

claro qual das duas idéias estamos usando pelo contexto em que ela aparece.
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Definigao 1.3 Seja (X,d) um espago métrico. Dada uma aplicagio f: X —
X , dizemos que um ponto x € X converge no futuro para a € X com
respeito a fungao f se lim f"(x) = a. A convergéncia € dita exponencial
se eriste 0 < A < 1 tal 517600 d(f™(x),a) < XNd(f" Yx),a) para todon € N
(conseqiientemente teremos d(f™(x),a) < A" d(x,a) ). Dizemos que um ponto
x converge (exponencialmente) no passado para a € X se, com respeito a

aplicagao f~', x converge (exponencialmente) para a no futuro.

Aqui as expressoes “no futuro” e “no passado” reforcam a idéia de que as
iteragoes podem ser vistas como a passagem discreta do tempo. Essa analogia
é emprestada de outras disciplinas (fisica, biologia, meteorologia e etc), onde

os sistemas dinamicos modelam fenomenos que evoluem com o tempo.

Defini¢ao 1.4 O w-limite de um ponto © € X € o conjunto w(x) ={y €
X | fr(x) — y para alguma seqiiéncia crescente de naturais {n;}ien}. Isto
é, w(z) € o conjunto dos pontos de acumulagao da seqiéncia {f"(z)}nen. Se
f for invertivel, podemos definir a-limite de um ponto x como a(x) = {y €

X | f"(z) — y para alguma seqiéncia crescente de naturais {n;}ien}-

Esta definicao ja aponta as primeiras intencoes de estudarmos a topologia
das 6rbitas. Em seguida, queremos saber que “tipos” de w-limite (do ponto de

vista topolégico) uma determinada fungao pode ter.

Definicao 1.5 Dizemos que uma funcaio f : X — X ¢ topologicamente

s

transitiva se existe © € X com OF(x) = X (Isto €, existe um ponto cuja
orbita € densa em X). Se para todo x € X tivermos Ot (zx) = X, entdo dizemos

que f € minimal.

Se os espago X nao possui pontos isolados, entao podemos concluir que
a definicao de transitividade topoldgica é equivalente a existéncia de um ponto
cujo w — limite é todo o contradominio. Com os resultados apresentados nas
proximas se¢oes veremos que o w —limite de uma transformagao do circulo ou
admite uma estrutura muito simples (uma érbita periddica ou o circulo todo)
ou uma estrutura bastante rica (veja proposicao 1.23 e a defini¢ao 1.22 sobre
conjunto de Cantor).

Veremos na proxima secao os principais conceitos envolvidos quando a

dinamica ocorre no circulo.
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1.2
O circulo

Nos referimos ao circulo unitdrio como o conjunto S!' = {(z,y) €
R?| 2% 4+ y* = 1}. No entanto, é conveniente ao nosso estudo trabalharmos

com outra representacao de S1 dada por:
S'=R/Z (os Reais modulo 1)

Uma maneira bastante pratica de trabalharmos com este conjunto é
penséa-lo como sendo o intervalo [0, 1], mas com os pontos 0 e 1 identificados.
Isso nos leva a uma representacao bem simples para o grafico de fungoes de
St — St

Graficamente, as funcoes de S' em S! sdo representadas em um qua-
drado de lado 1 (R/Z x R/Z), onde identificamos, em cada coordenada, os
valores 0 e 1 (isto é, eles representam o mesmo ponto). Portanto, para que te-
nhamos continuidade, o grafico da fungao deve intersectar o eixo vertical x = 0
na mesma coordenada horizontal na qual intersecta o eixo vertical x = 1, e
intersectar o eixo horizontal y = 0 na mesma coordenada vertical na qual
intersecta o eixo vertical y = 1. Veja alguns exemplos na figura 1.2. Nestes
exemplos as linhas sélidas sao os graficos das fungoes e as tracejadas sao linhas

auxiliares que indicam a continuidade nos pontos.

Figura 1.2: Exemplos de fungoes continuas do circulo

Um dos fatores que torna interessante trabalhar com dinamicas no
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circulo é a possibilidade de introduzir de forma simples e intuitiva diversos
conceitos de dinamica que aparecem em contextos bem mais complicados (tais
como minimalidade, transitividade, hiperbolicidade, estabilidade etc). Neste
trabalho estaremos focados em caracterizar a dinamica dos difeomorfismos
estdveis de S! (num certo sentido de estabilidade que veremos mais adiante
no texto).

Queremos atribuir a S! uma estrutura de espaco métrico. Para isso,
temos que definir uma distancia em S'. Definimos dy : [0,1] x [0,1] — R*
dada por:

do(z,y) = min{[z —y + 1], [y —z + 1]}

Onde [a] significa a parte fraciondria de a (por exemplo [1,123] =
0,123). Considerando S' como o intervalo [0,1], com os pontos 0 e 1
identificados, a funcao dy induz uma aplicagao d : S'x S' — R™. Esta aplicacao
estd bem definida ja que do(0,y) = do(1,y) e do(z,0) = do(z,1) para todo
z,y € [0,1].

E de f4cil verificacao que, para todo x,y € S*, a aplicacao d obedece as

seguintes propriedades:

1. d(z,y) > 0, valendo a igualdade d(z,y) =0 se, e somente se, z = y.

2. d(z,y) = d(y, 7).
3. d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) paratodo z € S

Esta tltima desigualdade segue dos seguintes fatos: [a + 1] = [a + 2]
e [a+ b < [a] + [b]. Um conjunto X quando munido de uma aplicac¢do
d: X x X — R* satisfazemdo as 3 propriedades acima ¢é chamado espaco
métrico, e a aplicacao d é chamada métrica. Assim, S* com a métrica d definida
acima é um espago métrico.

Se pensarmos em S! como o conjunto C' = {(z,y) € R?*|2? + y* = r?}
de circunferéncia 1 (isto é, 2mr = 1) , resgatamos a intuigdo geométrica e

teremos que d representa o comprimento do menor arco que liga dois pontos.

Definigao 1.6 Um conjunto I C S! serd chamada de intervalo do circulo se

I for um conjunto conexo de S*'. Este intervalo serd dito préprio se I # S*.

Pela identificagao que fizemos de S com o intervalo [0, 1] (com os pontos
0 e 1 identificados), ¢é facil perceber que os tinicos intervalos de S* sao da
forma: [a, b], (a,b), [a,b) ou (a,b] se nao contém o zero, e [0,a]U[b,1],[0,a)U
(b,1],[0,a] U (b,1] ou [0,a] U [b,1] se contém o zero, onde 0 < a < b < 1.
Para simplificar a notacao, se b > a representaremos estes ultimos casos

respectivamente como: [b,al, (b,a),[b,a) ou (b,al.
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Chamamos comprimento de um intervalo (a,b) (analogamente para
la,b),(a,b] ou [a,b]) o nimero dado por b —a (se b > a) ou 1 — (a — b)
(se @ > b). Se A é uma unido disjunta (finita ou nao) de intervalos de S,
chamamos de medida de A a soma de todos os comprimentos dos intervalos
que constituem A. Pode-se verificar facilmente que se B é uma uniao disjunta
de intervalos tal que B C A, entao a medida de B é menor ou igual a medida de
A. Assim, a medida de um conjunto do circulo ndo pode exceder o valor 1 (que
é a medida de S'). Podemos ainda definir a medida de A° (o complementar
de A) como sendo 1 menos a medida de A, que serd um valor ndo negativo
menor que 1. Vale observar ainda que o conceito de medida pode ser estendido
para conjuntos que nao sao unioes disjuntas de intervalos nem complementares
destes conjuntos, mas nao trataremos desse assunto neste texto. Para maiores
detalhes a respeito de teoria de medidas veja a referéncia (5).

O resultado a seguir vale em contextos mais gerais (aplicagoes em espagos
métricos localmente compactos e separaveis) com apenas pequenos ajustes na
demonstracao. Porém consideraremos o dominio como sendo S*', o que torna

a demonstracao mais acessivel.

Proposicao 1.7 f : St — S! ¢ topologicamente transitiva se, e somente

se, para todo par de abertos nao vazios U,V C S!' emistir k € N tal que

fRUYNV £ 0.

Prova. Primeiramente vamos supor f transitiva. Sendo assim, existe um ponto
r € S' com érbita densa. Dados dois abertos nao vazios U,V C S, pela
densidade da drbita de = existem n,m € N com f"(z) € Ue f™(x) € V.
Podemos supor m > n, pois em cada aberto existe uma infinidade de pontos
da érbita de x. Logo, temos que f™ ™(U)NV # 0.

Reciprocamente, vamos admitir que todo par de abertos nao vazios
UV C S! satisfaz a condicao do enunciado. Vamos considerar a seguinte
cobertura de S': B= {(z —y,z +y) C S! | z,y € Q}. Uma vez que esta
cobertura é enumerével, podemos escrevé-la como B= {Bj, By, Bs, ...}.

A seguir, serd usada a notagao f~"(A) significando a n-ésima pré-imagem
do conjunto A (f nao é necessariamente invertivel). Se A for aberto, temos que
f"(A) serd aberto (pela continuidade de f). Além disso, é bom lembrar que
fTYHANB) = f7YA) N f~4(B). Daf segue que se f"(A)N B # () entao
AN f™(B) #0.

Pela hipétese, sendo B, e B, dois abertos de S, existe n; € N tal que
f™(By) N By # 0. Defina Uy = By N f~™(Bsy), que é um aberto nio vazio.
Tomemos um aberto V; C U; satisfazendo Vi C Uj.

Sendo V) e Bz dois abertos de S!, existe (pela hipétese) ny, € N tal
que f"2(Vy) N By # (0. Defina Uy = Vi N f7"2(Bj), que é um aberto nao vazio
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e U, C V4. Tomemos um aberto Vi, C U, satisfazendo V, C Us,. Observe que
Vi C V4.

Novamente, para os abertos V5 e By, existe ng € N tal que f™3(V5) N
By # 0. Defina Us = Vo N f~™(By), que é um aberto nao vazio e Us C V5.
Tomemos um aberto Vi C Us satisfazendo Vi C Us. Observe que Vi C Va.

Seguimos o mesmo raciocinio repetidas vezes obtendo uma seqiiéncia de
compactos nao vazios: Vi DV, D> Vs D....Entao o conjunto M = n;’iOVi
é um compacto nao vazio. Basta agora verificar que um ponto x € M tem
orbita densa. Por construcao, a érbita de tal x intersecta todos os B;’s, que
constituem uma base de abertos de S'. Em particular, dado qualquer aberto
A C S', existe j € Ntal que B; C A. Portanto O (z)NA D O (z)NB; # 0.

Corolério 1.8 Se f : S! — S! ¢ topologicamente transitiva e invertivel,

entdo f~1 € topologicamente transitiva.

Prova. Dados U,V € S' temos que mostrar que existe um n € N com
f~™(U)NV # (. Mas considerando V, U e a transitividade de f, existe n € N
com f™(V)NU #( e consequentemente V N f~(U) # 0.

Assim, a definicdo de transitividade pode ser tomada com O(z) no
lugar de OT(z) quando estamos falando de aplicagoes invertiveis, sem perdas

conceituais.

Definicao 1.9 Dada uma aplicacao do circulo f, um conjunto A C S é dito

invariante por f se f(A) = A.

Exemplos simples de dinamicas no circulo sao as rotagoes. Uma rotacao
é uma aplicagao R, : S' — S! dada por R,(r) = z + «a (modl). Assim, a
n-ésima iteracdo de uma rotagao serd a aplicagdo Rl (z) = x + n.a (modl).
Se «a é racional (digamos o = p/q) entao R%(x) = z, e portanto todo ponto
de S serd um ponto periédico. Algo mais interessante ocorre quando temos o

irracional.

Proposigao 1.10 Dado o € R\Q, O (z) = {R"(x) | n € N} € denso em S*

para todo x € S'. Em outras palavras, rotacoes irracionais sao minimais.

Prova. Primeiramente observe que uma rotagao irracional nao pode ter pontos
periddicos, pois do contrario terfamos: R}(z) = x + n.a(mod1) = z. Logo
n.a = 0(mod1) e portanto « € Q.

Por contradigao, vamos supor que O () nio é denso em S'!. Sendo assim

o conjunto K = S"\OT(z) é um aberto nao vazio. Observe que Ot(x) é um

conjunto invariante por R, (e portanto por R;!). Segue entao que R, (K) = K.
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Vamos escolher uma componente conexa I de K € S!. Isto é, I C K ¢
um aberto (relativo a K') e conexo que nao pode estar contido propriamente
em nenhum outro aberto conexo de K. Podemos afirmar que R*(I)NI =10

para todon € N, pois do contrario teriamos duas possibilidades:

1. Existe n € N talque R!(I)=1I.Colocando I = (a,b), temos R([) =
(a+n.c(mod1), b+ n.a(mod1)) = (a,b). Logo a = a+ n.a(mod1l), e

portanto a é periédico. Absurdo.

2. Existe n € N tal que RI(I)# 1 e RI(I)NI # (. Portanto R2(I)UI

é um aberto conexo de K que contém propriamente I. Absurdo.

Se R™(I)NR(I) # 0, digamos com m > n, entao teremos R™ "(I) N
I # (. Segue entao que R™(I)N R(I) =0 para todo m,n € N.

Rotagoes nao alteram o comprimento da componente conexa. Sendo as
iteragoes R?(I) mutuamente disjuntas, chegamos a um absurdo, ji que a
soma dos comprimentos destes conjuntos disjuntos excede (tende a infinito)
o comprimento de S*, que é igual a 1 (veja os comentdrios a respeito de me-

didas e comprimentos de conjuntos do circulo que antecedem a proposicao 1.7).

Para entendermos melhor a dinamica do circulo, um artificio muito
comum ¢ usarmos uma fungao correspondente a aplicacao do circulo, porém
definida em R. Intuitivamente, essa funcao é a representacao de f em cada
intervalo de R, colocada de forma continua, tal como esbogado na figura 1.4.

Rigorosamente, temos a seguinte defini¢ao.

Definicao 1.11 Dada uma aplicacio continua f : S' — S, um levantamento
de f ¢ uma funcao continua F' : R — R satisfazendo mwo F = f omw, onde

m:R — S € a projecio de R em S dada por w(x) = x (modl).

Proposicao 1.12 Principais propriedades do levantamento:

1. Dados dois levantamentos Fy e Fy de uma aplicacao continua f, existe
k€ Z tal que (Fy — Fy)(z) =k para todo = € R.

2. Se F' € um levantamento da aplicagao continua f, entdo existe d € N tal
que F(x+1) = F(z)+d para todo x € R. O nimero d é chamado grau
de f e denotado por deg f.

3. Se F' e G sao levantamentos de f e g respectivamente , entio F oG €
um levantamento de fog. Consequentemente F™ é um levantamento de

f™ para todo n € N.
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A
2
1
]
1 0 1 2
-1
0 1
Figura 1.3: f:S' — S'. Figura 1.4: Possiveis levantamentos para f.

4. deg(fog) = (deg f).(deg g). Consequentemente deg f™ = (deg f)".

5. Se f € invertivel entdo deg f~' = deg f = *1.

Prova.

l.moF, = fom = moF, . Logo mo F| —moF, = 0 e portanto
(Fy — F»)(z) € Z para todo = € S*. Como (Fy — Fy) é continua, a
imagem de R (que é conexo) possui apenas uma componente conexa, e
portanto (F; — Fy)(z) = k € Z para todo z € S*.

2. toF(x+1)—moF(x) = fom(z+1)— for(x) = form(x)— form(x) =0.
Logo a imagem de F(x + 1) — F(x) pertence a Z. Pelos mesmos
argumentos do ftem 1, temos que F(x + 1) — F(x) = d € Z. Este valor
nao depende do levantamento escolhido, pois Fi(x+1)—Fy(x+1) =k e
Fy(z)—Fy(z) = k. Portanto (Fy(z+1)—Fi(z))— (Fa(x+1)—Fy(z)) = 0.

3. moFoG=foroG=fogon.

4. Primeiramente vamos provar que F(x +n) = F(z) +n.(deg f) . De fato,
isso vale para n = 1. Vamos supor que vale para m, entao: F(x+m—+1) =
F(x+m)+(deg f) = F(z)+m.(deg )+ (deg ) = F(x)+ (m+1)d. Por
inducao, vale para todo n € N. Segue que (FoG)(z+1) = F(G(z+1)) =
F(G(z)+(degg)) = (FoG)(x)+(deg g).(deg f). Pelo item anterior FoG
é um levantamento de f o g, e portanto o resultado segue da definicao de

grau.
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5. Considere a funcao identidade Id : S — S' (Id(z) = z). Claramente
temos degld = 1. Pelo item 3 segue que 1 = degld = deg(f~' o f) =

(deg f~1).(deg f), e portanto deg f~' = (deg f) = +1.

Definicao 1.13 Uma aplicagao do circulo f é dita derivdvel no ponto a se
algum (e portanto todo) levantamento F de f € derivdvel em algum ponto (e
portanto todos) do conjunto w'(a). Definimos a derivada de f no ponto a
como f'(a) = F'(b), onde 7(b) = a. Observe que f' estd bem definida, pois
F € uma funcao periodica, e portanto tal defini¢ao independe da escolha de b
satisfazendo 7(b) = a. Além disso a escolha do levantamento nao interfere no
resultado, jd que todo levantamento difere por uma constante. Se f possui
derivada em todos os pontos do circulo, dizemos que f € uma aplicacdo
diferencidavel. Se F' € uma funcao de classe C'" da reta, entdo dizemos que

f € uma aplicacao de classe C" do circulo.

Definigao 1.14 Um homeomorfismo do circulo é uma bijecio (de S* em
St) continua e com inversa continua. Um homeomorfismo diferencidvel com

wversa diferencidvel € denominado difeomorfismo.

O grau de uma fungdo continua nos diz quantas “voltas liquidas” a
imagem desta funcao da ao redor do circulo. Sendo assim, no caso de termos
um homeomorfismo f, teremos degf = £1 (por ser invertivel). Da proposi¢ao
anterior, segue que para toda funcao continua de grau 1, sendo F um

levantamento de f, vale:
1. Flz+1) = F(x) + 1.
2. F'"(z+1) = F™(x) + 1 para todo n € N (por indugao sobre o item 1).

3. Para todo n € N a funcao F"(x) —z ¢é periddica de periodo 1 (o que

se verifica facilmente diminuindo (z + 1) na igualdade do item 2).

1 — S' preserva

Definicao 1.15 Dizemos que um homeomorfismo f : S
orientacao se os levantamentos de f sao funcgoes nao decrescentes. No caso

de serem nao crescentes, dizemos que o homeomorfismo inverte orientacao.

Estes nomes sugerem como a imagem da funcao se comporta ao percor-
rermos o circulo. Para fungoes que preservam orientacao é facil percebermos
que a imagem é percorrida no mesmo sentido (horario ou anti-horéario) em que

percorremos o dominio (o que justifica o nome dado).
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f f
R R
f(0) f(0)

Figura 1.5: f preserva orientacao Figura 1.6: f inverte orientacao

Definicao 1.16 Denotamos o conjunto de difeomorfismos de classe C" de S*
por Diff"(S1'). Usamos Diff(S') para denotar o subconjunto de Diff"(S')

que preserva orientacao e Diff’ (S') para o que inverte orientagdio.

Observe que todo intervalo da reta da forma (a — 2, a] possui exatamente
dois inteiros. Se f ¢ um homeomorfismo que inverte orientagao e F' um
levantamento de f, entao a fungao F'(z)—x é uma fungao nao crescente que leva
o intervalo [0,1) em (F(1)—1, F(0)] = [F(0)—2, F'(0)). Logo, F(x)—x possui
exatamente dois pontos no intervalo [0,1) cujas imagens sao valores inteiros, e
consequentemente f possui exatamente dois pontos fixos. Além disso, se a < b
entdo F(b) < F(a) e portanto F(F(a)) < F(F(b)). Assim, F?> é uma fungao
nao decrescente e f? preserva orientacao.

A principal motivacao para a definicao de levantamento é o conceito
de nimero de rotagao. Este conceito é extremamente importante no estudo
de dinamica do circulo e, como veremos, diz muito a respeito da dinamica
da aplicagao estudada. Serao omitidas as demonstracoes das proposicoes a
respeito do nimero de rotagao, que podem ser encontradas em (2) ou (3).
Definigao 1.17 Dado um ponto z € S e f um homeomorfismo que preserva
orientacao, chamamos o niumero lim m

n—oo n
rotacdo do ponto x com relagio a F' e denotamos por p(F, x).

, caso exista, de numero de

A idéia por tras desta definicao é comparar a trajetéria que um ponto
sofre ao percorrer sua orbita com a trajetoria dada por uma rotacao. Isto é,
queremos saber qual a rotagao média que estd sendo atribuida ao iterarmos
a fungao no ponto x. A proposicao a seguir nos permite redefinir o conceito
de nimero de rotacao de forma a tornd-lo intrinseco a aplicacao f (isto é,
independente da escolha do levantamento F' e do ponto z).

1

Proposigao 1.18 Dado um homeomorfismo f : S* — S' que preserva

orientacao, vale:

1O limite lim ) =7

n—o0 n

existe para todo x € S*'.

2. Este limite independe do valor x, e portanto podemos denotar apenas
A(F).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0610736/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0610736/CA

Estabilidade e Densidade dos Difeomorfismos Morse-Smale do Circulo 19

3. Se Fy e I, sao dois levantamentos de f, entio p(Fy) — p(Fs) = k para
algum k € 7. Sendo assim, definimos p(f) = p(F)(modl), que independe

da escolha do levantamento F', e é chamado ntimero de rotacao de f.

4. p(f) depende continuamente de f.

Pela definicao, é facil perceber que o nimero de rotacao de uma rotacao
R, nada mais é que o valor a. Em geral, o nimero de rotacao de um
homeomorfismo tem uma relacao muito forte com o comportamento das
orbitas. Ele diz, entre outras coisas, sobre a existéncia de pontos periédicos

e seus periodos.

Proposicao 1.19 p(f) =0 se, e somente se, f possui algum ponto fixo.

Proposicao 1.20 p(f) € Q se, e somente se, f possui algum ponto
periddico. Além disso, todo ponto de S' converge assintoticamente (tanto no
passado quanto no futuro) para a orbita de algum ponto periddico de f. Se
p(f) =p/q com p,q € N e p/q irredutivel, entao todo ponto periddico de

f possui o mesmo periodo, e este vale q.

Apesar do numero de rotacao estar definido somente para homeomorfis-
mos que preservam orientacao, se tivermos um homeomorfismo f que inverte
orientacdo podemos aplicar esta tltima proposigao a f? (lembrando que f? é
um homeomorfismo que preserva orientacao e possui pontos fixos) e concluimos
que os pontos periédicos de f tem periodo no maximo 2.

Assim, a dinamica dos homeomorfismos do circulo com nimero de
rotagao racional é bem simples. O w-limite de qualquer ponto serd uma
orbita de um ponto periédico. Para homeomorfismos com niimero de rotagao
irracional a dinamica se torna bem mais complicada, e o w-limite pode assumir

caracteristicas bem mais interessantes.

Definigao 1.21 Dizemos que um ponto x € St de f:S! — S' € recorrente

se, para toda vizinhanca V de x, existe n € N tal que f™(z) € V.

E féacil perceber que todo ponto peridédico é recorrente. O interessante,
e nao tao intuitivo, é que a existéncia de pontos recorrentes também é uma

caracteristica inerente as aplicagoes com numero de rotacao irracional.

Definicao 1.22 Dizemos que um conjunto K C S' € um conjunto de Cantor

se satisfaz:

1. K € compacto.
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2. K nao possut pontos isolados.

3. K tem interior vazio.

Proposicao 1.23 Dado um homeomorfismo f : S' — S que preserva
orientagdo, se p(f) € R\Q, vale:

1. w(z) = w(y) para todo z,y € S'. E portanto podemos definir w(f) =

w(z).
2. w(f) € minimal.

3. w(f) é S ou é um conjunto de Cantor.

Corolario 1.24 Se f étal que p(f) € R\Q , entdo f possui ponto recorrente.

Prova. Segundo a proposigao 1.23 acima, todo ponto em w(f) é acumulado
pela érbita de qualquer ponto. Assim, escolhendo = € w(f) temos em parti-

cular que x é acumulado por sua prépria orbita.

Sejam f e g duas aplicacoes continuas tais que existem levantamentos
F e @, respectivamente de f e g, e um intervalo I C S! satisfazendo
|F(w) — G(w)| < 1/2 para todo w € 7~!(I). Dado um ponto z € I, faremos
as seguintes convengoes:

Seja xy € 7 (z). Diremos que f(x) — g(x) > 0 se F(zy) — G(xg) > 0.
O mesmo valendo para <, <,= ou >. Assim, na maioria das demonstragoes
trabalharemos com as aplicagoes, e nao com seus levantamentos, evitando
sobrecaregar as notacoes. As aplicagoes f e g podem ser a identidade, uma
funcao constante ou qualquer outra aplicacao continua do circulo, desde que
estejam suficientemente préximas. Assim, faz sentido falar em f(z) —a >
0,a—b < 0,z —al] < b, f(a) > b etc. Usualmente falaremos sobre
pequenas perturbacoes de um difeomorfismo em um intervalo pequeno de S*
(definiremos mais adiante formalmente o que isso significa). Podemos pensar
em f sendo localmente seu levantamento, e esta notacao se tornara muito
iitil, evitando ter que falar toda hora da funcao 7 , 7!, tomar levantamentos
apropriados etc. No que se segue, sempre que falarmos em difeomorfismos do

circulo assumiremos sem mencionar que o difeomorfismo é de classe C'!.
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