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Estabilidade dos Difeomorfismos Morse-Smale

No 1ltimo capitulo foi apresentado o nosso objeto de estudo (os difeo-
morfismos Morse-Smale) e a propriedade que estamos interessados em observar
(Estabilidade Estrutural). Neste capitulo comegaremos a demonstrar que es-
tes dois estao fortemente relacionados. Provaremos que todo difeomorfismo
Morse-Smale é estruturalmente estavel. No capitulo 4 serd demonstrado que
todo difeomorfismo C'-estruturalmente estdvel de S! é Morse-Smale.

As duas proximas proposicoes dizem respeito a robustez dos pontos fixos
hiperbdlicos. Dizemos que uma propriedade de um sistema é robusta quando

ela se mantém apods qualquer perturbacao suficientemente pequena do sistema.

Proposicao 3.1 Seja f : R — R wum difeomorfismo com um ponto fixo
hiperbolico p. Entao existe € > 0 e uma vizinhanga U de p tais que se g
é um difeomorfismo C'-e-prézimo de f, entdo g possui um tnico ponto fiwo

(hiperbalico) p, em U.

Prova. Vamos supor que f’(p) > 1. Pela continuidade de f’, existe U =
(a,b) > p satisfazendo:
1. f'(z) > 1 para todo z € (a,b).
2. fla)—a<0 e f(b)—0b>0.
Seja € > 0 suficientemente pequeno para, dado g C'-e-préxima de f,

termos g'(z) > 1 para todo x € (a,b). Assuma ainda que € < min{|f(a) —
al,|f(b) — b}, de forma a termos:

g(a) —a = (g(a) = f(a)) + (f(a) —a) <0

g9(b) = b= (g(b) = f(b)) + (f(b) —=b) >0
Pelo Teorema do Valor Intermediario (aplicado a fungao h(x) = g(z) —x)
existe ¢ € (a,b) tal que h(c) =0 (isto é, g(c) = ¢). Este ¢ é o tinico ponto

fixo em (a,b) pois se g(d) = d com ¢ # d € (a,b) terfamos, em decorréncia do

Teorema do Valor Médio, ¢'(k) = 1 para algum k entre ¢ e d. Absurdo.
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Para f’(p) < 1 a demonstracao segue de forma andloga.

Agora vamos focar nossa atencao nos Morse-Smale que preservam ori-
entacao e possuem pontos fixos. Provaremos a estabilidade para este caso es-
pecifico e estenderemos mais adiante para o caso de Morse-Smale com pontos

periddicos de periodo arbitrario e o caso de inversao de orientagao.

Proposigao 3.2 Seja f um difeomorfismo Morse-Smale de S' que preserva
orientacdao e com pontos fixos. Existe € > 0 tal que se g é C'- e-prézima de
f, entao g € um difeomorfismo Morse-Smale com o mesmo nimero de pontos
fizos que f. Além disso, a cada par de pontos fixos consecutivos p; e p;y1 de F
corresponde um par de pontos fizos consecutivos q; e ¢+, de G tal que o sinal
de (F(x)—x) em (pi,pir1) € igual ao sinal de (G(x) —x) em (qi, ¢iv1)

(onde F' e G sdo os levantamentos de f e g que possuem pontos fizos).

Prova. Seja k o nimero de pontos fixos de f. Considere o levantamento F' de f
tal que {p1, pa, ..., px} s@o pontos fixos consecutivos de F' em ordem crescente.
Entao existem U; = (a;, b;) 2 p;, i = 1,2, ..., k (tomemos todos disjuntos, o que
é possivel pela arbitrariedade do tamanho de cada intervalo na demonstracao
da proposigao 3.1) e ¢ > 0, ¢ = 1,2,....k tais que : Se g é C'-¢’-préxima
de f com € = min{ey, €a, ..., €}, entdo existe um levantamento G de g que é
Cl-€-préximo de F, e G possui um tinico ponto fixo ¢; em cada Uj;.

Como f(x) —z # 0 no compacto S\ |JY_, U;, podemos entéo escolher
¢’ pequeno suficiente para termos g(x) —x # 0 em ST\ Ule U; para qualquer
perturbagao g €’-préxima de f. Tomemos ¢ = min{€¢, ¢’} de forma que se g
é Cl-e-préxima de f entdao os tinicos pontos fixos de g sdo os ¢; 's descritos
acima.

Como todo ponto fixo de F' é da forma p; +n, 7 = 1,..k en € N,
segue que todo ponto fixo de G é da forma ¢; + n, e portanto g tem k pontos
fixos. Se F''(p;) > 1, entdo o sinal de F'(z) —z em (p;, piy1) ¢ positivo numa
vizinhanga a direita de p; e portanto positivo entre p; e p; 11, j& que nao existe
nenhum ponto fixo neste intervalo. Como ¢; € U;, temos G '(¢;) > 1 . Segue
que G(z) — x em (¢;, ¢;+1) tem também sinal positivo. Se F'/(p;) < 1 temos,
por motivos anédlogos, que F'(x) —z em (p;, piv1) e G(x)—z em (g;, ¢i41) tém
ambos sinal negativo. Pela periodicidade da funcao F(z)—x e G(z)— x, aos
intervalos da forma (p; + n,p;41 + n), n € N, correspondem os intervalos da
forma (¢; + n,gi+1 +n) onde respectivamente F(z) —z e G(x) — x possuem

0 mesmo sinal.

Observe que os pontos fixos dos difeormorfismos Morse-Smale parti-

cionam o ciculo em intervalos invariantes por f. Para construirmos uma
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conjugacao entre dois difeomorfismos Morse-Smale suficientemente préximos
(na topologia C'!), é conveniente primeiro construirmos conjugacoes para as
funcoes restritas a estes intervalos invariantes, conforme detalhado nas pro-

posicoes 3.3 e 3.4 a seguir.

Proposicao 3.3 Sejam f : [a,b] — [a,b] e g : [¢,d] — [c,d] homeomorfismos
tais que f(x) > x para x € (a,b) e g(x) >z para x € (¢,d). Entao f e g sao

topologicamente conjugados.

Prova. Tome a € (a,b) e f € (c,d) arbitrariamente. Por hipdtese temos
f(z) > xz, e portanto f"(z) é crescente com relacao a n € Z. Além disso,
essa condicao nos garante que a e b sao os unicos pontos fixos, ja que f e g
sao bijegoes. Como o contradominio é compacto, f™(x) se acumula a esquerda
de algum ponto para n — o0, e a direita em outro ponto para n — —oo.
Por continuidade de f, estes pontos tém que ser pontos fixos, e portanto sao
respectivamente a e b. De forma analoga, o mesmo vale para a fungao g, sendo
que a o6rbita de qualquer ponto converge para ¢ no passado e para d no futuro.

Sendo assim podemos representar (a, b) e (¢,d) como unido de intervalos

disjuntos:

U@, ff @) =@b) e [J1g"0B), ¢"0B)) = (cd)

ne’ nez

A imagem de cada intervalo é um intervalo adjacente, e portanto para
todo x € (a,b) temos que a érbita de x por f passa uma tunica vez em
cada intervalo desta unido disjunta. Isto é, dado = € (a,b) existe um tnico
n € Z tal que f"(z) € [a, f(a)). Por motivos idénticos, o mesmo vale para
y € (¢,d), emrelacao a g e [3, f(3)). Conjuntos que satisfazem eta propriedade
sao chamados de dominio fundamental. Assim, [a, f(«)) e [B, f(B)) s@o os
dominios fundamentais de f e ¢ respectivamente.

Seja H um homeomorfismo entre os intervalos [a, f ()] e [B, g(5)],
com H(«) = 3. Definimos entao h : [a,b] — [c,d] como: h(x) =g "oHo f"(x)
para f"(x) € [a, f(a)) , h(a) = ¢ e h(b) = d (de forma a termos
continuidade em @ e b) . Claramente, h é continua em [f"(a) , f™*(a)) para
todo n € Z. Queremos mostrar que h é continua em todo [a, b], e portanto basta
verificar que h é continua na fronteira de cada intervalo desta uniao disjunta.

Considere as seqiiéncias  {z,} — fF(a)y e {y.} — f¥(a)_. Assim,

temos:

lim A(x,) = lim g*oHo f *(z,) =

n—oo n—oQ

g"oH(a)=
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9"(8) =
9" (9(B)) =
lim g o H o fH(y,) =
215, lge)

A fungao h é uma bijegao continua entre os compactos [a,b] e [c, d], logo
¢ um homeomorfismo.

Queremos verificar ainda que h conjuga f a g. De fato, dado = com
frx)€ela, fla)) temos:

ho f(x) =g """ o H o f*(f(z)) =

go(g™o H of¥)(z)=goh(x)
Se tivermos f : [a,b] — [a,b] e ¢ : [¢,d] — [¢,d] homeomorfismos com

f(z) <z e gly) <y, entio f L e gt
proposicao anterior nos dd que f~! e ¢~! sdao conjugadas e conseqiientemente

sao taisque gt (y) >y e fH(z) >x. A

f e g também o sdo. Assim, a proposicao vale tanto para funcoes que estao

acima da identidade como para as que estao abaixo.

Proposicao 3.4 Difeomorfismos Morse-Smale em Diﬁi(Sl) com numero de

rotagao zero (isto é, com pontos fixos) sao C'-estruturalmente estdveis.

Prova. Seja f um difeomorfismo de S! que preserva orientacao. Seja
{p1, .-, Pks PE+1} um conjunto de pontos fixos consecutivos de F' (levantamento
de f) com pgy1 = 1+ p;. Chamemos I; = [p;, pir1] para cada i = 1,.., k. Pela
proposicao 3.2, existe € > 0 tal que, se g é uma funcao Cl-e-préxima de f,
entao existe um levantamento G de g que possui k pontos fixos consecutivos
{q1, -+, @y qr+1}  com qry1 = 1+ i satisfazendo (em conseqiiéncia da pro-
posicao 3.3 ): Se L; = [¢;, ¢i+1], entdao F restrita a I; é conjugada a G restrita
a L; paracadai=1,... k.

Chamemos h; a conjugacao referente ao intervalo ;. Definimos entao H :
D1, k1] — (@1, @e1] como H(x) = h;(z) se x € I;. Nao existe ambiguidade
nesta definigdo, pois se x estiver em mais de um intervalo (digamos I; e ;1)
entdo = é da forma p; e teremos h;(p;) = ¢; = hi11(p;) pela forma como foram
construidas as conjugagoes (ver demonstracao da proposigao 3.3). Isso mostra
também que H é continua em sua fronteira. Claramente, H é uma bijecao e
sua inversa, dada por H~'(y) = h;'(y) paray € L;, é continua por argumento
analogo ao feito para H.

Por construgao, H é um homeomorfismo que conjuga F' restrita a

[p1,pri1] a G restrita a [q1, qry1]. Seja h @ ST — S definida por h(n(z)) =
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7o H(x). Assim, temos:
ho f(m(x)) =homo F(x) =

mnoHoF(zr)=moGoH(x)=

gomo H(x)=goh(m(x))

Coroldrio 3.5 Se f ¢ um difeomorfismo Morse-Smale em Diff\ (S') com
t pontos pericdicos de periodo n, e g ¢é um difeomorfismo suficientemente
proxvimo de f (na métrica C''), entao g possuit pontos periddicos de periodo

n.

Prova. Observe que f" é uma fungao Morse-Smale com pontos fixos. Dado
€ > 0 suficientemente pequeno para que toda funcao C''-e-préxima de " seja
conjugada a f", tomemos € pequeno suficiente para que, dado uma fungao
g Cl-¢’-préxima a f termos ¢g" C'l-e-préxima de f™ (essa escolha é possivel
devido as continuidades de f, g e suas derivadas). Portanto f" e g™ serao
conjugadas. Podemos entao afirmar que f e g possuem o mesmo numero de
pontos periddicos e que p(g™) = 0. Pela proposi¢ao 2.12, se escolhermos €
suficientemente pequeno teremos também que p(f) = p(g). Concluimos entao

que o periodo dos pontos periddicos de f e g é o mesmo.

Observacao: A relevancia deste corolario reside no fato de que se f" e

n

g™ sao conjugados, nao podemos garantir que f e g sejam conjugados. Por

exemplo, se f tem dois pontos periédicos de perfodo 2 e g = f2, entao f2 e
g? sao conjugados, porém f e g nao sao. Mas esta inconveniéncia sé acontece
pois, apesar de f e g terem o mesmo ntimero de pontos periédicos, seus periodos
sao diferentes. Este corolario impede este tipo de situacao, tornando possivel
construir uma conjugacao entre f e g, desde que g esteja suficientemente
proxima de f, como veremos a seguir.

Agora vamos generalizar a proposicao 3.4, que vale para Morse-Smale

com pontos fixos, para o caso de Morse-Smale qualquer.

Proposicao 3.6 Difeomorfismos Morse-Smale C' de S' sio O'-

estruturalmente estdveis.

Prova. Seja f um difeomorfismo Morse-Smale que preserva orientagao, onde o
périodo dos pontos periddicos é n > 1. Tomemos ¢ suficientemente pequeno
(tal como no corolario anterior) e g Cl-e-préxima a f de forma a termos f"

e g" conjugadas, e os pontos periddicos de f e ¢g com o mesmo periodo.
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Nas proposicoes anteriores mostramos como construir um homeomor-
fismo que conjuga f™ e g". Observe que nesta construgao tinhamos a liber-
dade de escolher arbitrariamente para cada intervalo invariante um dominio
fundamental. O que vamos fazer agora é reconstruir a conjugacao entre f"
e g" escolhendo esses dominios fundamentais de forma conveniente, com o
propoésito de obter um homeomorfismo que conjuga nao apenas f™ e g", mas
também f e g.

Seja t o nimero de pontos fixos de f™ e {p1,pa,..., P, Pes1 = P1} 08
pontos fixos de f indexados de forma consecutiva. Pelo conjugacao entre
f™ e g¢", a cada intervalo [p;,p;11) corresponde um intervalo [g;,¢;41) de
g, onde {q1,q2,..,q,@+1 = q1} sao pontos fixos de g indexados de forma
consecutiva. Sabemos que a imagem por f ou g de um ponto periddico é
também um ponto periddico. Assim, para cada k € {0,1,...,n—1} temos que
F¥(pi,pis1)) = [pj,pj + 1) para algum j € {1,...,n}. Em virtude do corolério
anterior, cada intervalo [p;, pi11) ao ser iterado por f percorre exatamente o
mesmo numero de intervalos invariantes que a iteragao de [g;,qir1) por g.
Assim, existe A C {1,2,...,t} tal que a seqiiéncia de intervalos {[p;, pi+1)}ica

e intervalos correspondentes {[q;, gi+1)}ica sdo tais que:
1 ST = Ui UpZg A lpi pinr)-
2. S'=U_, Uy 9" ([, qivr)-

3. Dados 4,5 € A com i # j, entao os iterados por f de [p;,piy1) nao

intersectam nenhum iterado de [p;, pj+1)-

4. Dados i,j € A com i # j, entdao os iterados por g de [g;,gi+1) nao

intersectam nenhum iterado de [g;, gj+1)-

Lembremos que nas proposicoes anteriores escolhemos arbitrariamente
um dominio fundamental para cada intervalo de pontos fixos consecuti-
vos [pi,piv1) de f™. Agora nossa escolha nao serd tao arbitraria. Primeira-
mente escolhamos um intervalo [p;,pi+1) (i € A fixado) e um dominio fun-
damental [y, f™(;)). A escolha do dominio fundamental de f*([p;, pii1))
serd f*([cy, f™"(cy)), para k € {0,1,...,n — 1}. Analogamente, ao intervalo
[¢i,gi+1) de g, escolhamos um dominio fundamental [5;,¢"(5;)) e escolha
os dominios fundamentais de ¢*([g;,¢i+1)) como sendo ¢*([3;, f"(3:)), para
k € {0,...,n—1}. Repetimos o mesmo procedimento para cada i € A, de forma
a termos uma escolha de dominio fundamental para cada intervalo invariante
de f™* e g".

Antes, usdvamos uma fungao linear H; que levava cada [a;, f™(y)) em

[Bi,9™(B;)) correspondente. Agora escolhemos uma fungao linear H; para levar
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(i, f™(e;)) em [B;,g™(B;)) para i € A, e defina Hy; = g¥ o H;o f~% para
levar f*([oy, f™(y)) mno intervalo correspondente g*([8;,9"(3))) (i € A).
Gragas ao corolario anterior, as fungdes Hy,; (i € A e k € {0,....,n —1})
nao pecam por omissao nem excesso. Isto é, para cada dominio fundamental
escolhido em g, existe um unico homeomorfismo dentre os Hj;’s cuja imagem
é este dominio fundamental.

Obtidos estes dominios fundamentais e seus homeomorfismos correspon-
dentes Hj;’s podemos construir o homeomorfismo h que conjuga f" e g"
tal como feito nas proposigoes anteriores. Sé nos resta verificar que h conjuga
também f e g.

Dado z € f*([pi,pis1)) (i € A), se m é tal que f™"(x) pertence ao
dominio fundamental de f*([p;, piz1)), entao f™"(f(z)) pertence ao dominio
fundamental de f* ™ ([p;, pis1)). Observe ainda que neste caso Hy,i; =
go Hy,;o f~' . Sendo h(z) = g~™" o Hy; o f™"(x), entao:

ho f(z)=g¢g ™" o Hpp,0 f™"(f(x)) =

g "o (go Hyio f7h) o fM(f(x)) =

go(g ™" o Hgio f™")(x) =goh(z)

Para um difeomorfismos Morse-Smale f que inverte orientacao, considere
a aplicacao f2, que é um difeomorfismo que preserva orientacao. Dado € > 0,
existe € > 0 tal que se g é C'!-¢-préximo de f, entdo ¢g? é Cl-e-préximo
de f2. Podemos entao conjugar ¢g> e f2. Usando o mesmo artificio acima,

podemos fazer com que o homeomorfismo também conjugue f e g.
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