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5
DEPENDENCIA ENTRE RISCOS

‘A natureza da dependéncia pode ter uma variedade de formas e, a ndo ser
que algumas suposicoes especificas sejam feitas sobre a dependéncia,
nenhum modelo estatistico significante pode ser contemplado.’Jogdeo

(1982).

5.1.
Introducao a dependéncia entre variaveis

Uma distribui¢do multivariada de duas varidveis aleatorias (X,Y) € formada
por um vetor aleatério (X,Y), com a funcido de distribuicdo conjunta bivariada,
que captura a dependéncia entre estas duas varidveis.

A dependéncia pode ser total, ou seja, o conhecimento de uma varidvel
aleatoria determina a outra. Por exemplo, seja a um nimero real, conhecido o
valor de X, pode-se dizer que Y=X+a quase certamente. O outro extremo ¢é
independéncia estocastica. Neste caso as varidveis nao tém nenhuma informacao
sobre a outra.

Existem muitas relacdes de dependéncia entre esses extremos. Entre estas, a
mais estudada € a covariancia de (X,Y) que € definida como o produto esperado
das diferencas entre cada varidvel e a sua esperanga, ou seja:

Cov(X.¥)=E[(X - E(X )Y - E(r))
A padronizacdo desta medida pela raiz quadrada da variancia de cada

varidvel envolvida determina o coeficiente de correlacdo de Pearson, que captura
a dependéncia linear entre essas varidveis.

A correlacdo linear é uma medida de dependéncia comumente usada.
Entretanto, conceitos como comonotonicidade e correlacio baseada em postos
devem ser discutidas a fim de uma mensuragdo de risco mais apurada.

A presenca de assimetrias e caudas pesadas nas distribuicdes de sinistros
invalida muitas das suposi¢cOes sobre o uso da correlacio para descrever a

dependéncia entre classes de seguros.
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Embrechts (1999) mostra que a correlacdo € somente uma discri¢do limitada
da dependéncia entre varidveis aleatOrias, exceto para a distribuicio normal

multivariada em que a correlagdo descreve toda a estrutura de dependéncia.

5.2.
Mensurando dependéncia positiva

Estudos sobre conceitos de dependéncia positiva de varidveis aleatOrias
tiveram inicio com Lehmann (1966). Esses conceitos sdo de grande utilidade tanto
para a teoria estatistica quanto para aplicacdes praticas, e t€ém sido muito
abordados num contexto atuarial.

Define-se como dependéncia positiva o fato de se observar, com alta
probabilidade, valores elevados (ou baixos) em ambas varidveis aleatdrias, em
contrapartida de se observar, com pequena probabilidade, valores elevados em
uma varidvel associados com valores baixos da outra varidvel.

Este capitulo apresenta as idéias essenciais e algumas propriedades de
medidas de associa¢do entre varidveis aleatorias. Mensuracdes escalares cldssicas
como o coeficiente de correlacdo linear de Pearson e o coeficiente de correlacao

baseados em postos serdo discutidas.

5.3.
Coeficiente de correlacao linear de Pearson

O coeficiente de correlagdo de Pearson captura a dependéncia linear entre
duas varidveis aleatérias. Esse coeficiente nio é uma medida de concordancia'’
uma vez que nado satisfaz os axiomas de simetria e normalidade. Além disso, ndo €
um estimador robusto uma vez que seu valor pode ser proximo de O (zero) ou 1
(um) devido a presenca de um dnico valor discrepante.

Para pares de varidveis aleatdrias (X;X2) o coeficiente de correlacdo de

Pearson, r, tem a seguinte forma:

13 . . A . ~ ~
As propriedades de uma medida de concordéncia sdo apresentadas na se¢do 5.4
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Clx,.x,]

WX, vix,]

C[x,,X,]—covarianciade X, X,

rP(X Xz):

1°

V[X J—)variﬁncia de X,
r, € definido somente quando as distribuigdes marginais das varidveis
envolvidas s3o finitas. Essa restricdo ndo € apropriada para mensuracdo de
dependéncia e pode criar problemas quando se trabalha com distribuicbes com

caudas pesadas.

5.3.1.
Propriedades

O coeficiente de correlagdo de Pearson ndo € invariante a transformacgdes
estritamente crescentes f; € f; para as amostras de varidveis aleatérias X; e X>. Em
geral, tem-se:

r(6(X,).6(X,)) = 1, (X, X,)

P
Entretanto, r, € invariante a transformacdes afins positivas. Entdo, quando ¢;
e 1, sao lineares:

rp(ale +b1,a2X2+b2) = sinal(alaz)rp(Xl,Xz)
a,,a, #0 b,b,e R

1 sex>0

sinal (x) = {

-1 sex<O

A ndo invaridncia a transformacdes crescentes ndo lineares € de

interpretacdo direta se r, for representado a partir de sua copula:
11
X, X u F,” dF,
r,;( 1 ) V[X ]V[X ].([}[ u, uuz)d ( ) ( )

Nota-se que r, ndo depende somente da cépula, mas também das
distribuicdes marginais das varidveis envolvidas.

O valor de r, pode ndo ser um indicador solido da for¢a de dependéncia. A
independéncia de duas varidveis implica que elas sdo ndo correlacionadas, ou seja,

r, = 0, mas o contrdrio nem sempre € verdade. Pode acontecer de um par de
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varidveis apresentar correlacio proxima de zero apesar das varidveis serem

altamente dependentes.

5.3.2.
Equivocos sobre o coeficiente de correlacao linear

Equivoco 1: Dadas duas distribuicdes marginais F; e F> para X; e Xo, €
qualquer correlacdo linear p em [-1,1], é sempre possivel construir uma fungdo de
distribuicdo conjunta F com marginais F; e F e correlacio p.

Essa afirmacdo s6 € valida para marginais com distribui¢do eliptica. Alguns
valores do coeficiente de correlagdo sdo atingidos somente em casos especificos.
Por exemplo, as correlagcdes, minima p =-/ ou maxima p = I, s6 acontecem
quando as varidveis X; e X, sdo, respectivamente, contramonotdnicas ou
comonotonicas.

Equivoco 2: As distribuicdes marginais € a correlacdo entre as varidveis
determinam sua func¢do de distribuicdo conjunta.

Supde-se que as varidveis aleatorias X; e X, tém distribuicOes marginais F; e
F e funcdo de distribuicdo conjunta C(F;(X;), F>(Xz2)) para uma mesma copula C
e supOe-se que a correlacdo linear entre elas seja p . Pode-se obter uma copula
alternativa C, # C e construir uma funcdo de distribuicdo conjunta
Cx(Fi(X1), F2(X>)) com a mesma correlacdo p. Se a correlacdo linear entre dois
riscos dependessem somente da sua cOpula, a correlacdo deveria ser invariante a
transformagdes lineares estritamente crescentes.

Equivoco 3: O pior VaR para a soma de dois riscos (X;,X2) ocorre quando
esses tém correlacdo maxima, ou seja, sd0 comon4étonos.

A igualdade VaR (X, X2) = VaRyX;) + VaR(X;) € valida quando as perdas
X; e X, sdo comondtonas. Entretanto, pode haver uma situacdo em que o VaR ¢é
superaditivo, ou seja, VaR X, X3) > VaRyX,;) + VaR(X;) para duas perdas X; e
X, com um nivel de confianca o. Entdo, a superaditividade de um portf6lio
deveria corresponder a uma correlacio menor do que a encontrada em riscos

comondtonos.
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5.4.
Medidas de concordancia

Scarsini (1984) definiu como medidas de concordancia aquelas que
satisfaziam algumas propriedades desejdveis para avaliar uma possivel associagdao
de varidveis aleatérias. A idéia intuitiva deste conceito € que duas varidveis
aleatorias X; e X, sdo concordantes quando altos (baixos) valores de X, estdo
associados com altos (baixos) valores de X».

Mais precisamente, seja (x;y;) € (x;y;) duas observacdes de um vetor (X,Y)
de varidveis aleatdrias continuas. Entdo, (x;y;) e (x;y;) sdo concordantes se x;<x; e
vi<y;. Da mesma forma, (x;y;) € (x;y;) sdo discordantes se x;<x; € y;>y; Ou S€ X;>X;
e yi<y; Alternativamente, (x;y;) € (x;y;) sdo concordantes se (x;-x;)(yi-y;)>0 e
discordantes se (x; -x;)(y; -y;)<0.

Entdo, qualquer funcdo real r(.) de uma distribuicdo bivariada de varidveis
aleatorias (X;,X>) € uma medida de concordincia se satisfaz as seguintes
propriedades:

— Simetria: n(X;,X>) = n(X5,X;);

— Normalidade: -1 <r(X,;,Xz) <1,

— Comonotonicidade: nX;,X>) = I se ¢ somente se X; ¢ X, sdo
comonotodnicas, ou seja, t€ém correlagdo positiva maxima;

— Contramonotonicidade: #(X;,X;) = -1 se e somente se X; e X, sdo

contramonotdnicos, ou seja tém correlagdo negativa maxima;

— Para t: R = Restritamente monotdnico tem-se:

r(r(Xl),X2)={

r(X,,X,), se testdaumentando

~r(X,,X,), se testddiminuindo

5.4.1.
Coeficientes de correlacao baseados em postos

Ao contrario da correlacdo linear, os coeficientes de correlacdo baseados em
postos sao mensuracdes que dependem somente da cépula de uma distribuicdo
bivariada e ndo precisam de informacgdes das distribuigcdes marginais. A razdo
pratica de se estudar essas correlagdes é que elas podem ser usadas para calibrar

cOpulas de dados empiricos. Existem duas variantes dessa correlagdo, o
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coeficiente de correlacdo de Kendall, e o coeficiente de correlagdo de Spearman.

Ambas sdo medidas de concordancia.

5.4.1.1.
Coeficiente de correlacao de Kendall

O coeficiente de correlacio de Kendall, rx, € uma mensuragdo nao-
paramétrica de associacdo baseada em numero de concordancias e discordancias
de vetores aleatérios bivariados. Concordancias ocorrem quando pares de
observacdes variam juntos, ou seja, sdo observados altos valores de X; e Xo.
Discordancias ocorrem quando pares de observacdes variam de forma diferente,
ou seja, sdo observados altos valores de X; e baixos valores de Xo.

Sendo (X’,X’2) uma versdo independente de (X;,X2), tal que
(X1,X5) =4(X’1,X’2) e os dois pares sio mutuamente independentes, entdo:

Pr[Concordancia] = Pr[(X1 -X')Xx,-Xx",)> 0]
Pr[Disconcorddncia] = Pr[(X1 -X', )(X2 -X', )< 0]

r¢(X,, X ,) = Pr[Concordéncia) - Pr[ Disconcordancia)

N

E possivel representar rx em ternos de concordancias e discordancias da

n

seguinte forma: seja [2

jpalres distintos (x;x;j) e (x’; x’;) de observacOes da amostra,
e cada par é concordante ou discordante. Seja ¢ o nimero de pares concordantes e

d o nimero de pares discordantes. Entdo, r; para a amostra é definido como:

i=ege-ay)

A vantagem do uso de probabilidades de concordancias e discordancias é

que probabilidades de eventos que s6 envolvem relacionamentos de desigualdade
entre duas varidveis aleatérias sdo invariantes a transformacdes crescentes dessas
varidveis. Definir medidas de dependéncia a partir dessas probabilidades de
concordancias e discordancias assegura que estas irdo depender apenas da copula
da distribui¢@o conjunta.
Se as marginais de X, e X, sdo continuas, r, pode ser reescrito como:
Tx :2Pr[(X1 _le)(Xz _X'2)>0]_1
=4Pr[X, < X', X, <X, ]-1
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Para as varidveis aleatdrias (X;,X2) continuas com cépula C, ry pode ser

expressado como:

Tk :iic(ul’uz)dc(ul’uz)_l
=4E[c(v,.0,)]-1

em que (U,U,) denotam uma coépula de uniformes (0,/) com funcdo de

distribuicdo C.

5.41.1.1.
Propriedades

O coeficiente de correlacio de Kendall € invariante a transformacgdes
estritamente mondtonas. Sendo #; e £, fun¢Oes continuas ndo decrescentes no
suporte de X; e X>, entdo:

r, (X)), (X)) =1, (X, X,)

Isso acontece porque ambos #;(X;) — #;(X’;) e X; — X’; tém o mesmo sinal. O
mesmo se aplica para :(X2) — (X2) e Xo — X7 .

Se X; e X, forem mutuamente independentes ri(X; , X2) = 0:

r. =2Pr[(X, - X" )(X,-X",)>0]-1
=2(Pr[X, - X', >0, X, - X',>0]+Pr[X, - X', <0,X, - X',<0])-1

(%+%)—1

=2
=0

5.4.1.1.2.
Positividade Total de ordem 2 e coeficiente de correlacéao de Kendal

Um par de varidveis aleatérias (X,¥Y) com funcdo de distribuicdo
absolutamente continua H € dito ter positividade total de ordem 2 se a fungdo de
densidade conjunta A(x,y) para todo x; < x; € y; < y» satisfaz:

h(xy, 3, )ix s 3, )= hlx,, v, )h(x,, v,) 2 0
Mas, h(x2,y2)h(x1,y1) — h(x1,y2)h(x2,y;) mede a positividade total de ordem 2

local para (X,Y). Seja T a média para —oo < x; < xz € —o0 < y; < yz entdo tem-se:

T =[2G v, )=, v hCx,, v, dydx,dy,
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A representacdo por copulas pode ser feita da seguinte maneira, seja u=F(x)

e v=G(y), entdo a média da positividade total pode ser escrita como:

1 pl ey, puy
T= .[0 .[0 .[0 .[0 [C(uz »V) )C(ul "V )_ C(ul »V) )C(uz 'V )]duldvlduzdvz

em que c(uv) é a densidade de cépula definida por c(u,v)=(9*/0udv) e
h(x,y) = c(F(x),G(y))f(x)g(y) sendo f e g as densidades marginais.

Para avaliar 7, primeiro denota-se 7T(u2, v2) a integral dupla, da seguinte
maneira:

2
0 0

—0C —Clu,,v, ) —Clu,,v
oudy ou (s 2)81/ (z,v2)

Entdo, adotando u; e v, respectivamente por u € v, obtém-se:

T(uz,vz)zC(uz,vz) (uz’vz)_

0 0
T(u,,v, )= .[01 .[01 Clu,v)dudy —.[; Igv(u,v)gc(u,v)dudv

Nota-se que a primeira integral representa % (rx+1) e a segunda integral,
depois da integracdo por partes, representa Y4(1- rk), entdo, T= Y2 rg. Quando a
funcdo de distribuicdo H for absolutamente continua %2 rx representa uma

mensuracao média da positividade total de ordem 2.

5.4.1.2.
Coeficiente de correlacao de Spearman

O coeficiente de correlacdo de Spearman € um caso particular do coeficiente
de correlacdo de Pearson, em que os dados sdo convertidos em postos antes do
célculo dos coeficientes. Entdo, para um par de varidveis aleatérias X; e X>
continuas, com fungdes de distribuicdo F; e F> o coeficiente de correlacdo de
Spearmam, rs, pode ser medido como:

rs(Xl’Xz): rp(Fl(Xl)’FZ(XZ))'
Definindo U; = F;(X;) e U, = F»(X3), rs pode ser reescrito como:

Elvu,]-1
rS(Xl,Xz)er(Ul’Uz):+A
M2
L1
- IZEII(C(MI’MZ)_uluz )dulduz
00

Uma forma alternativa de medir rg € a seguinte:

Ts :3(Pr[(X1 _le)(Xz _X'2)>O]_Pr[(X1 _le)(Xz _X'2)<O])'


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0613139/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0613139/CA

DEPENDENCIA ENTRE RISCOS 66

Em termos de concordancias e discordancias, o coeficiente de correlacao de
Spearman € a probabilidade de concordancia menos a probabilidade de
discordancia para um par de vetores aleatorios com as mesmas marginais, em que
uma delas tem componentes independentes. Se ndo existem dados interligados,

isto € —d;;i# A (x /= x;V yi=y)), rs pode ser medido da seguinte forma:

6> d.
Y

r,=1
S

nln® -1

em que d; € a diferenca entre cada posto dos valores correspondentes a X; e X5, e n

o nimero de pares de valores.

5.4.1.2.1.
Propriedades

O coeficiente de correlacdo de Spearman € invariante a transformacgdes
estritamente mondtonas. Se f; e f; sdo fungdes estritamente crescentes (ou
decrescentes) no suporte de X; e X», entdo:

rs(tl(Xl)’tz(Xz)) = rS(Xl’XZ)

Ao contrario do coeficiente de correlacio de Pearson, rg ndo requer a
suposicdo que o relacionamento entre as varidveis seja linear, ele é capaz de
descrever o relacionamento entre duas varidveis, com uma fungdo mondtona
arbitrdria, sem fazer nenhuma suposi¢do sobre a distribuicao dessas varidveis. Seu
uso € indicado quando se quer medir a relacdo entre duas varidveis em que pelo

menos uma delas é formada por postos.

5.4.1.2.2.
Dependéncia no quadrante e coeficiente de correlacdao de Spearman

O par de varidveis aleatorias (X,Y) € dito ter dependéncia positiva no
quadrante se, para a funcdo de distribuicdo conjunta H e as marginais F' e G, é
vélido:

H(x,y) — F(x)G(y) 20 paratodo x e y.

Nota-se que a expressao H(x,y) — F(x)G(y) mede a dependéncia local no

quadrante para cada ponto (x,y) € R*. Conforme ji apresentado, o coeficiente de

correlagdo de Spearman pode ser representado como:
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rs(X.Y)= 12Ej (H (x, y) = F(x)G(y))dF (x)dG(y)

O ) —

~ 1 . 21 A .
Entdo /i, rs representa uma medida média da dependéncia no quadrante, em

que a média € calculada com respeito as distribuigdes marginais de X e Y.

5.4.1.3.
Relacionamento entre os coeficientes de correlacdao baseados em
postos

Os coeficientes de correlacdo baseados em postos tém muitas propriedades
em comum, sio elas:
— Mensuragdo de dependéncia simétrica no intervalo [-1,1];
— Assumem valor zero para varidveis independentes; embora o
contrario nem sempre seja valido;
— Assumem valor 1 quando X; e X, sdo comondtonos;
— Assumem valor —1 quando X; e X sdo contramonotonicas.

Para a maioria das funcdes de distribuicdo conjunta, esses coeficientes
assumem valores distintos. Cada um capta aspectos diferentes da estrutura de
dependéncia entre as varidveis. De acordo com Nelsen (1992), o coeficiente de
correlacdo de Kendal € uma medida de dependéncia da positividade total média de
ordem dois, enquanto que o coeficiente de correlacdo de Spearman é uma medida
da dependéncia média no quadrante positivo (e negativo). Muitos trabalhos tém
sido desenvolvidos para captar o relacionamento existente entre essas medidas.
Nelsen (2006) mostra que os valores do coeficiente de Spearman costumam ser
50% maiores que os valores do coeficiente de Kendal, para a mesma amostra.
Joe (1997) apresenta o seguinte resultado que quantifica o relacionamento entre

estes coeficientes:

Bre—1_  _1+2r —rg

Sre >
2 ’ 2
re +2rg -1 143
K< <

2 2

parar, 20

parar, =20
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5.4.2.
Restricoes em medidas de concordéancia de dados discretos
bivariados

Em dados discretos sd@o encontrados muitos pares de dados interligados.
Pares interligados sdo pares de observacdes que tém valores iguais no primeiro e
segundo componentes. Especificamente, se (X;,Xz2) e (X';,X’2) sdo independentes e
identicamente distribuidos, esses pares estdo interligados se X;=X’; ou X>=X",.
Pode-se definir entdo que:

Pr[Ligagio]= Pr[X1 =X, ou X, = Xz]
Para X, e X’; inteiros tem-se
Pr[Concordﬁncia ] - Pr[Discordﬁncia]+ Pr[Liga(;ﬁo] =1
r, =2 Pr[Concordﬁncia] -1+ Pr[Liga(;ﬁo]
—4PHX < X, X, < X,]-1+PrX, = X, X, = X, ]

rk ndo pode alcancar um valor elevado porque existe uma grande propor¢do
de pares interligados, especialmente quando o nimero de valores possiveis de X; e
X> sao pequenos.

Goovaerts (2005) mostra que, quando as distribuicdes marginais das
varidveis seguem uma Bernoulii, o0 maior valor que rx pode assumir é 0,5. Isso
ocorre quando a probabilidade de concordancia assume valor 0,5 e a
probabilidade de discordancia 0. Similarmente, o menor valor serd -0,5 quando a
probabilidade de discordancia assume valor 0,5 e a probabilidade de concordancia
0. Entdo, para marginais Bernoulli, mesmo nos casos mais favoraveis, rx ndo pode

alcancar —/ e 1.

5.5.
Propriedades de dependéncia

5.5.1.
Nocoes de dependéncia no quadrante positivo - PQD

De uma forma geral, valores positivos de medidas de concordancia indicam
dependéncia no quadrante positivo entre as varidveis X; e X,. Lehmann (1996)
define que um par de varidveis aleatorias X = (X;, Xz) € dito ter dependéncia no

quadrante positivo se:
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X, <X, 1 X, >x,] para todo x, tal que F,(x,)>0
X,=<¢[X,1X, >x] para todo x, tal que F,(x,)>0

Esse conceito de dependéncia positiva, que coincide com conceito intuitivo
de POD, mostra que cada componente do par aleatdrio torna-se maior quando o

outro componente excede algum limiar. Essa definicdo € feita a partir do

siginificado de jST, stop threshold, ou seja X; € menor que X; | X> 2> x, na ordem
do limiar.

Nelsen (2006) apresenta uma outra formulacdo matematica para definir
Dependéncia no Quadrante Positivo. O par de varidveis aleatérias (X;, X>) € dito
ter dependéncia no quadrante positivo se para todo (X;, X») em R*> tem-se:

Pr[X, <x,X, < x,|>Pr[X, < x |Pr[X, <x,]
ou equivalente

Pr[X, > x,, X, > x,| > Pr[X, > x,|Pr[X, > x,]

Entdo (X;, X:) s@do PQD se a probabilidade de assumirem valores
simultaneamente menores (ou simultaneamente maiores) € maior que as
probabilidades avaliadas individualmente em wuma situagdo hipotética.
Dependéncia no Quadrante Negativo € definido analogamente revertendo o
sentido da desigualdade.

Dependéncia no Quadrante Positivo possui a propriedade de Invariancia.
(X1, X2) sao POD se e somente se (t; (X;), t2 (Xz)) forem PQD para qualquer
funcdo ndo decrescente de #; e t,. Essa propriedade mostra que PQD ¢
caracteristica de uma cépula implicita e ndo € influenciada pelas distribui¢des
marginais. Sendo X um par aleatorio com copula C, X serd POD se e somente se
C(u) 2 Ci- ujuy paratodo u € [0,17%

A Dependéncia Positiva pode ser verificada a partir de condicdes

equivalentes como mostrado na se¢do seguinte.

5.5.1.1.
Condicoes equivalentes

Sendo X = (X;, X2) um par de varidveis aleatrias em R*(F;,F;). Entdo X é

PQOD se e somente se uma das seguintes condi¢cdes forem satisfeitas:

FX(XI,XZ)Z }_71()(1)}_72()(2) para todo (xpxz)e xR,
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F,(x,,x,)> F,(x,)F,(x,) para todo (x,,x,)e R .
Pr[X, > x,, X, > x,]> F,(x,) para todo (x,,x,)e R tal que F,(x,)>0.
Pr[X, > x,, X, > x,]> F,(x,) para todo (x,,x,)e R tal que E(x2)>0_

Novamente, o par (X;, X;) € POD se é mais provavel assumirem altos
valores, ou pequenos valores, juntos, se comparados com situacdes tedricas em

que X; e X» sdo independentes.

5.5.1.2.
Dependéncia no quadrante positivo e coeficientes de correlacao

Em geral, riscos que possuem dependéncia no quadrante positivo sdo
positivamente correlacionados.  Identifica-se nesta secdo a relacdo entre o
conceito de dependéncia positiva e os coeficientes de correlagdo linear e os
coeficientes de correlacido baseados em postos.

Sendo Xe R*(F}, F>). Se (X}, X2) sdo POD entdo:

—  1y(X1, X2) > 0. A reciproca em geral, ndo € verdadeira, exceto para o
caso normal bivariado.
- (X, X2) >0e rg(X;, X2) >0.

Sabe-se que PQOD ¢ caracteristica de uma cOpula implicita. Os coeficientes
de correlacdo baseados em postos sdo conhecidos por dependerem somente de sua
copula. Sendo (U,;,Uz) um par de varidveis aleatdrias com distribuicdes marginais
uniformes (0, 1) que possuem a mesma copula de (X;, X>),, segue que:

r(X,X,)=4E[UU,]-1>4E[U JE[U,]-1=0

A desigualdade ¢ vdlida uma vez que (U; U;) sdo positivamente
correlacionados. A prova para o coeficiente de correlacio de Spearman é obtida
similarmente de:

r(X,,X,)=12E[UU,]-3

5.5.1.3.
Aplicacoes de dependéncia no quadrante positivo

O conceito de dependéncia no quadrante positivo pode ser usado para
avaliar o impacto da suposi¢cdo de independéncia dos riscos quando eles sdo

positivamente dependentes. Compara-se a probabilidade de algum quadrante
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X; < x; e X2 £ x; da distribuicdo acumulada conjunta de (X;, X;) com a
probabilidade correspondente ao caso de independéncia, (X o le).

Se os riscos X; e X, sao POD entio:

X+ X jST)(j_L+ le
em que (X 1l, le) ¢ uma versao independente de (X;, X>).

Em um contexto atuarial, pode-se dizer que a soma (X;+X>) é um resultado
menos favordvel que a mesma soma sobre independéncia. Conseqiientemente, os
prémios de seguros e os respectivos capitais de cobertura seriam maiores'* em
situacdes que existem dependéncia positiva entre os riscos. Desconsiderar essa
informacdo pode levar a uma subestimacido dos prémios, comprometendo a satde
financeira da instituicdo.

Um exemplo pratico pode ser apresentado a partir de um seguro de stop-loss
com retencdo d, que pode ser escrito como:

E[(X1+X2 _d)+]:E[X1]+E[X2]+E[(d_xl_X2)+]

Para provar essa proposicdo € conveniente estabelecer a validade de:
E[(x,+X,-d),]2 E[x* +x*~a) |
ou

Eld-x,-x,) ]2 E[ld-x ' -x*) |
Segue que:

d
Elld-x,-x,).]= E| [1[x, <t,X, <d -t}
0

Ela-x,-x,) - £lla-x - x) ] J(7, . =1)- FOR - 20

0
Em finangas esse resultado pode ser usado para avaliar o impacto da
suposicao de independéncia no preco de uma opcao com (X;+X>) correspondendo
aos ativos e d o preco de strike.
Em seguro de vida, a suposicdo de independéncia também leva a uma
subestimacdo do prémio de uma anuidade de vida conjunta e a superestimacdo do

prémio de status tltimo sobrevivente, conforme exemplo a seguir.

14 . . ~ . . . ,o. ~ .
Considera-se que os riscos sdo avaliados a partir de principios de aversdo ao risco.
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Se X é POD as seguintes desigualdades estocdsticas sao vélidas:

mm{XlJ_’X;_}jST mjn{Xl’XZ}

maX{Xl’ Xz}ﬁST maX{Xll’ le}
Considere um status de vida x; e x com tempo adicional de vida T, e
Txp. O status de vida conjunta existe enquanto ambos estdo vivos e o status do

ultimo sobrevivente permanece enquanto um dos dois continuar vivo. Entdo tem-

Se:

T, . =min{l,.7.,}] e T* =min{T:l),T:2)}

(x1.x2)
1 1 1
Tm = max {’T(Xl )’ ’T(/"z)} ¢ ’T(Xl Xy = max {T‘(n) ’T(xz) } .
Assumir que T = (T(x), T(,) € POD implica nas seguintes desigualdades

para os prémios puros de anuidades de seguro de vida:

1 1
T'(xl X,) iﬂxl X3) € Ti)ﬁ S Xy )ETW
el .. .. el
a(xl x,) T (x1.%,) ¢ a()ﬁ axz)—<ST GW

que confirmam as hipdteses de sub e superestimagdo abordadas.

Denuit e Scaillet (2004) propuseram dois procedimentos para testar a
dependéncia entre varidveis no quadrante positivo. O primeiro € baseado nos
conceitos de dependéncia em termos de distribui¢des de probabilidades, enquanto
o segundo explora a representacdo por copulas. Poon, Rockinger and Tawn (2004)
analisaram e testaram PQD para perdas tendendo a zero. Eles discutem o uso
desse conceito em vdrias aplicagdes financeiras tais como selecdo de portfdlio,

gestdo de risco, hedging e anélise de risco de crédito.

5.5.1.4.
Dependéncia stop-loss no quadrante positivo

: A s . . L=<

Nesse conceito, a dependéncia € verificada a partir de um limiar,—5 . Os

riscos X; e X, possuem dependéncia stop-loss positiva se para todo ¢, ; € R tem-
se:

leSL[X1|X2 >t2] € XZjSL[X2|X1 >t1]


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0613139/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0613139/CA

DEPENDENCIA ENTRE RISCOS 73

entao,
E[(x, =1).[x, >0 ]2 E[(x, -0),] e E[(X,-1,) [x, >0 ]2 E[(x, -1,) ]
Como condi¢do equivalente os riscos X; e X, possuem dependéncia stop-
loss positiva se e somente se, para todo #;, 1, € R', as seguintes desigualdades sdo
vélidas:
El(x,-1,), 1[x, >0, |2 El(x, -1,), [Pdx, >1,]
El[x, >, )1(x,-1,), |2 Prx, >, ]El(X, -1,), ]
Estudos em que a dependéncia € determinada a partir de um limiar tém sido
abordados para riscos provenientes de catdstrofes naturais. Autores como
Albrecher (2003), Yuen, Guo ¢ Wu (2002) e Wan, Yuen e Li (2005) discutem

essa relacio e mostram o impacto na mensuracdo de riscos quando essas

estruturas sao desconsideradas.

5.5.2.
Monotonicidade na cauda

A expressdo para dependéncia positiva no quadrante pode ser escrita das

seguintes maneiras:
Prly < y|X <x]>Pry <y]
ou

Prly < y|X <x]>Prly < y|X <oo]

Uma condi¢do forte deve ser requerida tal que para cada y em R, a funcdo de
distribuicdo condicional Pr[Y < yl X < x] € uma funcdo ndo crescente em x. Esse
acontecimento de cauda a esquerda ou a direita da distribuicdio de X e Y €
capturado pela seguinte definicdo: seja X e Y varidveis aleatorias:

— Y € decrescente na cauda a esquerda em X se Pr[Y <yl X <x] é uma
funcdo ndo crescente de x para todo y;

— X € decrescente na cauda a esquerda em Y se Pr[Y <yl X <x] é uma
fungdo ndo crescente de y para todo x;

— Y é crescente na cauda a direita em X se Pr[Y > yl X > x] € uma
funcdo ndo decrescente de x para todo y;

— X é crescente na cauda a direita em Y se Pr[Y > yl X > x] é uma

fungdo ndo decrescente de y para todo x;
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Se X e Y sdo varidveis aleatdrias e satisfazem uma das quatro condi¢des
acima, entdo eles t€ém dependéncia positiva no quadrante. Entretanto o contrario
ndo ¢ valido, dependéncia no quadrante positivo ndo implica em nenhuma das

condicdes acima.

5.6.
Medidas de dependéncia

Medidas de dependéncia sdo baseadas na distancia entre a copula de um par
de varidveis aleatérias e a copula independente. De acordo com Lancaster (1982)
uma medida de dependéncia indica qual a forca de associacdo entre X; e X», que
interpola entre a independéncia e a dependéncia perfeita.

De acordo com o axioma de Rényi em Schweizer & Wolff (1981), uma
medida numérica J(X;,X2) de associacdo entre um par de varidveis aleatdrias
continuas (X;,X2) com cépula C, € uma medida de dependéncia simétrica nio
paramétrica se possui as seguintes propriedades:

— 0(X; ,X2) é definido para todo par X; e X, de varidveis aleatdrias
continuas;

- 0(X;,X2) =6 (X;,X2);

- 0<0X;.X»)<1;

- 0(X;,X2) =0 se e somente se X; e X, sdo independentes;

- 0X; ,X2) = 1 se e somente se um (X; ou X,) for uma funcdo
estritamente mondtona do outro;

— set; ety sdo funcdes estritamente mondtonas entdo:

2 o

1(X))t5(X,) = X1, X5 -
9

— se (X1, ,X2,)¢é uma seqiiéncia de varidveis aleatdrias continuas com

cépula C, e C, converge pontualmente para C, entdo lim__  Jc =d.

Schweizer & Wolff (1981) apresentam trés medidas de dependéncia
baseadas na distancia entre a cOpula da distribuicdo bivariada e a cOpula de
marginais independentes, e mostra que elas podem ser representadas a partir da

cOpula da distribuicao bivariada, como segue:
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o(X,.Xx,)= 12.[01.[;|C(u1,uz)—u1u2|duldu2

12
7(X1 » X, ) = [90.[01 .[01|C(“1 , ”2)_ ”1”2|d”1duzj

K(Xl ) Xz) =4 sup,, ,uze[0,1]|c(ul s Uy )_ u1u2|

5.7.
Dependéncia na cauda

Os dados provenientes de seguros e institui¢cdes financeiras, de uma forma
geral, ndo apresentam um padrdo de normalidade. Esses desvios sdo
caracteristicos de eventos extremos, com baixa probabilidade, mas que tém grande
importancia numa andlise financeira. Esses eventos, concentrados nas caudas das
distribuicdes, podem apresentar relacdoes de dependéncia positiva, que elevaria o
risco de perda de uma instituicdo. Dada a importancia desse tipo de andlise,
apresenta-se um coeficiente que mede a dependéncia na cauda da distribuicao.

Assim como os coeficientes de correlacdo baseados em postos, o coeficiente
de correlacdo na cauda é uma medida de dependéncia que depende somente da
cOpula do par de varidveis aleatdrias (X;,X») com marginais continuas. Este
coeficiente é medido em termos de probabilidades condicionais de quantis
excedentes. Trata-se da probabilidade de se observar uma perda ndo usual de
grande valor em uma apodlice dado o acontecimento de uma perda ndo usual de
grande valor em outra apodlice. Matematicamente, o coeficiente de dependéncia na
cauda superior, Ay, para um par de variaveis aleatérias (X;,X2) com cépula C é

definido como:

Ay zlimPrle >f1_1(v1X2 >F2_1(V)J

Y300
Sendo F; e F> continuos, o desenvolvimento da férmula gera o seguinte
resultado:
A, = MLC(‘”’)
v I-v
Se Ay >0, X, e X, sdo assintoticamente dependentes na cauda superior. Se
Ay =0, X;e X; sdo assintoticamente independentes. Exemplos de dependéncias e

independéncias assintéticas podem ser observados nas cOpulas f-student e

gaussiana, respectivamente.
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O coeficiente para medir a dependéncia na cauda inferior pode ser definido
similarmente a partir de:

C(u,u)

A, =lim

u—0

Para copulas permutaveis, os coeficientes de correlacdo na cauda podem ser

representados por:

Ay =21]%IlnPr[U1 >u|U2 =u]
A, :21%1011Pr[U1 <ulU, =ul

Esse conceito de dependéncia na cauda € qtil para o estudo de dependéncias
em distribui¢des de valores extremos. Embora esses eventos ocorram com baixa
probabilidade, a ocorréncia de observacdes extremas pode gerar grandes
prejuizos.Uma interpretacdo desse conceito em finangas pode ser obtida pela

seguinte representacdo proposta por Mendes (2004):

A, = lim Pr[X, > VaR, (X, )X, >VaR,(X,)]

b

em que VaR, é o Valor em Risco com nivel de confianga . A probabilidade que
um indice de mercado exceda o seu VaR, dado que um outro indice excedeu o seu
VaR, decresce quando a tende a 0 (zero), com um limite que pode ser diferente de

0 (zero).
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