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3
Modelamento Matematico

A abordagem do escoamento no interior da BCP iniciou-se com a
andlise de sua geometria e funcionamento, visando avaliar o grau de com-
plexidade envolvido no problema. Esta analise foi guiada pelo pressuposto de
que em muitas situacoes é possivel identificar-se simplificacoes adequadas ao
escoamento analisado, na busca de solugoes que tenham aplicabilidade atraente
e que evitem esforco desproporcional aos beneficios desejados.

Em alguns artigos sobre BCP encontram-se referéncias que relacionam o
desempenho da bomba com o fluxo de retorno entre cavidades consecutivas,
denominado escorregamento. Esta passagem de fluidos ocorre numa regiao
caracterizada por uma relacao de escala de comprimento tal que sugere a
aplicagao de um modelo assintéotico para descrever o escoamento.

Neste sentido, enxergou-se na teoria da lubrificagdo uma forte base
tedrica para descrever o escoamento em questao. Na literatura encontram-se
numerosas aplicagoes desta teoria em situagoes onde existe um selo hidraulico
associado ao movimento relativo de pecas cujas dimensoes e disposi¢ao espacial
caracterizam o escoamento através pequenos canais. No escoamento através
de pequenas folgas, onde a dimensao caracteristica na direcao perpendicular
¢ bem menor do que a dimensao caracteristica na direcao do escoamento,
varios termos das equagoes diferenciais que descrevem o movimento de um
fluido podem ser desprezados, simplificando bastante sua solucao. A figura
BTl ilustra a passagem de fluido na BCP, evidenciando o refluxo que ocorre

longitudinalmente e transversalmente entre as cavidades.

Admissao
Descarga

[SENTIDO DO FLUXO PRlNC|:PA>

Figura 3.1: Escorregamento entre cavidades da BCP
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No presente trabalho, que é focado em BCP monolobular metalica, as
equacoes diferenciais que descrevem o escoamento sao simplificadas utilizando-
se a teoria de lubrificagao, tomando como base Schlischting [13] e Panton [14],
a partir de uma analise dimensional de todos os termos da equacao de Navier-
Stokes.

Considerando-se a complexidade do sistema de equacoes diferenciais
parciais envolvido, a analise dimensional das equacoes do movimento, realizada
a luz das caracteristicas dimensionais da BCP, apresentada no Apéndice [A]
permitiu avaliar a importancia relativa dos termos destas equacoes, o que levou
a simplificacao que corresponde a teoria da lubrificacao.

Neste modelo, além das simplificagoes decorrentes da analise dimensional,
considerou-se o escoamento de fluido com propriedades constantes (fluido
Newtoniano) e utilizou-se um sistema de coordenadas cilindricas caracterizado
por z, 6 e r. O escoamento tridimensional é descrito pelas equagoes de Navier-
Stokes e da continuidade, apresentadas a seguir, nas quais os componentes da
velocidade nas trés direcoes do sistema de coordenadas sao representados por
u, v e w, respectivamente.

Considerando-se a hipdtese de fluido incompressivel com viscosidade
constante, a expansao da equacao de conservacao da quantidade de movimento,
em coordenadas cilindricas, resulta nas trés equagoes apresentadas a seguir.

Direcao axial, z:

- tu—+v—+

ot 0z or  rof
op 10 ( Ou 1 0%u  0%u
Po: = 5y T [;5 (a_) et a—] (31)

Direcao radial, r:
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Direcao tangencial, 6 :
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Em coordenadas cilindricas, a equagao da continuidade para fluido in-

compressivel é dada por:
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1000) | 10w Ou
r Or rofd 0z

0 (3-4)

No sistema tridimensional em questao, o comprimento da bomba é da
mesma ordem de grandeza dos raios do estator e do rotor, porém estas
dimensoes sao muito superiores a folga entre os dois componentes da bomba.

Analisando-se a figural3.2] que representa uma simplificacao da geometria

real, observa-se que:

Rm Rra Ry~ L

onde R, representa o raio do tubo externo, R, e R, representam o maior
e o menor raio do tubo interno senoidal, respectivamente, L equivale ao
comprimento de onda da sendide, e L, corresponde ao comprimento total da
"bomba”:

R,— R; < L

sendo esta diferenca de raios é denominada "folga”, definida por F' = R, — R;.

Folga

/—Estatnr
Rotor T lo

Rs

Rr ‘
Eixo de simetria —

X
r
T
\4

Figura 3.2: Geometria simplificada: tubos conceéntricos, sendo o externo de
perfil reto e o interno de perfil senoidal

Estas observagoes geométricas, detalhadas na analise dimensional do
Apéndice [Al reduziram as trés equacoes do movimento a:

Direcao z:

B op 10 ou
0=pg. =5 +n {;E (Tgﬂ (3-5)
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Direcao r:
Ip
0= ~3 (3-6)
Direcao 6:
_10p 0 [10(rw)
0= 7"89+'u{87° L‘ or }} (3-7)

Ressalta-se desta simplificacao as seguintes conclusoes:
— A velocidade radial é desprezivel em relacao as demais :
v U, w
— O gradiente de pressao na direcao radial é nulo:
Op/or =0
— As derivadas de segunda ordem tém a seguinte relagao dimensional:

0%u S 0*u 0%u
or? 0227 00?

0*w S *w 0*w
or? 0227 002

Considerando-se que a pressao nao depende do raio, ou seja, p = p(z,0),
as equagoes do movimento nas diregoes axial e tangencial podem ser integradas
para gerar os perfis das velocidades axial e tangencial. Integrando-se as
equacoes e [B-7 na direcao radial, obtém-se as expressoes das velocidades

axial e tangencial:

1
u:(%—pg) @r2+cllnr—|—02 (3-8)
1 Op r 1 4
S T (A I ;
w 2/“997“[11(03) 2]+r (3-9)

Neste trabalho as solugoes das equacoes sao apresentadas em etapas de
crescente complexidade geométrica, porém o conjunto de equagoes a serem
resolvidas é o mesmo, uma vez as geometrias trabalhadas possuem as mesmas
relacoes dimensionais. Em todos os casos, para o estabelecimento das condicoes
de contorno necessarias a solucao das equagcoes e B9, considera-se que nao

existe deslizamento nem permeabilidade nas paredes do estator e do rotor.
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3.1
Modelo para Estator e Rotor com Simetria Axial

Nesta primeira etapa estuda-se o escoamento numa geometria simplifi-
cada, com simetria axial, cujo desenho em perspectiva pode ser visto na figura
O estator é representado por um tubo rigido, de secao transversal cons-
tante, e o rotor constitui-se num sélido de revolucao com superficie descrita

por uma sendide.

Figura 3.3: Geometria axisimétrica: perspectiva dos cilindros concéntricos

A superficie senoidal do corpo interno, equivalente ao rotor da BCP, é
descrita pela equacaoB=10, onde Rs e Rr representam respectivamente os raios

referentes a crista e ao vale da sendide em relacao a linha de centro do rotor.

Rs+ Rr) (Rs— Rr)
2 * 2

Ri(z,t) = ( sin [Q—W(z —Ut) + z] (3-10)
L 2

A anélise simplificada da bomba é feita considerando que o rotor gira
em torno de seu eixo e translada axialmente. Apesar de se tratar de uma
geometria muito simplificada, diferente do caso real, esta andlise permite
estudar o vazamento através da folga entre cavidades vizinhas, em funcao das
diferentes variaveis de operacao. Contribuem para o escoamento o diferencial
de pressao imposto e o movimento relativo entre rotor e estator. A depender
do referencial adotado, o movimento entre os dois componentes configura um
escoamento em regime permanente ou transiente, detalhados nas sub-segoes a

seguir.
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3.1.1

Regime Permanente

O referencial do problema é solidario ao rotor. Desta forma, o estator,
representado pelo tubo externo, move-se axialmente com velocidade constante,
e o rotor é estacionario, conforme ilustrado na figura 3.4 Neste sistema de
coordenadas o escoamento dé-se em regime permanente, o que simplifica as

equacoes que representam os fenomenos envolvidos.

Figura 3.4: Geometria simplificada, com movimento axial do estator

As condigoes de contorno para a componente u Sao:

— 0 estator move-se com velocidade axial constante: u=U em r = R,,

— o rotor nao tem movimento axial: u =0 em r = R;.
Para a componente w, as condigoes de contorno sao:

— na parede do estator a velocidade tangencial é nula: w =0 em r = R,,
— na parede do rotor tem-se a rotacao dada pelo produto da velocidade

angular pelo raio do rotor: w =W = wR; em r = R;.

Com as condigoes acima, integram-se as expressoes de u ([B=8) e w (B39)

que resultam em:

R
U r
1 — 3-11
n(Ro/ ) “(&) (3-11)
OpR; [ r 1 r R; 1
_ B S kL Y (MR -+ K
v aezu{Rl(” 2)+ R r<nRz 2" >}+
1 R2 r
J2 (1 i — .
*WR’{r< +R2—R$) Rz—R%} (3-12)

onde
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 —RZ(R,—1/2)+ R2(In R, — 1/2)

K R R

(3-13)

Dados os perfis de velocidade, integra-se a equacao da continuidade [3-4]

para determinar o campo de pressao:

R
°(drv  Ow Oru
— + —+ —=—dr=0 3-14
Ai{8r+89+8z}r (3-14)
A integral da soma pode ser escrita como a soma das trés integrais.
R R R
° Jrv > Jw > Jru
—d —d —dr=20 3-15
R; 87' e R, 89 e R; aZ g ( )

~
I II 11T

Analisando-se a equagao B=I5] observa-se que no termo (I) pode-se aplicar
o teorema fundamental do célculo e nos termos (II) e (III) aplica-se a regra de

Leibnitz. Assim, detalhando-se cada integral, tem-se:

)

RD
@ dr = Rv(R,) — Riv(R;) (3-16)
R, Or
)
R, Ow o Ro 6RO 6R,
= [Cwa- [or) G —wm) ] e
I11)
Ro oru 0 R, 8Ro 8Rz

Observando-se as expressoes (I), (II) e (III) acima, faz-se as seguintes

consideracoes:

— (I) Como néo existe velocidade radial em nenhuma das duas fronteiras,

este termo é nulo: v(R,) = v(R;) = 0;
— (II) R, e R; nao variam em relagao a 6, logo 0R,/00 = OR;/00 = 0;

— (III) R, nao varia em relacao a z, logo 0R,/0z = 0, e ndo ha velocidade

na parede interna, logo u(R;) = 0.

A partir destas premissas, a equacao B-13] reduz-se a:

o [Fe o [F
— wdr + — rudr =0 (3-19)
00 R; 0z R;

Resolvendo-se as integrais de w e u obtém-se:
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fio dp it 2 2 (RS — 1Y)
— (9P _ i _R2) |1 = Ve T M)
o reae = (3o (S0 o - - ™

() (0 () 55|

s [0 (7)) o™

fio dp R; 1 2 2 2 2
/Ri wdr = 9621 {2Ri [R2In(R,) — R} In(R;) — (R2 — R})(1+ K)]

(- ) ()]
+WR; {m (%) [1 + %3&2)] —~ %} (3-21)

sendo K dado pela equacao [B-13]
Substituindo-se as equacoes B-21] e B=20] na equacao da continuidade [33
e separando-se os termos que dependem da pressao para o lado esquerdo,

obtém-se:

0 op 0 dp\ 0 0
= (01%) + 9 (Cza) = ag(cow) + aZ(COU + Cypg) (3-22)

o = gt [ (7)) - .
Cow = —WR, {111 (%) {1 + ﬁ} — %} (3-24)

o = { L[R2 n(R,) — R n(R;) — (R — R3)(1+ K)] —

2u | 2R
R, Kln(Ri) _ % + K) In (%)} } (3-25)

— R 2 o (RS — RY)
e = () {m-m[1- 4

(i) (7em (7)) - 37)] ) oo
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As expressoes de Cyy e Cop correspondem as parcelas da equacao da
continuidade que nao dependem da pressao.

A equacao diferencial B=22, que corresponde a uma equacao de Poisson,
descreve a variacao de pressao ao longo da bomba e nao tem solugao analitica,
portanto serd resolvida numericamente. Uma vez conhecido o campo de
pressao, o campo de velocidade é determinado pelas equacoes B-11] e [3-121

Para resolver a equacao impoe-se as seguintes condigoes de contorno

para a pressao:

— em z: valores de pressao na entrada e na saida da bomba;
p(z=0)=P.
p(Z = Lb) = Ps

— em #: condicao de periodicidade.

p(6 = 0) = p(0 = 2r)
96 = 0) = 22(0 = 2m)

3.1.2
Regime Transiente

Nesta segunda etapa da geometria axisimétrica, o referencial é fixo no
laboratério. O rotor move-se axialmente com velocidade constante, de modo
que a geometria varia com o tempo, como pode ser visto na figura 3.5l Esta
configuragao equivale a uma mudanca de referencial, na qual o movimento re-
lativo entre os dois componentes da bomba é observado externamente, carac-
terizando um regime transiente. Lembrando que neste modelo as propriedades
do fluido nao variam com tempo, esta situacao poderia ser denominada de
pseudo-permanente, uma vez que somente grandezas geométricas variam tem-

poralmente.

Pe ./\/\/\ s

—
r U

-

Figura 3.5: Geometria simplificada, com movimento axial do rotor

Dado que o estator nao se move e que o rotor desloca-se axialmente, os

termos da equagao B=17 da sub-se¢ao .11l recebem a seguinte interpretacao:
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— (I) Como néo existe velocidade radial em nenhuma das duas fronteiras,

este termo é nulo: v(R,) = v(R;) = 0;
— (II) R, e R; nao variam em relagao a 6, logo 0R,/00 = OR;/00 = 0;

— (III) R, nao varia em relagao a z, logo 0R,/0z = 0. Como a parede

interna do tubo senoidal estd se movimentando axialmente, u(R;) = U.

Logo, permanecem os seguintes termos na equacao da continuidade:

R, R, .
%/R. wdr—k%/}{ rudr 4+ {U(RZ)%RZZ} =0 (3-27)

A derivada de R; em z é obtida a partir da funcao senoidal que representa

a superficie do rotor, dada pela equacao [3-10, e tem a seguinte forma:

OR; _ 2m (R — R;) o (27rz )

0z L 2 T U

7 (3-28)

A movimentacgao axial do rotor implica na seguinte mudanca na condicao

de contorno da componente axial da velocidade :
~u=Uemr=R,,
~—u=0emr=R,.
Ou seja, mantém-se a condicao de nao deslizamento quando se define
que a componente axial da velocidade é nula na parede do estator e assume

um valor constante na parede do rotor. Com as novas condicoes de contorno, a

integracao da equacao gera a seguinte expressao para o perfil de velocidade

axial:
G ROR(CERO)

Comparando-se a equacao 329 com a B-TTl observa-se que o movimento
axial do rotor acrescentou um termo de U, independente da pressao, ao perfil
de velocidade.

Integrando a equacao [3-29 ao longo do raio, obtém-se:
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[ o= (G2m) (S {e-m - (B57)
() (2 () -5

Lt g e S

Da equacao B=30 extrai-se um novo termo Cyyr, dado pela equacao [B=31],
que em relagao a equacao [3-23] recebe um sinal contrario e um termo a mais

de U, em decorréncia da mudanca de referencial.

_ U oy (B _(Bo—RY)] U o o
Cov = D) {Roln<E> 5 +5 (B = RY) (331

Como as condigoes de contorno para a componente tangencial da veloci-
dade nao se modificaram, as equacoes e e B=21] continuam as mesmas do
regime permanente.

Substituindo-se as equagcoes B-21] e na equacao da continuidade [3]
27, esta assume a forma da expressao a seguir, que representa equacao

diferencial parcial para o campo de pressao com o rotor em movimento:

% (@%) + % (@%) = %(OOW) + %(COU + Capg) — RiU%(S"?’Q)

Na equacao observam-se duas diferencas em relacao a equacao [3-22]
ambas no lado direito onde estao os termos independentes da pressao: uma nova
expressao para o coeficiente Cyy e um termo adicional relacionado a variacao
da posicao do rotor.

Da mesma forma que a equacao B-22] a equagao de Poisson que
descreve o campo de pressao do modelo em regime transiente nao tem solugao
analitica, portanto sera resolvida numericamente. Sao consideradas as mesmas
condicoes de contorno da secao B.I.1] para a pressao. Uma vez conhecido o

campo de pressao, o campo de velocidade é determinado pelas equacoes [3-29]

el-12

3.2
Modelo para BCP com Estator Rigido e Lébulo Unico

Nesta secao o modelo é aplicado a geometria e cinemaética reais da BCP
de estator rigido e l6bulo tnico (singlelobe), com centro de referéncia das

coordenadas posicionado na hélice central do rotor.
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3.2.1
Geometria da BCP

As BCP sao compostas por dois elementos denominados estator e rotor.
O rotor é um sélido no formato de uma hélice externa, que gira dentro de um
estator moldado no formato de uma hélice dupla interna.

A geometria desta bomba é baseada em duas curvas paramétricas: uma
hipocicléide e uma hélice. A hipocicléide, definida como o lugar geométrico
formado de um ponto sobre um circulo que gira internamente sem deslizar
sobre outro circulo, descreve as secoes transversais do rotor e do estator. A
relacao de raios entre o circulo interno e o circulo externo define o nimero de
l6bulos desta secao transversal, sendo que o rotor tem um lébulo a menos que
o estator.

Na BCP monolobular os dois elementos sao descritos por hipocicléides
de mesma ordem. A secao do rotor é obtida diretamente a partir do desenho
da secao lobular e a se¢ao do estator surge quando se extrai a se¢cao lobular de
uma sec¢ao circular.

A hélice é a curva formada pelo lugar geométrico de um ponto que
se move sobre a superficie de um cilindro e é caracterizada pelo angulo,
pela excentricidade e pelo passo. O angulo define a trajetéria do ponto, a
excentricidade representa o raio da hélice e o passo é a distancia percorrida
pelo ponto até dar uma volta completa.

A superficie gerada pela hélice quando descreve uma revolucao é de-
nominada helicdide, cujo raio é a excentricidade. Ou seja, o centro da secao
transversal do helicdide descreve uma hélice ao longo do eixo de centro do
solido, de forma que a excentricidade corresponde a distancia entre os centros
das segoes transversais do rotor e de sua helicoide. Na BCP, a excentricidade
do rotor e do estator deve ser a mesma para permitir o movimento relativo
entre eles.

O espago existente entre o estator e o rotor é conhecido como cavidade,
cujo volume é definido pelo passo, diametro e excentricidade do rotor, e folga
existente entre o rotor e o estator. Quando as se¢oes transversais lobulares
seguem o caminho descrito pelo helicéide, obtém-se o volume lobular, que
forma as cavidades da BCP, como pode ser visto na figura

Cada cavidade tem um comprimento igual a um passo de estator e tem
forma espiralada ao redor do rotor. A secao da cavidade varia continuamente
ao longo do eixo do estator, desde zero a um maximo e voltando para zero. As
bombas de 16bulo tnico (singlelobe) sao caracterizadas pela relagao 1:2 entre
o numero de passos do estator e do rotor.

A figura [3.7 mostra um corte transversal de uma BCP singlelobe, de-
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monstrando as segoes de seus dois componentes, com uma representacao da
circunferéncia descrita pelo helicoide.

Quando o rotor esta inserido dentro do estator, formam-se uma série de
cavidades que, com o giro do rotor, movimentam-se axialmente da suc¢ao para
o recalque da bomba, promovendo a acao de bombeio. Além do movimento de
rotagao, o rotor translada na se¢ao do estator, como mostrado na figura

Na figura apresentam-se os principais elementos que serao utilizados
para descrever a geometria da segao transversal da BCP. A regiao do escoa-
mento é definida pela area interna do estator menos a area externa do rotor.
Nesta figura ressalta-se a excentricidade, definida pela distancia entre o centro
do estator e o centro da hélice do rotor, e onde se observa que o comprimento

da linha correspondente ao movimento de translacao do rotor é igual a quatro

i i RS
3
Lp
7 R,

-

Figura 3.6: Secao longitudinal de BCP singlelobe
ESTATOR

ROTOR

Circunferéncia
descrita pela |
helicoide . -t

Figura 3.7: Secao transversal da BCP singlelobe
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vezes a excentricidade.

No presente modelo, aplicavel a BCP monolobular, o centro de referéncia
das coordenadas foi estabelecido no centro do rotor (Cr), caracterizando um
referencial nao estacionario. Dado que o estator é rigido, nao ha interferéncia
com o rotor, portanto R, > R,. Assim, a secao transversal do escoamento
varia radialmente de R, (raio do rotor) a R, (superficie interna do estator),

definindo os limites da integracao na segao radial:

— Limite inferior: R,, raio da secao do rotor, que é um valor fixo porque

que o centro de referéncia foi posicionado na hélice central do rotor.

— Limite superior: R,, que representa a distancia do centro do rotor até a
superficie do estator, é descrito em funcao das caracteristicas geométricas
da bomba. R, varia de R, que ¢ o menor raio da se¢ao do estator até
um valor maximo posicionado na calota oposta do estator. Logo, R, é

uma fungao de z e 0, ou seja, R, = R,(z,0).

Da figura extraem-se algumas variaveis auxiliares, criadas para des-
crever a posicao de um ponto sobre a superficie interna do estator:
Og: angulo entre o eixo horizontal marcado pelo centro do rotor e a linha

central do estator.

21z TZ
Og = = — 3-33
§ Pst Pr ( )

onde Py e P, sao respectivamente os passos do estator e do rotor.

desgr: distancia entre os centros do rotor e do estator que é funcao de z,

0 e t, conforme expressao a seguir:

0,C, = desr = 2FE cos(Qt — Og) (3-34)

da qual deduz-se que: —2F < dcsr < 2E.
Conforme mostra a figura B.10, a secao transversal da BCP foi dividida
em quatro regides, a fim de facilitar a deducao de expressoes geométricas que

descrevam a superficie interna do estator.

Figura 3.8: Translacao do rotor na secao transversal da BCP
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do estator

Secdo do

_rotor

Rs— /.|

| Centro do
estator |

| Centro do
rotor

N

] /\/
V
V
oy

4E 2E - - Eixo de simetria
do estator

Figura 3.9: Elementos geométricos da secao transversal de BCP singlelobe

As secoes I, II, III e IV sao definidas pelos angulos formados pela linha
central do estator e a reta que liga o centro do rotor aos pontos que definem

os extremos das regioes A, B, A", B":

aq: angulo entre a linha central do rotor e as retas C.A e C, A’.

R,
o = arctan (m) (3-35)

ap: angulo entre a linha central do rotor e as retas C,. B e C,.B’.

Figura 3.10: Regioes da secao transversal da BCP

Secao transversal
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R,
= arct _ 3-36
ay = arctan (QE n dCSR) (3-36)

Para uma sec¢ao transversal da BCP e um instante definido (ou seja,
para um dado z e t), calculam-se os valores de R, em fungao de 6, criando-se
a superficie interna do estator. As expressoes de R, para cada uma das quatro

regioes da figura 310 sdo apresentadas a seguir.
— Regiao I (figura B.11)):

Ry = (2B — deuy) cos(0 — O) + 1/ B2 — (2F — doyy)?sin’(0 — O) (3-37)

Figura 3.11: Regiao 1 da secao transversal da BCP

— Regiao II (figura [3.12):

Ry = —(2E+d.) cos(0—O5)+1/ B2 — (2E + doyy)? sin?(0 — O5) (3-38)

B
i
il
Al

Cs

Figura 3.12: Regiao 2 da secao transversal da BCP

— Regiao IIT (figura B.13)):

R, = R ¥ (2B — doy)? { (3-30)

sin o }

sin(f — Og)
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Figura 3.13: Regiao 3 da segao transversal da BCP

— Regiao IV (figura B.14):

R, = —\/R?+ (2E — de)? {

sin oy ]

sin(Q - @S)

Figura 3.14: Regiao 4 da secao transversal da BCP

37

(3-40)
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Os valores dos angulos que limitam as regides sao ordenados no sentido
anti-horario, e definem os valores maximo e minimo de # para as expressoes de
R,, em cada uma das regioes.

— Limite A = (al — ,);

— Limite B = (7 — 05 — a2);
— Limite B’ = (7 + a2 — ©y);
— Limite A’ = (27 — al — O,);

— Regiao I: Limite A’ < 6 < Limite A

— Regiao II: Limite B < § < Limite B’
— Regiao III: Limite A < § < Limite B
— Regiao IV: Limite B” < 6 < Limite A’

3.2.2
Descricao da Cinematica

A secao transversal do rotor descreve movimentos de rotacao e translacao,
como se pode ver na figura3. 15l que demonstra posicoes discretas do rotor, num
corte transversal da BCP, para diferentes instantes de tempo, representados

por angulos de rotagao.

0° 90° 180° 270° 360°

Figura 3.15: Movimentacao transversal do rotor

Para apresentar os componentes cinematicos da BCP relacionados com a
rotacao do helicéide, numa dada secao transversal, apresenta-se a figura [3.16],
onde sao assinalados dois pontos referenciais, nas superficies do rotor (P) e do
estator (Q).

A coordenada angular do ponto P sobre a superficie do rotor é dada por:
0 = v + Qt, onde v representa a posigao inicial do ponto e €2 é a rotagao.
Este ponto descreve uma rotacao no sentido anti-horario, dado que o helicéide
descreve uma rotacao horaria.

As coordenadas cartesianas do centro do rotor (referencial neste modelo),

em relacao ao centro do estator, sao dadas por:
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Figura 3.16: Variaveis para descrever o movimento do rotor

Xesr = degr c08(04) = +2F cos(Qt — Oy) cos(Oy) (3-41)
Yesr = —desr Sin(O5) = —2F cos(Qt — O4) sin(Oy) (3-42)

A velocidade do centro do rotor, portanto, sera descrita pela seguinte
LT o o o -
soma vetorial: Vs, = Vx,_,, + Vi, , onde os vetores nas diregoes = e y sao dados

por:

Vx,o = 3§§sr = —2FEQsin(Q2t — O4) sin(Oy) (3-43)

> a}/csr

VYCST = at

= +2EQsin(Qt — O,) cos(O) (3-44)
O ponto P tem as seguintes coordenadas:
Xp = Xesr + Ry cos(0) = Xegr + R, cos(y + Q) (3-45)

Yp = Yo + R, sin(f) = Yo + R, sin(y + Q) (3-46)

— —_— —
A velocidade de P é dada pela soma vetorial Vp = Vx, + V4, onde os

vetores nas direcoes x e y sao dados por:

— X X
v 0Xp  O0Xesr N OR, cos(0)

Xp = "oy ot ot

—  0Yp  OYe OR,sin(0)
Yo = r =750 T a

= Vx,., — R.()sinf (3-47)

=W, + R,Qcosf (3-48)
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Escrevendo a velocidade de P em relagao ao referencial do modelo que

, L. e e e .
estd posicionado no centro do rotor: Vp = Vp + V4., cujos componentes = e

Y sao:
e
Vxp.., = Vxp — Vx,..,, = —R,Qsinf (3-49)
—
VYPcs'r‘ - VYP - VYCS’V‘ - +R7"Q COSO (3'50)

Sobre a superficie do estator define-se o ponto Q, cuja velocidade, em
_ . , e — —
relacao ao referencial do modelo, ¢ dada por: Vs = Vg — Vi,

—
Dado que o estator nao se move, a velocidade de Q) resume-se a: Viesy =
—
—V,sr, cujos componentes sao:

VXge = T2Esin(Q — O4) cos(O;) (3-51)
Woeor = —2EQsin(Qt — ©,) sin(O,) (3-52)

Para transformar as equacoes acima para coordenadas cilindricas sera

utilizada a matriz de transformacao a seguir:

V., cos sin 6 Vi
Vy —sind cos 0 V,

A partir das expressoes da cinematica da BCP pode-se escrever as
equacoes das velocidades nas superficies do rotor e do estator, em relacao

ao referencial do modelo, em coordenadas cilindricas.

~ v(R,) = Vx,..,, cos0 + Vy,,,, sin = +2EQsin(Qt — ©,) cos(O;)

~ w(Ry) = —Vx,,,, sinf + Vy,  cost = —2EQsin(Qt — ©,) sin(O,)
v(R,) = Vxp,., cos0+Vy, sinf =0

— w(R,) = —Vx,,., sinf + Vi, cosf = QR,

3.2.3
Desenvolvimento do Modelo

Para aplicar as equagoes do movimento a geometria e ao funcionamento
da BCP deve-se inicialmente definir as condig¢oes de contorno para as expressoes

das trés componentes da velocidade.
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Nas superficies do estator e do rotor existem somente as componentes
radial e angular de velocidade, sendo o movimento do rotor responséavel pela
componente angular de velocidade.

Na superficie do estator tem-se as seguintes condigoes:

— u(R,) =0,
— v(R,) = Vg, = 2EQsin (2t — O) cos (6 + Oy),
— w(R,) = Wgo = —2EQsin (Qt — ;) sin (0 + O).

Na superficie do rotor, as condigoes de contorno sao:

o U(Rr) =0,
- U(R’!‘) = O,
- w(R,) = R

onde €2 é a rotacao do helicéide do rotor, que gira no sentido horario.
Com estas condig¢oes de contorno, a componente angular de velocidade

serd dada por:

_OpR, [ r 1 T R, 1
w_5’92,u{Rr [ln(r)— 2+RTK_ . (ln(RT)— 2+K)1}+

WroR, — QR? R? R?
(o) )

A integracao da velocidade tangencial na secao transversal da BCP

resulta na seguinte expressao:

/Rowdr = PR (R - (R — (B2 R)(1+ K)| +
i 902 \ 2R, Lo M) = Ayt = (e = Ay

R, [(m(Rr) - % + K) . (%)} }
()

R
~R’QlIn | =2 3-54
2o () (354

A componente axial de velocidade permanece a mesma expressao apre-
sentada na equacao B=11] da se¢ao B.I.1] sendo que o termo de U é nulo.
Na equagao da continuidade, dadas as condigoes de contorno apresen-

tadas, restam os seguintes termos:
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RO RO
%/ rudr + % / wdr — w(Ro)6R0 — R,w(R,) =0 (3-55)
R, R,

que pode ser escrita da seguinte forma:
0 dp 0 op\
% (Ol%) + & (C’Q&) -
0 0 oR,

—(Cow) + 5-(pgCs) +w(Ro)—,-

5 - + Rou(R,) (3-56)

onde Cyy é dado pela expressao a seguir:

- 2 2 P2
C[)W _ _ (WRORO QRT) |:(Ro Rr) _ R2 In (%):| _

R2 — R2 2 "
R’Q1n (R“) (3-57)

Os termos C] e ()5 sao os mesmos da sub-secao [3.1.2

Para resolver a equacao [B=56], assim como foi feito para as equacoes
e B=32 impoe-se as seguintes condigoes de contorno para a pressao:
— em z: valores de pressao na entrada e na saida da bomba;
— em 6: condicao de periodicidade.
O termo da derivada de R, em relacao a 6 é obtido das expressoes

apresentadas na sub-secao B2l Para cada regiao da segdo transversal do

estator tem-se uma expressao de dR,/00, apresentadas a seguir.

— Regiao I:
2FE —d 294in(0 9
it = —2F —dgsrsin(0+0,) — ( csr)"2sin(0 + O;) cos(0 + O,)
% VR?— (2E — desr)?sin(0 + O,)
— Regiao II:
2F 29 6i
Ok, = 2F + dosgsin(f + O,) — (2E 4 desr)?2sin(0 4+ O5) cos(f + Oy)
0 VR — (2E + dgsr)?sin(6 + ©)
— Regiao III:
OB, __p cos(0+0,)
00 " Tsin’(6+ 0,)
— Regiao IV:
IR, cos(6 + O,)

00— Tsin?(6 + ©,)
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Finalmente, da mesma maneira indicada para as equacoes [3-22] e [3-32],
resolve-se numericamente a equacao de Poisson [3-50] para obter o campo de
pressao no interior da BCP. Determinado o campo de pressao, determina-se o

campo de velocidade a partir das equacoes B=11] e [3=53]
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