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5
A demonstracao original

Nesse capitulo noés apresentamos a demonstracao original do Teorema A,
que afirma que a versao de Paris e Harrington para o Teorema de Ramsey,
embora seja um teorema em ZF, ndo pode ser demonstrada em Aritmética de
Peano.

Em linhas gerais, a demonstragao do Teorema A consiste em mostrar que,
em PA, a Afirmacao A implica na consisténcia de PA e, portanto, contradiz o
Segundo Teorema de Incompletude de Gédel (Teo. 3).

Uma passagem intermediaria dessa demonstracao envolve a construcao
de uma teoria T, expressa na linguagem de PA acrescentada de infinitas
constantes ¢;, ¢ € N. Identificaremos conjuntos finitos com listas finitas em
ordem crescente; listas serao indicadas por letras em negrito. Escrevemos ¢ < k
(resp. k < i) para dizer que ¢ < ky < --- <k, (resp. k; < --- <k, <) onde r
é o tamanho da lista k. Para cada subconjunto finito ¢ = iy, ...,7, de N, seja

c(4) a lista de constantes ¢;,, ..., ¢

Definicao 22. Os axiomas da teoria 71" sao os seguintes:

(i) As equagoes recursivas usuais que definem +, -, <, mais os axiomas de

inducao, restritos as féormulas limitadas.
(ii) Para cada natural 7 temos o axioma (¢;)? < ¢4 1.

(iii) Sejam k, k' listas de naturais e seja z uma lista de variaveis, todas de um
mesmo tamanho r. Para cada i < k, k’ e cada férmula limitada ¢ (y; 2)

temos o axioma:
Vy <, [U(y;c(k)) < ¥(y;c(k'))].

Proposicao 23. Cont = Conpa.

Dado um modelo 2 de T' devemos construir um modelo J de PA. Seja
AF Tesejal = {a € A:3Ji € Na < ¢} um segmento inicial de 2A e
J=(I,+,-,<). A proposigao 23 estara demonstrada ao provarmos que J ¢ um

modelo de PA.
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Para toda formula 6(y) de PA, defina uma formula limitada
0*(y,z) da seguinte maneira. Escreva 6 na forma normal prenex, digamos
dzy... Vo, p(x;y), onde ¢ é livre de quantificadores. Entao 0*(y, 21, ..., 2,) é
a formula 3z < z1...Vz, < z. p(x; y).

Lema 24. Dadosi < k,a < ¢;, e0(y), onde k, a ey todos tem o comprimento

apropriado,

JEf(a) <= AE 0" (a;c(k)).

Prova do Lema: Demonstraremos o Lema 24 por inducao na féormula 6.
Suponha que 0(y) seja da forma Iz ¥ (z, y) (os outros casos sao analogos). Logo
0*(y;z) ¢ Jx < z1Y*(x,y; 22, ..., z). Repare que, por defini¢do, J F f(a) <
db € J; T E ¢(b,a). Pela hipotese de indugao, J F ¢(b,a) < A E ¢*(b, a; c(j))
para algum j (onde minj é suficientemente grande) e, isto ocorre se, e
somente se, para algum k’ (novamente, onde min k’ é suficientemente grande)
A E 0*(a;c(k’)) que, por 22(iii), é o caso se, e somente se, 2 F 0*(a; c(k)). O

Lema 25. J é um modelo de PA.

Prova do Lema: Segue da estimativa (ci)2 < ¢iz1 que I é fechado pela soma
e pelo produto. Isso posto, o Lema 25 se reduz a uma conseqiiéncia imediata
do Lema 24 uma vez que 22(i) garante que para toda 6, 2 satisfaz indugao

para 0*. 0

Nosso resultado principal serd o seguinte:
Proposicao 26. A Afirmacao A implica em Conr.
Fica claro, pelas Proposigoes 23 e 26, que

Ve,r,k € NyaM, M — (k)¢] = Conr :>300npA

Prop. 26 Prop. 2

e segue, pelo Segundo Teorema de Incompletude de Godel (3), que a Afirmagao
A nao pode ser demonstrada em Aritmética de Peano.

Precisamos agora demonstrar em PA a Proposi¢ao 26 e faremos isso
associando, para cada sequéncia y quantificada no axioma (iii) de T, uma
particao P construida de forma que a condigao de indiscernibilidade para um
dado y seja equivalente a existéncia de um conjunto homogéneo para a F
associada. Os resultados sobre particoes que demonstraremos a seguir irao nos

permitir construir adequadamente essas F.

Lema 27. Dadas particoes Py e Py de [M]° em 1y e r; pedacos, existe uma
particao P de [M] em 1o - r1 pedagos tal que para H C M, H é homogéneo

para P se, e somente se, H é homogéneo para ambos Py e P;.
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Prova do Lema: Basta considerar P(a) = (Py(a), Pi(a)). O

Lema 28. Um conjunto H C M é homogéneo para uma particao P de [M]°
se, e somente se todo subconjunto de H com cardinalidade e + 1 é homogéneo

para P.

Prova do Lema: Uma das implicagoes ¢ trivial. Para a outra, suponha que
H nao seja homogéneo e tome a,a € [H]¢ com P(a) # P(a). Troque os
elementos de a pelos de @ um a um para obter uma sequéncia de conjuntos
ay = a,ay,...,a; = a tais que a; e a;;, diferem por um tnico elemento.
Tome i tal que P(a;) # P(a;t+1). O conjunto a; U a1 tem e + 1 elementos e

nao ¢ homogéneo. O

Notagao 29. Seja \/r = [/ ], onde [z] é o menor natural s tal que s > .

Observe que, dado um r natural, temos que max(r,7) > (14 2/r).

Dada P : [M]®* — r definimos P’ : [M]*"™! — (1 + 2/r). Seja s = /1.
Defina fungoes @) e R (associadas, respectivamente, a quociente e resto) ambas
indo de [M]¢ para s de acordo com a equagao P(a) = s - Q(a) + R(a). Note
que b é homogéneo para P se e somente se for homogéneo para () e para R.
Para todo b = by, ..., be,bey1 em [M]¢H) defina b = by,. .., b.. Definimos P’

por:

0, se b for homogéneo para () e R,

P'(b) = < (0,R(b)), se b for homogéneo para @ mas nio para R,
, , se b nao for homogéneo para Q).
1, Qb b nao for h Q

Lema 30. Para todo H C M de cardinalidade maior que e+1, H € homogéneo

para P se, e somente se, H é homogéneo para P’.

Prova do Lema: Seja H de cardinalidade maior do que e + 1. Se H for

¢l b é homogéneo

homogéneo para P entdo claramente, para todo b € [H]
para P donde P’(b) = 0. Assim H é homogéneo para P’.

Suponha agora H homogéneo para P’. Se P'(b) = 0 para todo b € [H|*™!
entdao P ¢ homogéneo em b para todo b € [H|! e, pelo Lema 28, P ¢
homogéneo em H. Os outros casos levam ao absurdo. Suponha, por exemplo,
que P'(b) = (0,i) para todo b € [H|*™. Sejam a; < ay < ... < a. <
Uet1 < Qoo elementos de H e seja b = {aj,as,...,a.,aer1}. Por definigdo
de P'; R({a1,as,...,a.}) =i e R nao é homogéneo em b. Existe portanto j €

{1,2,...e} tal que R(b~ {a;}) = R({a1,as,...,aj-1,aj11,...,Ge, Qes1}) F 0.
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Seja b=bU {@eq2} ~{a;} ={ar,a2,...,aj_1,0;41,. .., ac, Qet1, Qeqo}. Temos
(b) = b~ {a;} o que contradiz P'(b) = (0,4). O caso P'(b) = (1,i) ¢ analogo
trocando R por Q. O

Lema 31. Considere, para todo i < n, partigoes P; : [M]|% — r;. Seja

¢ — r tal que

e = max;(e;) e r = max(r;, 7). Erxiste uma particao P : [M]
para todo H C M de cardinalidade maior que e, H é homogéneo para P se, e

somente se, H é homogéneo para todas P;.

Prova do Lema: Basta combinar os resultados dos Lemas anteriores e da

observacao 29. O

Prosseguimos agora enunciando uma proposicao que é construida para
implicar na consisténcia da teoria T'. Os itens 32(ii) e 32(iii) correspondem as
partes equivalentes de 22. Se mostramos que a versao Paris-Harrington para o
Teorema de Ramsey implica na Proposigao 32, teremos

Ve,r, k € N,aIM, M —— (k)¢] e Proposicao 32 e Conr,

e o Teorema 26 estard demonstrado tao logo os Lemas 35 e 36 se encontrem

enunciados e demonstrados.

Proposicao 32. Para todo e, k,r existe um M tal que para toda familia
(Pe; & < 2M) de partigoes Py : [M]¢ — r, existe um X, card(X) > k tal que:

(ii) Se a,b€ X ea <b, entio a*> < b.

(1ii) Sea e X e <2 entao X ~{0,1,...,a} € homogéneo para P%.

Para demonstrar em PA que a Proposi¢ao 32 é conseqiiéncia da Afirmacgao
A sera necesséario encontrar uma maneira de obter conjuntos homogéneos que
cresgam rapidamente.

Escreva expy(n) = 2". Seja 3 : N — N definida por 3,, = exp4(1) ou,
equivalentemente, Jy = 1 e 3,41 = 27». Observe que, para todo natural n,
3, > 2"

Lema 33. Dado M suficientemente grande, existem r e uma particao R :
[M)* — r tais que para todo X C M, se X é R-homogéneo e card(X) >
max(2, min X), entdo para todo x,y € X, x <y implica que 3, < y.

Prova do Lema: Seja Q : [M]' — 4 definida por Q(a) = min(a, 3). Dado X
nao unitario homogéneo para particao @, é facil ver X sera homogéneo de cor
3 para () e, portanto min X > 3.

Seja Py : [M]* — 2 definida por
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1 se2+z<y

0 caso contrario

P0($,y) = {

Seja X = {ai,aq,...,ac}, card(X) = C' > max(2, min X). Caso X seja
()-homogéneo, temos que Fy(ai,ac) = 1, pois cardX > min X > 3. Assim, se
X é Py-homogéneo, terd que ser homogéneo de cor 1. Observe que, neste caso,
para todo n < C, a,41 > 2 + a, e, portanto, ac > 2(c — 1) + a3 > 2a;.

Agora, tome P, : [M]*> — 2 definida por

1 se2z <y
Pi(x,y) =
1( v) 0 caso contrario

Note que, se X é homogéneo para ambas @ e Fy, temos P;(aq,ac) = 1.
Para todo n < C temos que X P;-homogéneo implica em a,.1 > 2a, e,
portanto, ac > 2 tag > 2%.

Seja P, : [M]* — 2 definida por

Py, y) = 1 se2x<y”

0 caso contrario

De modo anéalogo, se for homogéneo para as particoes @), Fy, P, e Ps,
X serd homogéneo de cor 1 para P, e teremos a,.; > 2°. observe que
ac > exp§Hay) > exp§TH(2) = D¢ > o,

Concluimos o argumento definindo P : [M]? — 2 como

0 caso contrario

Basta agora utilizar o Lema 31 para combinar ), Fy, P;, P, e P; em uma

s6 particao, obtendo assim a R desejada. a

Vale observar que a demonstracao do Lema 33 nos permite facilmente
estender o resultado para funcoes que crescam ainda mais rapido que 3,
iterando a fungao da partigao Py para construir a particao Pyy;.

Antes de enunciar o Lema 35, vamos precisar demonstrar o Lema que

segue:

Lema 34. Sejam P : [M|¢ — s, e > 2 e m dados. Eziste uma P*: [M]® — ¢,
onde s depende apenas de e, m e s, tal que se existe Y C M homogéneo
para P* com card(Y) > max(e,minY), entdo existe um X C M tal que X €
homogéneo para P, card(X) > max (e + 1, Jin x)-

Prova do Lema: Seja h(a) o maior = tal que 3, < a. Para a = a4, ..., a,,
seja hg = h(ay),...,h(a.). Seja S : [M]¢ — s+ 1 definida por:
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S(a) = { P(hg) se temos h(ay) < ... < h(ae),

s, caso contrario.

Seja R como no Lema 33. Use o Lema 31 para combinar R e S em
pP* : [M]* — §. Tome Y como na hipétese e defina X = h(Y). Se YV ¢
homogéneo para P* teremos X homogéneo para P, uma vez que se b € [X]°
entdo b = h, para algum a € Y. Além disso, temos que S(a) # s pois como Y’
¢ R-homogéneo, cada elemento de Y é levado por h num elemento distinto X.
Temos entao que card(X) = card(Y) > minY, mas a defini¢do de h implica

que Jpinx < minY entdo temos card(X) > 3, x como queriamos. O
Lema 35. A Afirmacao A implica na Proposi¢ao 32.

Prova do Lema: A Afirmacdo A nos garante a existéncia de um M, a idéia
é fazer com que esse M atenda as exigéncias da Proposicao 32. Tome e, r, k
dados e seja ¢ = 2e + 1.

Defina R : [M]*> — r como no Lema 33. Observe que, num conjunto X
R-homogéneo com card(X) > max(2, min X), temos que Vz,y € X, 3, <y e,
portanto, r? < y. Isso satisfaz o item (ii) da Proposigao 32.

Dada qualquer familia P; : [M]° — r para £ < 2™ defina a particdo
S : [M]¢ — 2 por:

0 se temos que P¢(b) = P¢(c), V& < 2°.

1 caso contrario.

S(a,b,c):{

Observe que, se X é homogéneo de cor 0 para a partigao .S, temos que,
dado um a € X, vale que V¢ < 2%, X \ (a + 1) é homogéneo para P, o que
satisfaz o item (iii) da Proposigao 32.

Teremos que controlar o tamanho de X para garantir que ele é grande
o bastante para nao poder ser S-homogéneo de cor 1. Para isso, defina @)
uma particdo tal que Q(r) = min(xz,p). E facil ver que todo conjunto X Q-
homogéneo com mais de um elemento é necessariamente homogéneo de cor p
e, além disso, min X > p. A idéia agora é forcar que a cardinalidade de X
dependa de uma func¢ao de min X para entao escolher um p apropriado.

Usando a Proposicao 31, combinamos ), R e S em uma tinica P e usamos
o Lema 34 para obter P* : [M]¢ — s'. O valor de s’ depende somente de
e/ =2e+1 e de p. Usando a Afirmacao A, obtemos um conjunto M tal que
M —— (¢/ +1)5. O Lema 34 nos garante que existe um X C M homogéneo
para P (e conseqlientemente para @), R e S) com cardX > 3, x-

Definimos X’ = X \ d, onde d = dy,...,d, sdo os ultimos e elementos

de X. Seja ie = Pe(d), a &-cor da tltima e-upla de X. Se mostramos que para
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todoa < by < ... < b em X' e todo & < 2% vale que FP¢(b) = i¢, podemos
concluir que X' satisfaz os axiomas da Proposicao 32. Basta entdao mostrar
que S(a, b, ¢) = 0 para alguma (e, pela homogeneidade, para toda) (a, b, ¢) em
[X]2e+1,

Tome a = min X e considere e-uplas consecutivas de X \ {a}. Cada uma
das P pinta e-uplas de X \{a} por uma dentre r cores. Nossa escolha inicial de

2minX . s .
dessas e-uplas e, pelo principio

p tem que ser tal que existam mais que r
da casa do pombo, temos b, ¢ tais que P:(b) = P(c) para todo £ < 2minX,
Assim, a exigéncia que precisamos sobre a cardinalidade de X é da ordem de
C - 2minX para alguma constante C' que depende apenas de e, r e k e como
temos que cardX > T, x > 3, basta tomar p grande o bastante para que

fs(p) > C - 2P e concluimos a demonstragao. a
Lema 36. A Proposicio 32 implica em Conrp.

Prova do Lema: Dado um subconjunto finito S de T, sejam ¢y, ¢y, ..., Cr_1
constantes de S. Vamos usar a Proposicao 32 para mostrar que S tem um
modelo da forma (N;+, - xq,...,2x_1), onde g, ..., 2,1 sd0 0s primeiros k
elementos do conjunto X dado por 32. Esse modelo claramente satisfaz 22(i)
entao s6 precisamos nos preocupar com os axiomas presentes em 22(ii) e 22(iii).
A parte (ii) de 32 cuida dos axiomas de 22(ii) automaticamente, bastando entao
adaptar nossas parti¢goes de modo a lidar com os axiomas de 22(iii).

Usando uma construcao analoga a presente no Lema 1, podemos associar
cada ¢ € N a uma seqiiéncia finita crescente a(¢) de naturais, bastando para
isso observar a expansao de £ em binario. Dessa forma, todas as seqiiéncias
de b sdo codificadas por algum ¢ < 2°. Dada uma férmula limitada v (y; 2)
e uma seqiiéncia a(£) de mesmo comprimento que y, obtemos uma partigao

Fye:[M]¢ — 2, onde € é o comprimento de z, definida por:

Fye(e) = { 0 se ¥(a(§):c)

1 caso contrario

Fixe M e ¢ e, para cada axioma na forma (iii) de 22 ocorrendo em
S corresponde uma féormula limitada 1 (y;z) e portanto corresponde uma
particao Iy ¢. Podemos, pelo Lema 31, combinar todas em uma tnica partigao
P¢ : [M]® — r, onde e e r dependem somente de S, ndo de £ ou M. Agora,
utilizando a Proposi¢ao 32, escolha M grande o bastante tal que (ii) e (iii)
valham para algum X C M para a familia (Pg; & < 2M) e card(X) > k + e.
Agora tome x, . .., xrr_1 como descrito acima e temos que todo axioma do tipo

(iii) ¢ satisfeito. O


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510534/CA




