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Regressao Logistica

Este capitulo foi dedicado a Regressao Logistica, pois se trata de um
método base para o entendimento do modelo proposto. Porém antes da
apresentacao dos conceitos daquela, faz-se necessario uma introducao aos

Modelos Lineares Generalizados para um bom entendimento deste capitulo.

2.1
Revisao de Modelos Lineares Generalizados (MLG)

Os Modelos Lineares Generalizados foram propostos em (24), com a
finalidade de permitir a modelagem, nao apenas utilizando os modelos lineares
classicos, os quais assumem, dentre outras coisas, que a variavel dependente
(Y;) segue uma distribuigdo Normal (ou Gaussiana). Assim os MLG “s admitem
que Y; possa seguir outras distribuicoes pertencentes a familia exponencial.
No mesmo trabalho é introduzido o conceito de Deviance, que é uma medida

utilizada para comparar os modelos.

2.1.1
Componentes de um MLG

Assim como nos modelos lineares cldssicos, o objetivo dos modelos
lineares generalizados é descrever a relacao entre y;, que sao as realizacoes
da variavel aleatéria Y;, e outras varidveis chamadas regressores (também
conhecidas como varidveis explicativas, preditores ou covaridveis). A realizagao
de uma variavel explicativa, X;, sera representada por x; e, é descrita por
meio de um conjunto de parametros representado por 3, ..., 8y, que ponderam
a combinagao linear dos valores de X;, bem como a um erro aleatério (ou
perturbagao) €;, consegue descrever o comportamento da varidvel dependente

através da seguinte expressao

p
yz‘:zxﬁﬁj"‘ﬁia i=1..,n (2-1)
=1
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ou ainda y; = E(Y;|x;) + €;, onde a principal suposi¢ao sob o erro no caso de
modelos lineares é que o mesmo segue a distribuicao Normal com média zero
e variancia constante e, por conseqiiéncia, a distribuicao da variavel depen-
dente condicional as varidveis explicativas serd Normal com média E(Y;|x;) e
variancia constante.

Descrevendo tal modelo na forma matricial teremos

(7 Ty =1 Ty Tp1 €1
Y2 T2 =1 L22 Tp2 €2
= [ ) + B i +..+ 5 ) +
Yn T, =1 Ton Tpn €n
Y1 I xyy ... oy B €1
Y2 I moo ... @p Bo €2
= +
Yn 1 Lop - Tpn ﬁp €n

que pode ser expressa simplesmente por
y=XB+e

em que y e € sao vetores n x 1, X uma matriz n X p e 8 um vetor p x 1.

Um elemento do vetor y é dado pela expressao
yi:Xiﬂ—i_Ei? 7;:17"'771

que corresponde a forma matricial de (2-1), onde x; = (1, x1;, 29, ..., Tpi)".

A fim de identificar os componentes de um MLG iremos assumir, neste
primeiro momento, que Y7, ..., Y, sao variaveis independentes e normalmente
distribuidas, as quais, também por suposicao, sao independentes, com dis-
tribuicao, nao necessariamente, mas usualmente, Normal e tém variancia con-
stante (02), um Ruido Branco.

Tal variancia também é um parametro desconhecido e, desta maneira,
além dos p parametros representados pelos 3’s, teremos o2 totalizando p + 1
parametros.

Porém diferentemente do caso linear Gaussiano aqui y; = m(X;) +¢€;, onde
¢; assume apenas dois valores dependendo daquele assumido por y;. Se y; = 1

entdao ¢; = 1 — 7(x;) com probabilidade 7(x;). Caso y; = 0, ¢, = —7(x;) com
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probabilidade 1 — m(x;).

Com isso reescrevemos o modelo como

p
E[}/Z|Xl] = W; = Zxﬁﬁj, 1= ]_, N (2-2)
j=1

Expressao que, na forma matricial serd tal que

p=Xpg

Apés a estimagao dos (s podemos encontrar os valores de fiy, ..., fin

escrevendo assim o modelo estimado da seguinte maneira

P
[ = E ziiB;, 1=1,..,n
i=1

O modelo pode ser dividido em trés partes:

— Componente aleatéria: componente da variavel aleatoria Y;, ¢ = 1,...n,
admitindo que a mesma tenha distribuicao pertencente a familia expo-

nencial;

— Preditor linear: representado por n e denominado por
p

nizzxji6j7 7= 1,...,’/’L (2—3)
j=1

— Fungao de ligacao: funcdo g¢(-) monotonica diferencidvel que liga o

preditor linear ao valor esperado de Y, ou seja, g(u;) =i, 1 = 1,..n

2.1.2
Ligacoes Canodnicas
No modelo linear classico, a funcao que ligava o preditor linear ao valor
esperado de Y; era a identidade, pois sendo aquela uma variavel aleatéria com
distribuicao normal, a média e o preditor linear sao idénticos. Em se tratando
de variaveis dependentes que tenham uma distribuicao pertencente a familia
exponencial, porém diferente da Normal, temos disponiveis outras fungoes de
ligacao classicas como, por exemplo, para o caso de uma distribuicao binomial,

em que p € (0,1)
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1. Logito: g(p;) = log (ﬁ)

2. Probito: g(u;) = @1 (u)

onde ®(+) é uma fungao de distribui¢do acumulada Normal padrao
3. Complemento Log-log: g(u;) = log[—log(1 — u)]

Temos também o caso cldssico para contagens, que seguem uma dis-
tribuicao de Poisson, cuja func¢ao de ligagdo é a logaritmica, g(u;) = log(u).
Além das distribuicoes citadas anteriormente, também fazem parte da familia
exponencial a distribuicao gamma e a binomial negativa.

Utilizaremos algumas dessas fungoes na proxima secao, onde abordare-
mos a Regressao Logistica, a qual em seu caso particular mais simples tem uma

variavel dependente dicotomica e possui uma distribuicao binomial.

2.2
Dados binarios (Regressao Logistica)

Como mencionado, o caso mais simples de uma Regressao Logistica
ocorre quando a variavel aleatoria Y; assume apenas dois valores, 0 ou 1. O
primeiro é a ocorréncia de um determinado evento fracasso e o segundo sucesso.
Para isso, teremos que definir a probabilidade de interesse, ou probabilidade de
sucesso, P(Y; = 1) = m; e a probabilidade de fracasso P(Y; =0) =1 — 7.

Para investigar a relagao entre a probabilidade de sucesso 7; e o vetor de

covaridaveis X = (X1, Xy, ..., X,,)’ escrevemos o modelo

p
]E(Y”Xz) :Wi:ZIjiﬁj, ’i:l,...,n
7j=1

Entretanto, como 0 < 7 < 1, dificilmente a igualdade acima é verdadeira.
Desta maneira usaremos uma transformagao g(m) para, corretamente, poder
escrever o modelo. Nosso préximo passo € escolher a transformacao, que sera

chamada funcao de ligacao e assim formalizar a relacao como segue

9(7%') =1

Optamos pela logito (ou fungao logistica) por ser a ligagdo candnica.
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P(Y;:HXZ) T Ld .
1 =1 _ 3. 1 9.4
Og{w:mxi)} Og(l—m) Zfﬁ =1 (24)

A probabilidade 7; pode ser escrita em funcao do preditor linear con-

forme:
1 ilﬂ-z - €Z§:1 Ijl5]7 7/ - ]-7 AR n (2_5>
- 2-6
T T e .
2.2.1

Especificacao do modelo de Regressao Logistica

Antes de descrever os métodos de especificagao do modelo de Regressao
Logistica, serd deduzida a expressao da funcao de Mdaxima Verossimilhanga e
introduzido o conceito de Deviance (ou Fungdo Desvio).

Se olharmos apenas para o caso em que 7 € um escalar temos a funcao de

Mazima Verossimilhanca para yq, ..., yn, realizagoes da distribuicao Bernoulls
(7 ), dada por:

i=1

A expressao do log L(8), também chamada log-verossimilhan¢a é

1(B) = Zyilog(ﬂ) + (n — Zyl> log(l—m), 0 <7 <1.

i=1

Na Regressao Logistica w é funcao de outras covariaveis, xy, ..., T,, assim

temos:
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~ 3" wlogfr(x)] + <n 3 yz-) log[1 — 7(x))] (29

I(B) = Z yilog[m(x;)] + (n - Z yz) log[1 — 7(x;)]

=1

= Zyllog 7(x;)] + nlog[l — m(x;)] Zyl log[1 — 7(x;)]

=1

{Zyzlog[ Xi) )} +nlog[l — (xi)]}. (2-9)

Podemos notar em (2-9) o aparecimento da fungao logito, log [JSZX))},

que é a funcao de ligacao entre o preditor linear e o valor esperado de Y;.

Da qual sabemos que

W(Xi) /
log | ————| = 0'x;
o [1 - W(Xi)l X
e de forma analoga
B'x;
e
() 1+ ef'xi
logo
1
1 W(XZ) 1 + eﬁlxl
entao
B=> [yiﬁ’x,- — log(1 + eﬁ/xi)] : (2-10)

=1

A fung¢ao Desvio, também conhecida como Deviance (ver (19)) é ba-
sicamente a distancia entre a log-verossimilhanca do modelo contendo um
parametro para cada uma das n observagoes (modelo saturado) e o modelo
ajustado para p parametros, medindo assim a qualidade do ajuste. Se o seu
valor for pequeno, indica que o ajuste do modelo com p parametros é préximo

daquele com n e, segundo o principio da parcimonia, escolhe-se o primeiro.
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No caso Binomial a Deviance toma a forma

- Yi m; — T
s () v (R)] e

onde 0 < y; < m; e, no caso, m; = 1, Vt.

Segundo o apresentado em (15), quando tal expressao é computada para
regressao linear simples é equivalente a soma dos quadrados dos residuos.
Porém, se tratando de uma Regressao Logistica em que y = 0 ou 1, tal medida
nao pode ser utilizada como sinalizadora de um bom ajuste. Desenvolvendo a

equacao acima temos
- Yi 1—m
;{y og<m>+( y)og(l_yiﬂ
=2 [y log(y:) + (1 — yi) log(1 — y;) — yi log ( ) — log(1 — m)]
i=1

1—m

como y assume apenas os valores 0 e 1 temos que

yilog(y;) = (1 — y;) log(1 — ;) = 0.

Além disso, log (%) = ('x;, e desta maneira
%

D =-28X'Y-2) log(l —#)
1=1

=297 —2) log(l — ;).
i=1

A Deviance nao pode ser utilizada como medida da qualidade do ajuste
quando m; é um nimero pequeno, geralmente para m; < 5. Neste caso D passa
a ter uma distribuicio condicional degenerada, dado os valores de 3 (ver (19)).
A frente serao apresentadas as medidas da qualidade do ajuste para regressao
logistica. A funcao desvio podera ser usada em testes de hipdtese de nulidade
dos parametros através da estatistica F.

A selecao dos regressores pode ser feita utilizando-se uma metodologia
proposta em (15), a qual é uma variante do método Stepwise, ou através dos
critérios de informagcao, AIC (Akaike Information Criterion) e BIC (Bayesian
Information Criterion).

Tais critérios penalizam a funcao de log-verossimilhanga pela inclusao de
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novas variaveis, respeitando o principio da parcimonia. Escolhe-se o modelo

que minimiza o AIC ou BIC, que estao descritos em (2-12) e (2-13)

a1c = —21B) L op (2-12)
n n

BIC = —21(5 ) 4 plogn(n) (2-13)

onde p é o nimero de parametros, n a quantidade de observagoes e I(3) é o
log da funcao de verossimilhanca.
Ja a metodologia proposta em (15) considerando um modelo com p

variaveis explicativas segue alguns passos mostrados a seguir

1. Ajusta-se o modelo nulo somente com intercepto e (p — 1) modelos
cada um contendo o intercepto mais uma das variaveis explicativas x;.
Confronta-se cada um desses (p — 1) modelos, com o modelo nulo através
da estatistica de Razao de Verossimilhanca dada por

0 _ oy, | LBY)
R =2 Ty

=2 [Z(B; y) — (B Y)] = Xoy (2-14)

onde l(,é; y) é a log verossimilhanc¢a do modelo com intercepto mais uma
das varidveis explicativas e [(8%y) é a log verossimilhanca do modelo
apenas com intercepto. Tendo conhecimento do parametro de dispersao,
no contexto de MLG denotado por ¢, podemos expressar a razao de

verossimilhanca através da diferenca entre as funcgoes desvio e assim

S = 6 [Dly: 1) = D(y: )] = X3, (2-15)
em que i’ = g '(nR"), R° = XB°. De maneira andloga, a estatistica

F, a seguir, pode ser utilizada como alternativa de teste das hipoteses,
apresentando ainda a vantagem de nao depender do parametro de

dispersao, ¢,

p_ [POA) —Dyi)] /4
—p

D(y; p)/(N — Lg,(N-p)- (2-16)
Escolhe-se o modelo com o menor p-valor, ou seja, sendo pg.)) =
P (X?u) > 5530&) o p-valor associado a x;, Vt, onde v = 1 se x; € continua

ev =k—1sex; é categorica com k — 1 niveis. Assim, o modelo escolhido
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(0)

é aquele que apresenta p., = min [pei } , e a variavel escolhida é denomi-

nada x.,. Além disso, é determinada uma probabilidade de entrada,

23

PE'7

a partir da qual verifica-se a significancia da varidavel escolhida, onde a

seqiiéncia da modelagem se da caso p., < Pg, quando se prossegue para

0 passo seguinte, e caso o contrario aconteca, o modelo especificado é

escolhido. Geralmente 0, 15 < Pg < 0,25 (ver (15)).

2. Ajustam-se agora (p—2) modelos incluindo mais uma variavel explicativa,

das que restaram em relacao ao modelo que foi selecionado no passo

anterior. Cada um desses modelos é avaliado em relacao ao modelo do

passo 1 como se segue
1 A A .
Ez(%& =2 [lem(ﬁ;y) - lel(ﬁ;y)} , 1=2,3,...,p.

(

A escolha da varidvel x., se da para p., = min [pe?}, onde pg)

P (X%V) > 55%1&) Se p., < Pp siga para o passo 3, caso contrario pare.

3. Com o modelo formado pelo intercepto mais x., e x., deve-se testar se ao

incluir esta tltima, a variavel x., deixa de ser significativa. Desta forma,

calcula-se

5](:{2‘)/; =2 [leleg(/é;y) - leZ<Bay):| 5 1= 172

2
P =P (xt > i) -

Nesta situagao, observa-se a variavel que possui o maior p-valor, a fim

de testar se ela ird ser retirada ou nao do modelo. A varidvel escolhida

¢ denominada x,,. Além disso bem como a probabilidade de entrada

¢ determinada uma probabilidade da variavel ser retirada, Pg, onde

0,15 < Pgr < 0,25. Se p,, > Pp entao a variavel é retirada, caso contrario

a variavel permanece e deve-se verificar a entrada de outra variavel no

modelo escolhido. Ainda neste passo ajusta-se (p — 3) modelos (supondo

que X, € X, tenham permanecido) e calcula-se

g;'z) =2 l€1€2€¢(6; Y) - lqeg(,é; y')} s 1= 3,4, ey D,

* 2%
pg ) = P (X%V) > 5}%{/’3) )
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Des = MIN [ (2*)] .

€
Se pe; < Pg siga para o proximo passo, caso contrdrio pare.

Os préximos passos sao semelhantes ao passo 3 até que sejam esgotadas as
possibilidades de entrada e retirada de varidveis. Com o modelo, apds a escolha
das varidveis principais (ou efeitos principais), é verificada a significancia
de cada coeficiente () individualmente, através de testes de Wald', onde
Hy : 0 = 0, e aqueles que nao forem estatisticamente significativos, ou
seja, quando a hipdétese nula nao é rejeitada, determina-se a retirada de sua
respectiva covariavel do modelo.

Feito isto, os passos seguintes consistem na inclusao das interagoes de
primeira ordem seguindo-se o mesmo procedimento de entrada e retirada feito
anteriormente sem se esquecer de nao eliminar os efeitos principais. Se for
necessario incluir as interacoes de segunda e terceira ordem segue-se o mesmo

padrao.

2.2.2
Estimacao do modelo de Regressao Logistica

A estimagdo dos parametros de uma Regressao Logistica é feita
por Maxima Verossimilhanca, utilizando-se o método iterativo de Newton-
Raphson.

Os célculos das derivadas de [(3) (log da verossimilhanga) bem como o
algoritmo do método sao apresentados a seguir.

Derivando (2-16) em rela¢ao ao parametro 3 (Fun¢ao Escore) teremos:

%5) _ sz {y 1+ﬁe};”‘l)}
_ ZXZ yi — ()] -

Na forma matricial,

alB)

5 X'(y — ). (2-17)

O algoritmo também requer a Hessiana, obtida por

LA estatistica de teste é dada por: W = L
Var(B)
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82Z(IB> . i _<1 + eﬂ/xi)eﬂ/XiXiX; _ eﬁlxiX;eﬂ,xixg
8685’ - — | (1 + e,ﬁ/xi)Q
" T(1 + P xi) e *ix x! — (eP'*i)2x.x!
=y [ L
= T+ o)
i _eﬁl"ixix’ X\ 2 /
- = —— | T | XX
prdl R el 1+ ef'xi ‘

= - Z 7(x;)x;x W(xi)QxiXﬂ

- — Z XX, (%;)[1 — 7(x5)].

=1

E matricialmente representada por

>1(B)
9505

= -X'WX. (2-18)

A Matriz de Informagao de Fisher para (3 é conhecida pela expressao
021
1(8)=—E [249)].

Tendo esses elementos falta apenas determinar um valor inicial para (3,
chamaremos de B(™, e assim dar inicio ao algoritmo de Newton-Raphson,
que a fim de obter a estimativa de Maxima Verossimilhanca do parametro em
questao, (3, expande-se a Funcao Escore, U(/3) em torno do valor inicial, um
8™ qualquer, de maneira que

U(B) = U(B™) + 27U (B) (" = ™), m=0,1,..

85’

Iterativamente obtem-se

-1
g = g+ [ Do) U, m=ol..

A matriz — aﬁ/U (™) deve ser positiva definida, e como ndo se
pode garantir tal hipdtese, substitui-se a mesma pelo seu valor esperado

-1
E 8ﬁ/U(6 )] = I71(B™) e assim, continuando o processo iterativo

B = B0 4 TN (FU (), m=0,1,..
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62l<ﬁ) - él(/C)
(m+1) (m) _
gt = glm) _ ( ,) ., m=0,1,.. (2-19)

Trabalhando mais uma vez com a forma matricial em que y é o vetor
(n x 1) de valores y;, X a matriz (n x (p + 1)) de valores z;, ™ o vetor
(nx 1) das probabilidades ajustadas com o i-ésimo elemento igual a 7(z;; 3™)

e W a matriz diagonal (n x n) de pesos com o i-ésimo elemento igual a
m(xs; B0 (1 — 7(xs; B0)) tem-se

gt = g 4 (X'WX) T X (y — )

— (XWX)TXWXA™ + Wy — )]

B — (X'WX) ' X'Wz (2-20)

onde z = X3™ + Wl(y — ).

Considerando z como se fosse o vetor de observacoes de uma variavel
dependente qualquer, também chamada de varidavel dependente ajustada, a
equacao (X’'WX) 'X'Wz seria o cdlculo do estimador de Minimos Quadra-
dos Ponderados (ver (33)). A implementacao do método pode ser feita con-
siderando z; = A'x; + #_@;(L)],

yi—m(xi

2z = 0'%; + %, usando regressao linear ponderada para explicar z; por

w; = 7(x;)[1 — 7(x;)] e, conseqlientemente,

x;. Este procedimento é conhecido como Iteratively Reweighted Least Squares

(IRLS) e matricialmente é descrito por
z=X3" + Wy — )

BT arg mﬂin(z —XB)'W(z—-X3), m=0,1,..

O valor inicial usual é 3 = 0.
Fazemos a regressao de zp em relacao as covaridveis w1, ..., z, com peso
. . ) 5(1) . .
Wy e assim achamos a estimativa de 8 °, com isto alimento o modelo e fago
. 5(2) . . .

o calculo para z1, acho B e assim sucessivamente. O procedimento converge
em um nudmero finito de passos, podendo falhar apenas se uma ou mais com-
ponentes de B forem infinitas, o que implica em algumas probabilidades ajus-
tadas serem iguais a zero ou um. Caso isso ocorra, poderemos identificar as

convergéncias anormais através da andlise de Deviance, dado que as probabil-
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idades ajustadas serao alteradas; outra forma é verificar a mudanca no 3 ou

no preditor linear, 7.

2.2.3
Avaliacdo do ajuste (Medidas de aderéncia)

Avaliamos os modelos através de alguns métodos, tais como: Tabela de
Classificacdo (ou Tabela de Previsao ou ainda Matriz de Confusio), Area
abaixo da Curva ROC (Receiver Operating Characteristic), x? de Pearson
e o Teste de Hosmer-Lemeshow. Os dois tltimos nao serao abordados neste
trabalho, mas encontram-se vastamente explicados em (15), onde podem ser

vistos de forma bastante aplicada.

— Tabela de Classificacao: Para esta analise deve-se estipular um ponto de
corte, ¢*, geralmente usa-se o valor 0,5. Este serda comparado aos valores
estimados do modelo de regressao logistica, 7(x;), e desta forma obtém-se

os valores de ¥; da seguinte maneira:

se T(x;) > ¢* entao g; = 1

se (x;) < ¢* entao g; = 0.

Feito isto, se monta uma tabela de contingéncia cruzando com os valores
observados de y; com os valores encontrados no procedimento anterior,

y; e verifica-se quantas classificacoes foram feitas corretamente.

Na Tabela 2.1 tiramos algumas medidas relevantes para avaliar o ajuste:

— Taxa de acerto total: (%) x 100%

— Taxa de acertos para 0: (A’:%B) x 100% (Especificidade)

— Taxa de acertos para 1: (CJFLD) x 100% (Sensitividade)

Tabela 2.1: Tabela de Classificagao

Predito ()
Observado (y) 0 1
0 A B A+B
1 c D C+D
A+C B+D A+B+C+D

A taxa de acertos para 1, ou seja, a probabilidade de estimar o sucesso

dado que o valor real observado é realmente 1, também ¢é chamada de
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Sensitividade. Da mesma forma, a taxa de acertos para 0 é conhecida como
Especificidade.

— Area abaixo da Curva ROC: Diferentemente da Tabela de Classificacao
na qual a Especificidade e a Sensitividade provém de um tnico ponto
de corte, neste método, pode-se variar o valor do ponto de corte uti-
lizando o maior nimero possivel de opcoes, a fim de recalcular as duas
medidas citadas. Apds, é feito um grafico da Sensibilidade contra (1 -

Especificidade). A curva que se forma neste grafico é chamada de Curva

ROC.

Pelo fato de se esperar que a Sensitividade e a Especificidade sejam
complementares, a area abaixo da curva ROC que indica se o modelo
discriminou corretamente os fracassos (zeros) e sucessos (uns) deve ser

igual a 1.

Na literatura encontra-se uma regra que descreve a area abaixo da ROC

e a qualidade do ajuste ligada a ela (ver (15)) como descrito na Tabela

2.2
Area abaixo da ROC Discriminacao
=0.5 Sem discriminagao
0.7 < ROC < 0.8 Aceitavel
0.8 < ROC < 0.9 Excelente
> 0.9 Excepcional

Tabela 2.2: Qualidade do ajuste - ROC
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