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4
Modelo de Regressao Logistica com Transicao Suave Estru-

turado por Arvore (STLR-Tree)

Na busca por uma melhor explicacao de fenomenos complexos por
modelos de regressao e de séries temporais, a utilizacao da modelagem nao-
linear vem crescendo ao longo dos anos amparada pelo avanco de recursos
computacionais e a modernizacao dos pacotes estatisticos.

A modelagem nao-linear vem para superar os métodos lineares de pre-
visao de maior recorréncia, indo além dos modelos estacionarios Gaussianos
e abrangendo as situagoes onde os dados apresentam um comportamento que
nao equivale ao linear tendo algumas caracteristicas, citadas por (8), por ex-
emplo: nao-normalidade, ciclos assimétricos, bimodalidade, nao-normalidade
entre variaveis defasadas, variacao do desempenho de previsao sobre o espaco
de estado, irreversibilidade temporal etc. Podemos acrescentar a isso outras
caracteristicas como: ciclos-limite, salto de ressonancia, amplitude dependente
da freqiiéncia e caos. Estes 1ltimos inseridos no contexto da andlise de séries
temporais. No Apéndice A encontram-se alguns dos modelos nao-lineares, em
sua maioria utilizados na andlise de séries temporais, que, de alguma forma,
estao relacionados com o STLR-Tree, seja em sua forma estrutura, estimagao
e/ou previsao.

A idéia central deste trabalho é adaptar o modelo proposto em (7),
usando-o como um método de classificacao, para o caso em que nossa variavel
dependente, y;, assuma apenas dois valores, 0 ou 1, caindo assim no contexto

de uma Regressao Logistica.

4.1
Revisdo do STR-Tree

Proposto em (7) o modelo STR-Tree tem como idéia principal a substi-
tuicao das transigoes abruptas nas arvores de regressao feitas através da funcao
indicadora I(x;; ¢) pela fungao logistica definida por

1

G(ziyv,¢) = ppp—p—g (4-1)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0610767/CB


PUC-RIo - Certificacao Digital N° 0610767/CB

Modelo de Regressdo Logistica com Transicao Suave Estruturado por Arvore
(STLR-Tree) 41

Definicao 4.1 Seja z; C x; tal que ¢, € X C R? e 2z, € RP onde p < q.
Considere z; = (1,2). Um modelo paramétrico M definido pela fun¢ao
Hyp(x;;v) : R1M — R, indezado pelo vetor de parametros 1 € W, um subcon-
junto compacto do espaco Fuclidiano, é chamado modelo Smooth Transition
Regression Tree (STR-Tree) se

yi = Hyp(mi;0) = Y 8% By, (2:;0k) + € (4-2)
keT
onde
g, (g 5) 1-ng ;) (1+ng,
Bﬂk(wi; Hk:) = H G(ij,i; Vis Cj) ! 2 ! [1 - G(ajsj',i; Vi Cj)]( vl k) )
jel

e n;; assume trés valores:

- —1, se o caminho até o no i nao incluir o no gerador j;
— 0, se caminho para o no i incluir o né filho da direita do né gerador j;

1, se o caminho para o no terminal i incluir o no filho da esquerda do

no gerador j.

Sendo Jy o subconjunto de J que contém os indices dos nds geradores (ou
nos pais) do caminho para o no terminal k. Entao, @y € o vetor que contém
todos os parametros nao-lineares (v, ¢;) tal que t € J, k € T (indice dos nds

terminais).

As funcoes By, sao tais que, 0 < By, < 1le ),
R+

Vamos considerar agora um STR-Tree em uma arvore completamente

Bﬂk(xi;ej) = 1,VXZ' €

Jjel

crescida, ou cheio, com profundidade d, K = 2d, nés terminais (folhas) e

N = ZZ:1 2% nés geradores definido como

K
Vi= Y Bl inoZiB(xi; 0k) + €, (4-3)

k=1
onde y; € R, x; = (2y;,..74) € X C R? e considerando que o ve-

tor z; receba valores defasados das varidveis explicativas, temos que z; =
k
(Tiy oy Tlimprs ooy Thi -oos Thimpy,) € R™, onde m = p + >0 (p; + 1), sem
esquecer que z; = (1,z;).
O vetor de parametros ¥ = (8% 1, ..., o5 9,07, ...,0%) € R possui
r=(p+1)K+2N.
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Dois exemplos de estruturas de arvore sao dados a seguir. Primeiramente
o caso mais simples, figura 4.1, com uma profundidade, ou seja, quando temos
o no raiz se dividindo em apenas dois nds terminais, assim d = 1, K = 2 ¢
N = 1. Este modelo sofrera uma reparametrizacao para que possamos, mais
adiante, fazer as hipdteses em relacao a divisao dos nds. O segundo exemplo,
figura 4.2, é uma estrutura de arvore maior com profundidade d = 2, quatro
noés terminais, K =4, e N = 3. Abaixo se encontram as equagoes de cada um

deles bem como suas figuras ilustrativas.

Yo S

G(X:: Yo, Co) :t — G(Xi; Yo, €0)
| 8 e

Figura 4.1: Exemplo Arvore 1

yi = B312:G(Xi;%, ¢o) + B5zi[1 — G(x4; %0, )] + €

Reparametrizando a fim de obter uma representacao mais parcimoniosa,

Yi = @0z + AyziG (X%, Co) + € (4-4)

onde ¢y = 3y ¢ Ag = B; — B,

O outro exemplo é

Yi = {BéiiG(Xi;%, Cl) + ﬁiﬁi[l - G(Xi;’h, Cl)]} G(Xi?’YOa CO)
+{B52:G (xi; 72, €2) + Bpzi[1 — G (%5372, c2)]} [1 — G(x4:70, c0)] + €

Yi = /BéiiG(Xi; Y0, CO)G<Xi; 15 Cl) + IBilziG(Xi; Y0, CO)[l - G(XiS 1, Cl)]
+852i[1 — G (%4570, ¢0)|G(X4; 72, C2)
+B862i[1 — G(x4;70, co)|[1 — G(x35 72, ¢2)] + €
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Fo o
G % Y0 ) 1 [1 — G(x;; 70, €0)]
| ]
¥ ¥a eq
G(xi; 71, €1) | s —(J"'Ilr'r-":.-fw'i : [ ! Clxiee)
I I (X570, oo .II I
& A, A By

Figura 4.2: Exemplo Arvore 2

com isso podemos deduzir que

= G(xi; 70, €0) G (Xi; 71, 1)

= G(xi;7%, co)[1 — G(xi371, ¢1)]

— G (%457, ¢0)|G(X4; 72, C2)

— G(xi370, )][1 = G(xi372, ¢2)]

assim

Yi = ﬁéiiBl (x;;601) + BiliiBz(Xi; 0,)
+352; B3(x3; 03) + B52; B(x4;04) + €

4
Yi = Z,Blqu_ziin(Xi; 0) + €.

k=1

4.2
Especificacao do STLR-Tree

Ao especificar o modelo devemos primeiramente selecionar as variaveis
relevantes, elementos de z;. A segunda etapa na especificacao do modelo é
a busca pelo né a ser dividido e, na seqiiéncia, a escolha da a varidvel de
transicao, elementos de x;.

Antes de descrever as etapas de especificacao vamos reescrever o mod-
elo STR-Tree levando em consideracao que nossa variavel dependente seja di-

cotomica, onde cada elemento tenha uma distribuicao Bernoulli de parametro
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m, e que tanto z; quanto x; sejam varidveis continuas, independentes entre
si, respeitando que z; C x;. Além disso, vamos considerar o modelo em uma
arvore completamente crescida, com profundidade d e K = 2d, nds terminais.
Desta maneira, podemos escrever o modelo de modo similar a uma Regressao
Logistica, utilizando como funcao de ligacao a logito, denominado STLR-Tree,

como se segue

- K
ﬂ'(zi> / ~
log | ————| = z;Br(x;;0}), 4-5
e R S L CRTR (45
como descrito anteriormente, apds algumas contas, encontra-se o valor de 7(z;)

igual a

e k=1 Bl s r—2ZiBr(Xi;01)
m(zi) = (4-6)

14+ 625:1 Bl snoZiBi(Xi:0k)

Por fim, temos a funcao de log-verossimilhanca do STLR-Tree, semel-

hante & encontrada em (2-14), que sera utilizada em se¢oes posteriores.

S

K
(B) = Z Yi Z/B/K.Hg_zzin(Xi; 0;)—
%

i=1 -
— log (1 + Xk 5/K+k72zin(Xi;0k)>:|

4.2.1
Escolha das variaveis relevantes

Para a escolha dos elementos de z; destacam-se trés métodos: por critérios
de informacao, AIC e BIC, os quais ja foram descritos em (2-12) e (2-13)
respectivamente, sendo o melhor modelo aquele que minimiza tais critérios;
aproximagao polinomial do modelo, proposto em (26); outra opgao é dada
através de técnicas nao paramétricas, porém esta classe é computacionalmente
dispendiosa principalmente para um grande nimero de observacoes.

No caso o STLR-Tree serd restrito para varidveis continuas indepen-
dentes. Se fossem consideradas variaveis categoricas, a extensao do modelo
que contempla tal mudanca é feita através da inclusao de um vetor contendo

variaveis indicadoras, D;(w;), que representa o vetor categérico denominado
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por w;. Assim o modelo em (4-5) terd a forma:

K
- Z'B/KM—QiiDi(Wi)Bk(Xi; ). (4-7)

k=1

log { ) ]

1 —7m(z)

4.2.2
Escolha do nd a ser dividido

Estudo da significancia da divisao dos nds através de testes de hipdtese,
fundamentados em inferéncia estatistica. A descricao a seguir é similar ao
procedimento de estimagao do modelo STAR seguindo a abordagem especifico-
geral partindo de um modelo simples para um modelo mais complexo a
medida que testes de diagndstico assim o permita. Maiores detalhes do ciclo
de modelagem STAR em (32).

Estamos testando a linearidade do modelo, o que implica dizer se devemos
ou nao dividir um né.

Neste ponto iremos voltar a escrever o modelo no caso classico,
considerando que ¢; ~ NID(0,0?), para justificar algumas manipulagoes
algébricas entendidas com mais facilidade nesta situagao. Assim, considerando

K nés terminais e testando se o nd k* € T serd dividido temos o modelo escrito

como:
!/ ~ / ~
Yi = Z BiziBy, (xi; 0x) + ﬁQk*+1ZiBJ2k*+1(Xi; 021 11) +
keT—{k*}
+ B 9Zi B,y o (Xi; Ok 42) + €
onde

By oy (X5 0210 41) = By, (X35 0pe )G (T Var, Cv)
By s (X3 02 12) = By, (X35 0k ) [1 — G (Tpwis; Vi, Civ)]

Como feito em (4-4) reparametrizamos o modelo de tal forma que

Z B.z; By, (x;; 0y) + ¢'2;By, . (x;; Op) +
keT—{k*}

+  NzBy,. (%55 0p )G (@pei; Yo O ) + €

Yi

onde ¢ = Bop- i1 € A= Bopeiq — Bope 1o
Deve-se testar a hipétese de significancia dessa divisao (inclusao de um
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novo regime), que é equivalente a testar as hipdteses:

HO:’)/k*:O (4—8)
H, Ve > 0.

Porém, sob Hj temos que enfrentar um problema de especificacao do
modelo, pois os parametros Yy« € ¢x+ podem assumir diferentes valores sem
alterar a funcao de verossimilhanca. Para solucionar tal problema foi proposto
em (18) uma aproximagao da funcdo de transi¢ao por uma expansao de Taylor
de terceira ordem em torno de v = 0 e assim, apds manipulacoes algébricas,

podemos reescrever o modelo como

Yi = Z ﬁkzzBﬂk Xi; ek) + aOZlBJk* (X“ ek*)
keT—{k*}

+ alz,-BJk* (Xi7 Hk*) + O{IQZlBJk* (Xl, 0k*) -+ agZiBJk* (XZ, Hk*) + €

onde e¢; = € + Nz R(xpi; Yue, Chr) € R(Tpri; Ve, Cpx) € 0 termo restante da
expansao de Taylor.

Assim podemos reescrever a hipétese de nulidade dos parametros como:

Hy:o; =0, i=12¢3

e sob Hy temos que e; = ¢;.
Com isso, pegando o ultimo modelo escrito anteriormente e considerando
novamente que a variavel dependente é binaria, voltamos para o modelo em

que

log{ uc }:

1—n(z) > BiziBy, (xi; 0k) + )z By, (xi; 0k) +

keT—{k*}
+  a1zBy,. (X5 0p) + @42 By, (Xi; O+ ) + 032 By, (Xi; Op+).

Em seguida é feita uma seqiiéncia de teste de Razao de Verossimilhanga
comparando o modelo sob H, contra o modelo irrestrito através da estatistica
de teste, que foram mostradas em (2-14) e (2-15). A primeira compara os
valores do logaritmo da funcao de verossimilhanca maximizada e a segunda
estd em termos da diferenca entre as deviances dos modelos conforme mostrado

a seguir

&rv =2 [I(B:y) — 18" y)| = 07 [D(y: ") = D(yi )] = ey (4-9)
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em que f1° = g71(A)" e 7° = XB.
Se desconhecido o parametro de dispersao ¢ deve ser substituido por uma
estimativa consistente, ngﬁ Contudo para o caso binomial temos que ¢ = 1, desta

forma

Erv = [D(y; 1°) = D(yi )] = Xiprn): (4-10)

A inferéncia também pode ser baseada na estatistica F da seguinte
maneira:
[D(y; 4°) — D(y; b))

F = % F _ . 4-11

A idéia de utilizar a razao entre deviances para determinar o crescimento

da arvore também ¢ utilizada em (5) e (14).

4.2.3
Escolha das variaveis de transicao

Aplicar os testes de RV para cada uma das varidveis explicativas e
selecionar a variavel x4,; que gere o menor p-valor, sob um nivel de significancia
a. Sabe-se que sg € S = {1,2,...,m}, o conjunto dos indices dos elementos em

X

4.3
Estimacao do STLR-Tree

A estimacao da parte linear é feita por Maxima Verossimilhanca, uti-

lizando o método iterativo de Newton-Raphson. Para isso é necessario o célculo

B , *UB)
de 35 € o505

n K
[y’ ZIBII(+k 2Zi B1.(xi; 0;) — log <1 + X BicpraZi Bk(xuek)>]

=1 k=1

aB) _ {

=1

K
Ui Y BlcrnaiBr(xs; Gk)] -

~+

[ 625:1 BIK-HQ—QZin(Xi;ek)
X

(1 + eZkK:l B}(+k72iin(Xi;9k)>
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K ~
Zkzl /B/K-i-k—2Zin(Xi; 0k>
<1 + ezi(zl :8/1(+k,2zsz(X270k)>

B _ IS5 5B
o7 Z{LZ:ﬂ s “9‘“)] "

=1 =
625:1 :8/}{+k,QZsz(X270k)

Yi — "
<1 + €Z’CK:1 B/K+k—2Zin(Xi?0k)>

X

%ﬂﬁ) = { [Z Blicsh—2ZiBr(xi; Ok)] lvi — W(Zz)]} :

=1 k=1

Da mesma forma deduziremos o Hessiano

01 - ST 2
agé@ = —Z 7(2;) [; BK-i-k—QZin(Xi;Hk)] -

B _ 3 [Z B i o7 Br(xi; Gk)] 7(z:)[1 — 7(z;)]
k=1

=1

Neste ponto fixamos os parametros nao-lineares, v e ¢, e obtemos seus
valores iniciais através de uma procura em grid. Supondo conhecidos tais
parametros o modelo pode ser encarado como uma Regressao Logistica onde o
vetor de parametros, 3, é estimado por Maxima Verossimilhanca, que necessita
da utiliza¢ao do processo iterativo de Newton-Raphson, como mostrado em (2-

20). Desta forma para um STLR-Tree completo temos que

B = [B(6) W™ B(6)]'B(6) W)z

onde z = B(0)3™ + Wl(y —m) e
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Bl(Xl;Ol) BK(Xl;eK)
B(6) =
Bl(XN;Ol) BK(XN;OK)

Apo6s estimados os parametros da parte linear, faz-se a estimacao de v e ¢
também por Maxima Verossimilhanca usando as estimativas de 3 nos calculos.
A estimacao dos parametros lineares e nao-lineares segue basicamente o

seguinte processo iterativo:

1. encontra-se os valores iniciais dos parametros nao-lineares, v e ¢, através

de uma busca em grid, ao maximizar a log-verossimilhanca concentrada;

2. aplica-se os valores encontrados no item anterior e estima-se por Maxima

Verossimilhanca os parametros lineares, 3;

3. as estimativas de 3 sao usadas na estimacao de v e ¢ também por Maxima

Verossimilhanca;

4. alternar os dois passos anteriores.

4.4
Avaliacdo do STLR-Tree

Feita apos terem se encerrado as divisoes e a arvore nao possa mais
crescer, assim nenhum né terminal podera ser dividido. A avaliacao do ajuste
é feita através dos métodos expostos em 2.2.3 onde sao apresentadas as técnicas
de avaliacao do ajuste de uma Regressao Logistica, que é basicamente a andlise
da Tabela de Classificacao e da area abaixo da curva ROC.

Neste trabalho, entretanto, foi utilizada apenas a Tabela de Classificacao

(ou Matriz de Confusao) como medida da qualidade do ajuste.

4.5
Ciclo de Modelagem

Para minimizar a possibilidade de superestimar a quantidade de re-
sultados significativos, evitando assim que sejam feitas mais divisdes que o
necessario, o nivel de significancia, «, sofre um desconto, ou defasagem, a me-

dida que a arvore cresce da seguinte maneira

a(d,n) = % (4-12)

onde n indica o n-ésimo teste aplicado e d a profundidade.
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Assim, apés a profundidade d=0, onde é aplicado somente um teste
(n = 1) temos o nivel de significancia igual a «, a partir dai, na primeira
profundidade (d = 1), s@o aplicados dois testes (n = 2) e o nivel de significancia
passa a valer §. A evolugao de « de acordo com a profundidade e o nimero de
testes se da a partir do né raiz como: @, 5, 5, 5, 55, 535 775 555 955 -+

Tal método, que aumenta o rigor da significancia com o aumento de d,
evita que se venha a utilizar técnicas de podagem da arvore a posteriori (post
prunning).

Todas as etapas para obtencao do STLR-Tree devem ser aplicadas a cada
nova profundidade da arvore. A seguir é apresentada a modelagem a partir do
no raiz, depois da primeira profundidade e de forma generalizada, para a k-

ésima profundidade.

Criacdo da Primeira profundidade (a partir de d = 0)

Para cada variavel explicativa aplicar os testes de RV comparando cada
um dos modelos que, sob H,, mantenha apenas a parte linear. Escolher as
variavel xs,; que gere o menor p-valor. Dado sp € S = {1,2,...,m} ¢ feita a
estimacao do vetor de parametros, ¥ = (7o, o, 51, F2) conforme os métodos

de estimagao especificados anteriormente e testa-se as hipdteses

Hy : 81 =0
Hyy : B2 =0 (4-13)
Hog : 1 — B2 = 0|1, B2 # 0.

Se pelo menos uma das hipéteses nao for rejeitada, busca-se a proxima
variavel de transicao que gerou o segundo menor p-valor e reestima-se os
parametros. Se para todos os sy € S nao forem produzidas divisoes estatis-
ticamente significativas, ou seja, se as hipoteses de linearidade nao forem re-
jeitadas, a raiz é declarada como né terminal e o modelo apenas com a parte
linear é estimado. Caso seja gerada uma divisao estatisticamente significativa,

rejeitando-se as hipdteses nulas, dois nos filhotes sao gerados.

Criacdo da Segunda profundidade (a partir de d = 1)

Os dois nés filhotes gerados a partir do né raiz compoem a primeira
profundidade. A partir desta, deve-se escolher além da variavel de transicao,
um dos noés a ser dividido e, assim continuar a aplicacao dos testes RV para
verificar a significancia da inclusao de um novo regime, utilizando-se ainda
o critério de selecao do par de combinacoes entre o indice da varidavel de

transigao em S = {1,2,...,m} e o nimero do n6 em D = {1,2} que minimize
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o p-valor. Sendo assim, estima-se os parametros e testa-se a significancia da

divisao através das hipoteses

Hoy : Baj,41 =0
Hys : ﬁ2j1+2 =0 (4—14)
Hos @ Baji+1 — B2ji+2 = 0|Baj,+1, B2ji+2 # 0.

Se pelo menos uma das hipéteses nao for rejeitada, busca-se o proximo
par {né; varidvel de transi¢do}, que possua o segundo menor p-valor. Caso
o contrario, a divisao seja aceita, testa-se a significancia da divisao do né
j2 € D — {j1}, hipdtese alternativa ao modelo com 3 nés terminais. Caso os
dois nés da primeira profundidade gerem mais dois nos filhotes teremos, na
segunda profundidade, 4 nds que serao: 271 + 1,27, + 2,25 + 1 e 2j5 + 2. Por
outro lado, se nenhum dos dois nds gerarem divisoes significativas paramos o

crescimento da arvore e fazemos a avaliagao do ajuste.

Criacao da k-ésima profundidade

A generalizacao do processo de crescimento da arvore para uma profun-
didade k£ > 0, assumindo que foram criados N nos terminais anteriormente.

Para cada combinagao {ji; s;, }, de né e variavel de transicao, é aplicado
o teste de RV confrontando-os com o modelo apenas linear. As varidveis de
transigao pertencem ao conjunto S = {1,2,...,m} enquanto que os nés estao
em Dy, = {2F — 1,2% .. 21 — 2} e seleciona-se j, € Dy e sj, € S que gere o
menor p-valor. Com isso em maos estima-se os parametros do modelo.

Como feito nas outras profundidades sao aplicados os testes da sig-
nificancia das divisoes iterativamente segundo a seqiiéncia de nés: jo € Dy —
{1}, gz € Dy = {j1, Ja}s Ja € Dy — {1, J2, Ja e

O ciclo é encerrado quando a profundidade em que se estd aplicando os

testes nao gerem mais filhotes.

Simulacao de dados através do STLR-Tree

Os dados foram gerados através de modelos STLR-Tree em sua forma
mais simples, com apenas uma transicao, alternando o parametro de suavidade
entre os dois valores, v = 0.5 e v = 50. As covariaveis geradas foram:
x1 ~ N(30,8) e 9 ~ N(8.5,6) e devido ao fato do parametro de suavidade ser
dependente da escala, tais varidveis foram divididas por seus desvios padrao.
Os valores dos parametros lineares para ambos os modelos sao os seguintes:

B={25-19,-0.21.6,-0.17,0.45}.
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As figuras 4.3 e 4.4 correspondem ao modelo onde ¢y = 4.3 e sp = 1, para
v = 0.5 e v = 50, respectivamente. Podemos notar a diferenca entre as fungoes
por meio da quebra que ocorre de acordo com a alteracao do parametro de

suavidade.

Figura 4.3: Dados gerados (¢q = 4.3 Figura 4.4: Dados gerados (co = 4.3
esp=1evy=0.5) esp=1e~y=>50)
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