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A

Provas

A.1
Prova do Lema 2

Para p, q = x, y, z, defina µp = E(p) e Σpq = Cov(p, q). Supondo sem perda

de generalidade que Σpp é invert́ıvel para p = y e p = z, a expressão (3-6) é

obtida da forma

E(x|y, z) = µx +
[

Σxy Σxz

]

[

Σ−1
yy Σyz

Σzy Σ−1
zz

](

y − µy

z − µz

)

= µx +
[

Σxy 0
]

[

Σ−1
yy 0

0 Σ−1
zz

](

y − µy

z − µz

)

= µx + ΣxyΣ
−1
yy (y − µy)

= E(x|y),

sendo que as 1a e 3a igualdades decorrem da tradicional expressão para

esperanças condicionais envolvendo distribuições Gaussianas (cf. Johnson &

Wichern, 2002). A dedução da expressão (3-7) é inteiramente análoga. ¤

A.2
Prova do Lema 3

Seja t /∈ I arbitrário. É suficiente ver que Cov(εt, ys) = 0, para todo s ∈ I.

Mas isto é decorrente de

ys = Zs

{[

s−1
∏

j=1

Tj

]

α1 +
s−2
∑

j=1

[

s−1
∏

k=j+1

Tk

]

Rjηj + Rs−1ηs−1

}

+ ds + εs

e de os vetores aleatórios εt, εs, ηj para j = 1, . . . , s−1 e α1 serem mutuamente

não-correlacionados (vide pressupostos da forma em EE na subseção 3.1.1). ¤
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A.3
Prova do Lema 4

Seja uma forma auxiliar em EE que possui a mesma equação de estado que

(3-1) e cuja equação das medidas é dada por

y∗
t = Z∗

t αt + d∗
t + ε∗t , ε∗t ∼ NID(0, H∗

t ),

na qual y∗
t = yt, Z∗

t = Zt, d∗
t = dt, H∗

t = Ht se t ∈ I, e Z∗
t = 0, d∗

t = 0, e

H∗
t = I caso contrário. Então, como y∗

s é não correlacionado com (Ỹ′, α′
t, ε

′
j)

′

para s, t, j /∈ I, a expressão 1 decorre do Lema 2 e do Lema 3 (correlação

nula implica em independência sob normalidade), e as expressões 2 e 3 são

conseqüências do Lema 2 e do Lema 1, novamente observando que Kt = 0

sempre que t /∈ I. ¤

A.4
Prova do Teorema 1

Se t ∈ I, então E(yt|Ỹ) = yt, o que é suficiente para o primeiro caso. Suponha

agora que t, j /∈ I e veja que, pela equação das observações da forma em EE

dada em (3-1),

Cov(yt, yj|Ỹ) = ZtCov(αt, αj|Ỹ)Z ′
j + Cov(εt, εj|Ỹ)

+ ZtCov(αt, εj|Ỹ) + Cov(εt, αj|Ỹ)Z ′
j. (A-1)

Pelo item 2 do Lema 4, a 3a e a 4a parcelas de (A-1) se anulam. Além disso, se

t = j, segue-se, pelos itens 1 e 3 do Lema 4, que a 1a e a 2a parcela de (A-1)

resultam em Zt(Pt|t−1 −Pt|t−1N
∗
t−1Pt|t−1)Z

′
t e Ht, respectivamente; isso prova o

segundo caso. Também, se t < j, então, novamente pelos itens 1 e 3 do Lema

4, a 1a parcela é dada por ZtPt|t−1L
∗′
t L∗′

t+1 . . . L∗′
j−1Z

′
t e a 2a parcela se anula,

provando, assim, o terceiro caso. ¤

A.5
Prova da Proposição 1

É suficiente mostrar que L = L† em todo espaço paramétrico, o que decorre,

através da decomposição pelo erro de predição (cf. Harvey, 1989), de se mostrar

que υt = υ†
t para todo t = 1, . . . , n. Implementando: fixe t arbitrário. De acordo

com (3-2), segue-se, para os modelos (3-1) e (3-13) respectivamente, que

υt = yt − Ztat|t−1 − dt e υ†
t = y†

t − Zta
†
t|t−1 − dt, (A-2)
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sendo a notação “†” um indicador de que o modelo adotado é o aumentado

e a†
t|t−1 ≡ E(αt|Y †

t−1). Por outro lado, sob o modelo aumentado, a solução

recursiva da equação das observações, para s = 1, . . . , t − 1, é

y†
s =

[

Zs 0
]

{[

s−1
∏

j=1

[

Tj 0

Xj I

]][

α1

δ1

]

+

+
s−2
∑

j=1

[

s−1
∏

k=j+1

[

Tk 0

Xk I

]][

Rj

0

]

ηj +

[

Rs−1

0

]

ηs−1

}

+ dt + εs. (A-3)

Como

s−1
∏

j=1

[

Tj 0

Xj I

]

=

[

∏s−1
j=1 Tj 0

As I

]

(A-4)

e

s−2
∑

j=1

[

s−1
∏

k=j+1

[

Tk 0

Xk I

]][

Rj

0

]

ηj =
s−2
∑

j=1

[

∏s−1
k=j+1 TkRjηj

Bj

]

, (A-5)

sendo que As é dependente das Zj e das Tj, j = 1, . . . , s − 2, e as Bj são

dependentes de Zk e das Tk, k = j + 1, . . . , s − 2, então, substituindo (A-4) e

(A-5) apropriadamente em (A-3), obtém-se

y†
s = Zs

{[

s−1
∏

j=1

Tj

]

α1 +
s−2
∑

j=1

[

s−1
∏

k=j+1

Tk

]

Rjηj + Rs−1ηs−1

}

+ dt + εs , (A-6)

a qual coincide com a solução recursiva da equação das oservações do modelo

original. Por fim, combine (A-6) a (A-2). ¤
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