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3
Formulacio da membrana hiperelastica

Neste capitulo é apresentada a modelagem matemética de membranas
circulares e anulares previamente submetidas a esfor¢os radiais de tracdo. Essa
membrana € constituida de um material isotrépico e incompressivel, o qual é
modelado como um material neo-Hookeano.

Como o material da membrana considerada € altamente elastico, considera-
se a teoria da elasticidade para grandes deformacdes, tendo por base a teoria de
membranas apresentada por Green e Adkins (1960).

Assim, obtém-se a equag@o de equilibrio da membrana sob tracdo radial

uniforme e as equacgdes de movimento da membrana previamente tracionada.

3.1.
Modelagem matematica

Uma modelagem matemdtica para um problema de membranas
hiperelasticas de geometria circular ou anular, espessura constante ou varidvel é
apresentada a seguir. Utiliza-se uma formulag@o variacional que permite reduzir a
uma unica expressdo integral todos os elementos que influem no problema
analisado. Através do principio de Hamilton obtém-se as equacdes gerais de
movimento e as condi¢des de contorno para o problema.

Assim, seja uma membrana anular e plana de espessura A(p), raio externo
indeformado R,, raio interno indeformado p,, e massa especifica /. A membrana
com bordo interno fixo € submetida a um deslocamento radial axissimétrico,
alcangando um raio tracionado final Ry e, entdo, € fixada ao longo de seu bordo
externo. Posteriormente a aplicagdo do deslocamento radial estéitico, perturba-se a
membrana através de uma pressdo dependente do tempo na dire¢do transversal a
superficie média.

Para a consideracdo da membrana de geometria circular completa considera-

se o raio indeformado interno p, =0 e, inicialmente, considera-se a espessura
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varidvel na direcdo radial h(p) e, posteriormente, nas equagdes de equilibrio e
movimento, particulariza-se a espessura como constante.

As geometrias indeformada e deformada sdo apresentados na Figura 3.1.

(a) Indeformada (b) Deformada

Figura 3.1 — Configura¢des da membrana indeformada e deformada na diregao radial.

Dessa maneira, para a superficie média indeformada, apresentada na Figura

3.1 - a, tem-se:

Xy = pcosé
Xy = psend 3.1
X3 =0

onde p é a coordenada na direcdo radial da membrana indeformada, € é a
coordenada na dire¢do circunferencial da membrana indeformada e x; é a
coordenada na direcdo transversal 2 membrana indeformada.
Para a configuracdo deformada da superficie média apds a tracdo e
perturbacio transversal apresentada na Figura 3.1 - b, tem-se:
X, =r(p,0,t)cos B(p,0,t)
X, =r(p,0,t)senf(p,0,t) (3.2)
X3=2(p,0,1)
onde r é a coordenada radial da membrana deformada; B é a coordenada
circunferencial da membrana deformada; X; é a coordenada na direcdo transversal

a membrana deformada e:
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r(p,0,0)=r,(p,0)+u(p,6,r)
B(p,6.)=6+ B ,(p.0)+v(p,0,1) (3.3)
2(p,0,1)=z,(p,0)+w(p,0,1)
onde u(p, 0t), v(p, 8t) e w(p, @t) representam os deslocamentos dependentes do
tempo nas dire¢Oes radial, circunferencial e transversal respectivamente; r,(p,6),
Bo(p,6) e zo(p, 0) representam as coordenadas de um ponto qualquer da membrana
tracionada estaticamente nas direcdes radial, circunferencial e transversal
respectivamente.
As extensOes principais sdo definidas pela razdo entre os comprimentos

deformado e indeformado, dS e ds, respectivamente, nas direcdes principais. Ou

seja:
4, =i (3.4)
dSl'
Assim, para a membrana submetida a esforcos de tracio, tem-se:
/11:\/r,p2+r2ﬁ,p2+z,p2 (3-3)
da=frg +r2 gt +26% o (3.6)
() ()
onde —= e —-= .
ap ( ),p 80 ( ),09

A extensdo normal a superficie média, 43, é dada implicitamente em termos
das duas extensdes principais no plano pela suposicdo de incompressibilidade do

material, ou seja, I3=1. A partir da equagdo (2.17), tem-se:

= |2 (3.7
“riy

2= (338)

ou fisicamente:

onde H € a espessura da membrana deformada.
Considerando o sistema de coordenadas polares (p, 0), os tensores métricos

covariantes e contravariantes da membrana indeformada sdo definidos por:

1 0
dop Z{ 2} (3.9
0 p

10
a® =, /2 (3.10)
P
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e da membrana deformada por:

2, 2p 2 2 2
A= To T Bp +zp roletr BpBotipze G.A1)
7 2 2, 2p 2 2 :
rptotr B pBotzpze re +r°fe +2,
-1
A% =(Agp) (3.12)
O invariante de deformacao /; € dado por:
3 rol+ rZﬂ 2iz,°
0 o tZp
Ilzz/lizzlzp2+r2ﬂ7p2+z7p2+ > +
i1 p
’ ) (3.13)
Yo,

2. 2, 2 2. 2. 2. 2. 2 2 2
(rp +r B +2, g +1r° B +20)=(rpro+r°Bpfo+2,20)

3.2.
Funcional de energia da membrana

A fungdo de energia de deformacdo, W, para materiais hipereldsticos, pode
ser descrita em funcdo dos invariantes de deformacdo da superficie média da

membrana, 1, I e I3, obtendo-se a fungdo W(r,75.79.2 p.2.0, 8 pB.9:P:0) -

A energia eléstica de deformacdo, U, € a integral volumétrica da funcdo W,

na configuracdo indeformada, sendo para a membrana plana dada por:

R, 27 h(p)
U= [ [ | WprrprozpzgBpBep0pddodp  (3.14)
po 00

O termo referente ao trabalho das forcas externas, W,, € realizado pela forca
uniformemente distribuida ao longo do bordo externo, f, que produz o
deslocamento radial, pela pressdo hidrostitica excitadora uniformemente
distribuida na superficie da membrana dependente do tempo, P(f) e do peso
proprio /g, onde /" ¢é a massa especifica da membrana e g € a aceleracdo da
gravidade. Considera-se que o peso proprio da membrana age perpendicularmente
a superficie média da membrana.

A pressdo realiza trabalho sobre a variacdio do volume sofrido pela

membrana (Tielking e Feng, 1974), ou seja:
P(t)Av=P(t)(v; —V;) (3.15)
onde v; é o volume incluso da configuracdo indeformada (Figura 3.1- a), que é

nulo, e v4 € o volume incluso da configurac@o deformada (Figura 3.1- b).
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Assim, o trabalho das forcas externas pode ser escrito como:
We=27p f(r,=p) o +POAV+Tgz (3.16)

A energia cinética, T, é dada por:

Ry 27 h(p) (12 4 (12 4 22
r=1{ 7 [rEEEAHT) L agdp (3.17)
Po 00 2
onde (.) :%.

A fun¢@o que representa o amortecimento € dada por:

Ro 27z nip)
R =2a, [ | j{FEpdz dé dp (3.18)
po 00

onde {'é o coeficiente de amortecimento e @, é a freqiiéncia natural do sistema.
Definidos os funcionais de energia, equacdes (3.14) a (3.18), chega-se a
seguinte funcdo de Lagrange:
L=T+R,-U+W, (3.19)
Partindo da funcdo de Lagrange chega-se as equagdes diferenciais para cada

caso particular analisado neste estudo.

3.3.
Anadlise estatica

Para a membrana anular plana submetida apenas a esfor¢os de tracdo radial

axissimétrico, tem-se:

d
,11:_;; (3.20)
ﬂzz% (3.21)
ﬂs=r f (3.22)
o ()7p

Neste caso 0s tensores métricos covariantes e contravariantes da membrana

tracionada sao dados por:

2
To.p 0
Agp = { ’ 2} (3.23)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510772/CA


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0510772/CA

Formulagido da membrana hipereldstica 49

1
r, 2 0
A% =| Top . (3.24)
0 —
.

o

e o primeiro invariante de deformacao /; € definido por:

2 2
2, 7 P
Ilzro,p + 02 + 2 2 (325)
P o r(),p

Dessa forma, a funcdo energia de deformacdo pode ser descrita como
W:W(ro,r(,’p,p).

Para obter a equacdo de equilibrio, parte-se da energia potencial total,
definida como a diferenca entre a energia de deformacdo eldstica e o trabalho
realizado pela forca trativa externa, f. Aplicando-se o principio da energia
potencial total estaciondria e utilizando-se integracdo por partes, obtém-se a

equacdo de equilibrio na dire¢do radial:

dw dh dw d| dw
h(0)p 2 npy+ p PP AW o) p | W1 (3.6)
dr, dp dr(,’p dp dr(,’p
e a condi¢d@o de contorno:
R()
dw
27h(p)p =27fR, (3.27)
?Plp,

Neste caso as componentes de deslocamento estitico circunferencial e
transversal, f € z, respectivamente, sdao nulos.
Além disso, a membrana anular também estd submetida a seguinte condicao

de contorno:

r()(po):po (328)

As tensdes principais de uma membrana de material hipereldstico sdo dadas

por:

o; =4 w 3.29
Para a membrana circular as tensdes principais podem ser escritas como:
2Cl(ro,p4 r()2 _p2)
o= 7 5 (3.30)

ro,p To
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_ 2Cl(ro,p2r04 _,04)

— (3.31)

To

2]
2
P,

As equagdes das tensdes principais para a membrana anular com variagdo da
espessura e com espessura constantes sdo escritas da mesma maneira, porém, a

coordenada radial estatica r,(p) € diferente em cada caso.

3.3.1.
Equacio de equilibrio para membrana de espessura variavel.

Para a membrana, obtém-se a equacdo de equilibrio e condicio de contorno,
substituindo-se o primeiro invariante de deformacdo (3.25) na fun¢do energia de
deformacdo (2.19) e depois nas equacdes (3.26) e (3.27). Assim, para uma

membrana de espessura varidvel h(p) a equacdo de equilibrio € dada por:

T, 303 32
h(p) _)_SLZ_}A(LP ++3 —
1" (1 ) (1, )
(3.32)
3p° dhp)| __p°
h(P) 7o po| I A 2 TPl =0
r() r()7p) p r() (r()7p)
e a condi¢do de contorno em p = R, como:
2h(p)C 2 4
/ :#(% 10,00 (3.33)

o'o To,p

3.3.2.
Equacao de equilibrio para membrana de espessura constante.

Para uma membrana anular de espessura indeformada constante, apds a
substitui¢do da funcdo energia de deformacdo nas equagdes (3.26) e (3.27),
obtém-se a equacdo de equilibrio:

3 3

T 3p 3p 3p
3. 5 hpT - +P |1 5 =0 (3.34)
p r()S(r()7p)2 )7p r()zr()7p3 r()2(r()7p)4 hpp
e a condi¢do de contorno em p = R,:
2h G 2 4 3
f:R 2 3(r() Top P=P ) (3.35)

r
o'o To,p
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3.3.3.
Método de integracao numérica

Por ser a equacdo diferencial da membrana, apresentada anteriormente
(3.32), altamente ndo-linear torna-se necessdrio em certos casos a utilizacdo de
métodos numéricos para a resolucdo deste sistema. Pode-se obter uma solucdo
numérica de forma eficiente transformando o problema de valor de contorno em
um problema de valor inicial e utilizando-se, a seguir, métodos de integracdo
numérica. Um método de integracdo numérica amplamente testado na literatura
para resolver este tipo de problema é o método de Runge-Kutta.

O sistema de equacOes corresponde ao chamado problema de valor de
contorno onde uma condi¢cdo de contorno € conhecida em p=p, e uma ¢é
conhecida em p =R,. Porém, necessita-se de duas condi¢Ges iniciais, entdo a
condicdo de contorno livre € inicialmente arbitrada e ajustada pelo shooting
method (Krayterman, 1990) e a integragdo numérica realizada pelo método de
Runge-Kutta, sendo a convergéncia da solucio obtida pelo método de Newton-
Raphson.

Dessa maneira, neste trabalho é usada uma metodologia incremental-
iterativa, onde, a partir de uma configuracio de equilibrio conhecida, € obtida uma
nova configuracdo de equilibrio associada a um incremento do pardmetro de
controle. Isto € feito usando-se o método de Runge-Kutta de quarta ordem para
integrar o sistema de equacdes diferenciais que descreve o problema e o algoritmo
de Newton Raphson para minimizar o erro nas condi¢des de contorno.

No shooting method é feita inicialmente uma escolha dos valores das
varidveis livres e prescritas de um ponto inicial, x;, do dominio de integracdo,
onde se tem que as varidveis prescritas devem ser consistentes com as condicoes
de contorno especificas do ponto, e as livres sdo arbitradas. As equagdes
diferenciais sdo integradas numericamente como em um problema de valor inicial,
chegando ao ponto final do dominio, x. S30 em geral encontradas discrepancias
entre as varidveis obtidas por integracdo numérica em Xy € 0s respectivos valores
prescritos neste ponto, ji que os valores das condicdes iniciais livres ndo sdo
conhecidos a priori. Torna-se entdo necessario efetuar um ajuste das condicdes de
contorno livres em x; em funcdo das discrepincias detectadas em xn. Os

procedimentos de integracdo das equacdes e de ajuste das condi¢Oes iniciais sdo
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repetidos sistematicamente até que todas as condi¢des de contorno prescritas em xy
sejam satisfeitas com o grau de precisdo desejado.
Neste caso as equagOes diferenciais de primeira ordem utilizadas na

integracdo numérica sdo:

dr,
=—0 3.36
y(p) dp (3.36)
dy(p) _ r04r0,p4 _3:04 ro,p _pr03 ro,ps +3,03 I‘03 ro,p _
dp Prr,3p 417 r, )

; , . (3.37)

P r(),p_pro ro,p lﬂ

pBp+rtr, b [hdp

e as condigdes iniciais:

ro(Ro):Rf (338)
10(Po) = Py (3.39)

Ap6s um estudo de corvergéncia em funcdo das coordenadas tracionadas da
. . -5
membrana circular, adota-se um passo de tamanho igual a 1x10™ m para as

integracdes numéricas através do método de Runge-Kutta.

34.
Analise dinAmica

Nessa andlise tem-se por objetivo o estudo das vibragdes lineares e nao-
lineares das membranas em estudo. Partindo da fun¢do de Lagrange, apresentada
em (3.19), e aplicando o principio de Hamilton, chegam-se as equagdes

diferenciais de movimento:

oL_ofor) oo oo 340
ar dp|or, | 06\dr,) dr\or, ) (340
oL _9f oL ) of oL ) df oL | _, (3.41)
dB oplIB, ) 96\9B.,) dt\0B, ‘
oL _9foL ) afaL) afaL)_, (3.42)
dz dp|\dz, ) 06\dz,y ) dt\dz, '

Dessa forma, substituindo o primeiro invariante de deformacdes (3.13) na
funcdo de Lagrange (3.19) e posteriormente nas equagdes de movimento (3.40) a

(3.42) obtém-se as equagdes de movimento em fung¢do dos deslocamentos. Apds a
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linearizacdo do sistema encontram-se as seguintes equacdes de movimento
lineares para a membrana circular, ou anular, de espessura varidvel na direcdo
radial:

a) Direcdo radial

PR AV e 48()(/))2}8%(/),90
{( 1,(P) ap 30%r,(p) 3y

)
i 2
_6p% (0 aro(p)+6r0(p)6 r, () 9%, (p)
op ap op?
6 3
7lr0(p)6 ar{)(p) _12p2n)(p)38n)(p) +
P ap 0 8u(p,6’,l)+
1 P 5 p) 2 dp
6—2ro(p)7—rg(p) +9pn)(p)4—r(.‘;(p) - —
p P p
1 dh(p)( 4 2., 40r,(p)° 6 97,(p)°
- V3 o\ _q “fo 7
o dp (p r,(p) 3p r,(p) o0 )
- . . g
(_lzpzro(p)s arg(p) 61 (p)° ar, (p) }8 r(p)
p ap op?
4
0( 52 (p) 9p2r0(p)2—arg(p) +
P u(p,0,t)+
6 Ak (3.43)
12pr0(p)38 r(p)’ L7 2ro(p)earg(p) N
p p
L dhp)|, 2 30r,(p)° 59r,(p)’
- 2PV g oM g Lo
_h > dp ( r,(p) op r,(p) op |
2 2 7]
(—12/)2%(/))4 arg(p) 67, ()02 (p) }a Lo (2,0) S (o) 2P
P op a0
AI(P°® 39n,(* r(p*arn(p)’ Iv(p,6,1)
~12 o _ Yo )
p2 o(p) 3p P (ro(p) 3 9 Y
L dhp)[ , > a0r,(p)° 69r,(p)]
_— Vg o oM/
o) dp (p 1 (P) ap 6r,(p) ap |
- ()62 (p) *u(p.0,1) 302 (p)48n)(p)ﬂ82v(p,9,t) 2C h(p)+
o 892 o J J ap 20 1

+I'r, o(p)

(,0)
d

9% u(p.0,t
e

du(p,b,r) -0
ot
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b) Dire¢do circunferencial

ar,(p)’ { 1 dh(p)} 597, (0)° |9v(p.6.1)
-2 0 7o —t—= o 2 +
{ (P) dp p hip) dp ) dp | dp

1 707,(p)°
-2—r,(p) —2+—
P’ 9p

1 dh(p) 9, (p)°
3
(30 0t 5

401,(p)  Q%u(p.6.1)
ap 2069p

30°1,(p)

+3p%r,(p)

—7(p )

3,02 3%, (p) |
ap 8p2

au(p,ﬁ,t)_
060

(p) “9%v(p.0,1)

op?

ar(,(p)ﬂazv(pﬁ, f

4 ar{)(p)4
0

1
(3/)2%(/)) +— 70"
P

a1, (p)

Nov(p.6,1)

0p | 26

+21,(p)’

8 r,(p)°
() p

dp

}ZClh(pH

)9

82
rr,(p)° ai)p) ( () Vé’;f’l)ﬁ

Ccav(p,ﬁ,t)lo
ot

¢) Direcdo transversal

4 6 2
{pza’o(p) (2 20 ®) rg(p)ﬁ]a wp o,

op ap op
LA L3k 13n° ]
—4p? = (p) T s (p)°
dp 2p? ap
2 3
3pa“(p)nxpf—apza“(p)nxpf+ Iw(p,0.1)
ap ap op
1 dh P) 2 6
(p) 2 r{)(p) ro(p)4_ r{)(p) ro(p)6
| h(p) dp ap dp |

4 6
{pz GrSLp) L )2_8rg;p)

P
r () IZJW(” 9. ’)}mh(p)
P 06°

Jt

6 2
41,0 L) {h(p)a ngge’t)+s“ccaw<p’e’”]=0
t

54

(3.44)

(3.45)
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Considerando a espessura da membrana indeformada constante pode-se

simplificar as equagdes lineares de movimento, obtendo-se:

a) Direcédo radial

AN
() p

—
_(6 1 222y 5y 20 }a L)
Jo dp

oyt La(P) \azu(pé’t)
) p ) apz

+T (p)f 50 (

azu(pﬁt) gccau(p,ﬁ,l)lo

ot? ot

op’
6 3
7lr0(p)6 ar, (p) _12p%r (p)? a5, (p) N 8u(p,0,1)+
Jo d9p dp dp
1 ) 5 ) 2
6—2ro(p)7—rg(p " 10 pr,(p)* 222
P P 0
I ar,(p)* 5,0’ |
~12p%r,(p) TS 61, (p)° 2
( s s, Y%
7 4
Er()(p)Sar()(p) _9p2r0(p)2 ar{)(p) + u(p,0,1)+
Vo dp dp —
3 6
12pr()(p)sar()(p) +7L2r()(p)6ar()(p)
Ip p Ip
- . . i
1207 (0 2P 6, () A, () ° 0%, (p) _
9p dp op*
(p) 0, (P° o 3dn(@t |9v(p.6.0
12 0 _ _
0( ) p2 ()( ) p r()(p) ap ag
3
12pr(,<p>4—’”(p)
ap
6\42 3\52
- (0)° dr, (p) Wa u(p,zﬁ,l)_ 3p% (p)* ar,(p) Wa v(p,6,1) 20+
p ) a6 op | opad

(3.46)
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b) Dire¢do circunferencial

56

ov(p,0,t) N

P

i’ 1 gorp°]
_2’})(:0)70— __ro(p) e
{ dp P Ip | ap

SRECLIAT L.
p p

o(p) 2971, (p)
8p2

Ir,(p)° *u(p.6.1)
ap d06dp

3p°,(p)*

3p%r,(p)* —r,(p B2

(,0)
op

au(p,ﬁ,t)_
00

(p) “9%v(p.6,1)

I, (p)ﬂazv(pﬁ, f

ar, (",
3 2 497,
( R p2 r(p)° y

)_060*

P 6 P
r{) (p)8 r() (p) + 2’,_0 (p)7 [
dp ap )

+{C,

- ()62 (p) *v(p.8.1)
o ot?

¢) Direcdo transversal

dp

[ 6 2 2
(_M(p) () + 2 200) rg(p)4]a w00
P

201,(p) 497, (p) 191,()°

_4p r{)(p)

dp op> p 9p
dp

r(p)* -2

2
+ 3pL rg;p)

dp

I'r,(p)

6 2
697, (p) {8 w(p,é',t)+§cc

J9p 9t?

r, () +

r,(p)°

r, () \v(p.6,1) e
90 !

ov(p,0,1)
—2 2 1=0
ot 1

2

ap

ow(p,0,r) N
ap

(3.48)

6 4 2
LA P I B AT R LG ZU ) PYe
P dp 06

8w(p,0,t)} ~0

O grifo é aqui usado para diferenciar os termos das equagdes diferenciais

dos seus coeficientes que sdo fungdes do estado de tensdes iniciais.
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3.5.
Meétodo dos elementos finitos

O método dos elementos finitos € um procedimento numérico que pode ser
aplicado a problemas de geometria irregular, condicdes de contorno arbitrarias e
diversas propriedades dos materiais. Esse método combina varios conceitos
matemadticos estabelecendo e resolvendo um sistema de equacdes lineares ou nao
lineares e tem sido extensivamente usado para andlise de problemas
suficientemente complexos para serem solucionados através dos métodos
analiticos classicos ou métodos numéricos simplificados.

E um método versatil, fundamentado na divisdo do continuo em estudo em
elementos. A forma de divisdo depende do problema a ser analisado, exigindo
uma familiarizacdo do usudrio com as caracteristicas dos diversos elementos
finitos passiveis de utiliza¢do, ou mesmo a tentativa de vérios tipos de divisao.

Neste estudo € utilizado o programa Abaqus®, versdo 6.5. Uma breve
abordagem dos tipos de elementos fornecidos pelo programa para a andlise de

membranas hipereldsticas é feita a seguir.

3.5.1.
Tipos de Elementos

Existem dois tipos de elementos de membranas disponiveis no Abaqus®:
elementos gerais de membrana e elementos de membrana axissimétricos.

Estes elementos sdo definidos pelo c6digo apresentado na Figura 3.2.

M3D4R
tt Integracdo Reduzida
Numero de nés
Dimensao
Membrana

Figura 3.2 - Descri¢do do tipo de elemento de membrana usada pelo Abaqus®.

Tem-se no Abaqus® elementos triangulares com 3 e 6 nds e elementos

quadrilaterais com 4, 8 € 9 n6s, como mostram a Tabela 3.1 e a Figura 3.3.
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Tabela 3.1 — Tipos de elementos de membrana disponiveis no Abaqus.

Sigla Tipo N° de nés
M3D3 triangular 3
M3D4 quadrilateral 4

quadrilateral com integracao
M3D4R 4
reduzida
M3D6 triangular 6
M3D8 quadrilateral 8
quadrilateral com integracao
M3D8R 8
reduzida
M3D9 quadrilateral 9
quadrilateral com integracao
M3D9R 9
reduzida

Figura 3.3 — Representacdo grafica dos elementos de membrana e casca.

Elementos de membrana sdo usados para modelar estruturas que nao
apresentem resisténcia a flexdo, principal caracteristica de membranas. A escolha
do tipo especifico de elemento a ser usado, dentro do universo de elementos
disponiveis, foi o de melhor modelar uma membrana da qual se esperava grandes
deslocamentos e deformacdes.

A biblioteca do Abaqus® inclui também trés grupos de elementos de casca:
Casca Fina, Casca Espessa e de Finalidade Geral. Os elementos de casca de
Finalidade Geral levam em considera¢@o a deformagdo por cisalhamento, as quais

se tornam muito pequenas a medida que se diminui a espessura da estrutura. Os
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elementos de Casca Espessa sdo necessdrios quando € importante considerar-se os
efeitos de cisalhamento através da espessura da casca. Como critério prético
considera-se que uma casca € espessa quando sua espessura for maior que 1/15 do
menor vao, do contrario € considerada fina.

Por sua vez, os elementos indicados para casca fina desprezam estes efeitos,
j& que nas cascas finas estes efeitos sdo muito pequenos em comparacio aos de
flexdo. Esta aproximagao € feita pela imposicdo da condi¢@o de Kirchoff: admite-
se que a secdo plana normal a secdo média da casca permanece plana e normal
durante a deformacao.

Neste trabalho, para andlise de membranas hipereldsticas, foram adotados
tanto elementos de membrana como de casca. Um estudo foi realizado para
identificar o elemento mais apropriado em fun¢do do carregamento, bem como da
geometria utilizada. Os elementos de casca sdo definidos na forma esquematica

ilustrada na Figura 3.4.

R 5
'L Graus de Liberdade

S 4
/L Integracdao Reduzida

Numero de nés
Casca

Figura 3.4 - Descri¢do do tipo de elemento de casca usada pelo Abaqus®.

Tem-se no Abaqus® elementos de casca triangulares com 3 e 6 nds e
elementos quadrilaterais com 4, 8 e 9 nds, como apresentados na Tabela 3.2 e na
Figura 3.3.

Para alguns tipos de andlises, tais como a de histerese do material, a
discretizagdo do modelo no Abaqus® ndo pode ser realizada com elementos de
casca ou de membrana. Uma maneira de controlar esse problema é com o uso de
elementos s6lidos tridimensionais.

Na biblioteca do Abaqus® existem indmeros elementos sélidos que podem
ser de uma, duas ou trés dimensdes, axissimétricos ou cilindricos. Neste trabalho é
utilizado o elemento sélido tridimensional quando ndo € possivel a discretizagdo
do problema com elementos de casca e de membrana. Os elementos s6lidos sdo

definidos no Abaqus® da maneira apresentada na Figura 3.5:
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Tabela 3.2 — Tipos de elementos de casca disponiveis no Abaqus®.

Sigla Tipo N° de nbs
STRI3 triangular (casca fina) 3
S3 triangular (geral — deformacio finita) 3
S3R triangular com integracdo reduzida 3
$3RS triangular com baixa deformacao de ;

membrana

STRI65 triangular (casca fina) 6
S4 quadrilateral (geral — deformacdo finita) 4
S4R quadrilateral com integrag@o reduzida 4

quadrilateral com integracdo reduzida e
S4RS 4
baixa deformagdo de membrana

S4R5 quadrilateral (casca fina) 4
S8R quadrilateral (casca espessa) 8
S8R5 quadrilateral (casca fina) 8
S9R5 quadrilateral (casca fina) 9
C3D8R H
| 1\—Hﬂarido com pressao constante
Integracdo Reduzida
Nudmero de nds
Dimensao

Elemento continuo

Figura 3.5 - Descri¢do do tipo de elemento de s6lido usada pelo Abaqus®.

Os elementos solidos tridimensionais disponiveis no Abaqus® sio

apresentados na Figura 3.6 e na Tabela 3.3.
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Figura 3.6 — Representacdo grafica dos elementos sdlidos tridimensionais.

Tabela 3.3 — Tipos de elementos sélidos tridimensionais tensdo/deslocamento disponiveis

no Abaqus®.
Sigla Tipo N° de nbs

C3D4 tetraedro 4
C3D4H tetraedro hibrido 4
C3D6 prisma triangular 6
C3D6H prisma triangular hibrido 6
C3D8 quadrilateral 8
C3D8H quadrilateral hibrido 8
C3Ds8I quadrilateral com modos incompativeis 8
C3D8IH quadrilateral com modos incompativeis e hibrido 8
C3D8R quadrilateral com integracdo reduzida 8
C3D8RH quadrilateral com integracdo reduzida e hibrido 8
C3D10 tetraedro quadratico 10
C3D10H tetraedro quadrético hibrido 10
C310M tetraedro quadratico modificado 10
C310MH tetraedro quadrético modificado e hibrido 10
C3D15 prisma triangular quadrético 15
C3D15H prisma triangular quadrético hibrido 15
C3D20 quadrilateral quadrético 20
C3D20H quadrilateral quadrético hibrido 20
C3D20R | quadrilateral quadratico com integrag@o reduzida 20
C3D20RH quadrilateral quad.com int.reduzida e hibrido 20
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