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Revisao Bibliografica

3.1
Busca Tabu

Busca Tabu é uma estratégia para resolucao de problemas de otimizacao
combinatéria. E um procedimento adaptativo, utilizado em conjunto com
outros métodos, os guiando para a superacao das limitagoes da otimalidade
local (Glover, 1989). Utilizaremos um método mais familiar, o Algoritmo de
Gradiente (também conhecido como Subida de Encosta), para ilustrar tais
limitagoes e demonstrar as vantagens em utilizar a Busca Tabu.

Diversos métodos de otimizacao podem ser convenientemente caracteri-
zados por seqiiéncias de movimentos que levam de uma solugao corrente a uma
outra (Glover, 1989). Sendo S o conjunto de movimentos, cada soluc¢ao z esta
associada a um conjunto de movimentos S(z) C S que podem ser aplicados a
ela. Quando um movimento s € S(x) é aplicado a x, esta solugdo converte-se
em uma outra, s(z).

O Algoritmo de Gradiente progride unidirecionalmente do seu ponto de
inicio até um o6timo local. Inicialmente é selecionada uma solugao inicial xq
(possivelmente de forma aleatéria), e esta solu¢ao é adotada como solucao
corrente T «— xg. A cada iteracao do método, sao analisados os movimentos
S(z) que podem ser aplicados a Z. Se nao houver movimento que melhora
Z, a busca é encerrada, pois um 6timo local foi alcancado. Caso contrario,
é escolhido um movimento s € S(Z) tal que o custo da solugao resultante
¢ melhor que o corrente (ou seja, ¢(s(z)) < c¢(z) em um problema de
minimizagao), a solucao resultante é adotada como solugao corrente (z «— s(7))
e o procedimento ¢é repetido.

Apesar de sua notavel simplicidade, o Algoritmo de Gradiente é sufici-
ente para resolucao 6tima de diversos problemas, nos quais a funcao de custo
e a vizinhanga sao especificadas de tal forma que todo 6timo local é também
um 6timo global. O algoritmo Simplex para resolugao de Programas Line-
ares, por exemplo, pode ser interpretado como um Algoritmo de Gradiente

(Glover, 1989). Para problemas de otimizagao combinatéria em geral, o Algo-
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ritmo de Gradiente pode ser utilizado como heuristica, com a limitacao de que
o 6timo local encontrado pode nao ser um 6timo global.

A Busca Tabu pode ser utilizada para guiar uma heuristica deste tipo,
dando continuidade a exploracao mesmo quando nao ha movimento que
melhore a solucao corrente. A busca prossegue, porém com restrigoes para
evitar ciclos, ou seja, evitar o retorno a solucoes ja visitadas. Para alcancar
este objetivo é estabelecido um conjunto de movimentos 7 C S considerados
proibidos, ou tabu.

Sao diversos os esquemas utilizados para restringir o espago de busca.
Em geral, porém, a cada iteracao ¢ escolhido o melhor movimento nao-tabu
(mesmo que este piore a solucao corrente), logo é de se esperar que novos

6timos locais sejam encontrados conforme a busca prossiga.

3.1.1
Esquemas tabu estrito e nao-estrito

Dizemos que ¢ utilizado um esquema tabu estrito (strict tabu) quando
configuragoes ja visitadas sao explicitamente proibidas. Este esquema tem
convergeéncia relativamente lenta, uma vez que na iteragao n é necessaria
uma computacao de ordem O(n) para tal verificacdo explicita, o que pode
ser aliviado pelo uso de hashing codes para representar as configuracoes
(Battiti & Giampietro, 1994).

E bastante comum o uso de esquemas baseados em um tamanho maximo
para 7. Tais esquemas nao sdo estritos, portanto existe a possibilidade da

ocorréncia de ciclos.

3.1.2
Estratégias comuns de implementacao

Para decidir quais movimentos serao incluidos em 7" a cada iteracao, uma
estratégia comum € proibir os movimentos que desfacam os tltimos movimentos
realizados (Santos et al., 2005). Estes movimentos “destrutivos” sao incluidos
em 7, sendo removidos apés um certo nimero de iteracoes, quando espera-se
que a busca tenha sido direcionada para uma nova regiao.

Em relacao a representacao computacional do conjunto 7, pode-se
manter uma estrutura de dados como uma representagao direta de 7 (uma
lista tabu, por exemplo) e para saber se um movimento é tabu, verifica-
se a sua pertinéncia a esta estrutura. Porém, isto nao é comum, devido ao
custo da verificagao de pertinéncia. O que geralmente utiliza-se é um vetor
(ou funcdo) TabuEnd que associa cada movimento a um inteiro indicando

até qual iteracao este movimento é considerado tabu. Quando na iteracao n
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queremos que o movimento s torne-se tabu por 7 iteracoes, é suficiente atribuir
TabuEnd(s) < n+7. Este valor 7 é chamado tabu tenure, e quando o seu valor

¢ fixo, o efeito equivale a manutencao de uma lista tabu de mesmo tamanho.

3.1.3
Busca Tabu Reativa

O problema da definicao dos valores apropriados de parametros é re-
corrente em heuristicas. Uma escolha apropriada da dimensao do conjunto
tabu (grande o suficiente para evitar ciclos, mas pequeno o suficiente para
nao restringir demasiadamente a busca) é critica para o sucesso do algoritmo
(Battiti & Giampietro, 1994).

Visando maior robustez, uma estratégia que pode ser adotada ¢é adap-
tar 7 dinamicamente de acordo com o comportamento da busca. Tal esquema
reativo pode ser implementado verificando-se a cada movimento se a confi-
guragao obtida foi visitada recentemente, incrementando 7 em caso positivo,
ou decrementando suavemente caso contrario (Battiti & Giampietro, 1994).

Um outro esquema reativo, mais simplificado, orienta-se somente pelo
valor da funcao objetivo, e nao necessita a verificacao explicita da repetigcao de
configuragoes recentes. Se ha pouca flutuagao do valor da funcao a partir de
um certo nimero de iteracoes atrds, entende-se que a busca esta presa a uma
regiao reduzida, portanto 7 é progressivamente incrementado, aumentando a
diversificacao. Por outro lado, se ha muita flutuacao, 7 é reduzido, para que a
busca concentre-se em uma regiao especifica, o que é chamado de intensificacao
(Blochliger & Zufferey, 2008).

3.2
Simulated Annealing

Sitmulated Annealing, também conhecido como Recozimento Simulado, é
um método de resolugao de problemas de otimizacao combinatoéria inspirado
no processo fisico de recozimento (Kirkpatrick et al., 1983, Cerny, 1985). E um
método de busca local, assim como o Algoritmo de Gradiente e a Busca Tabu,
que a cada iteracao analisa um conjunto de movimentos S(z) que podem ser
aplicados a solucgao corrente z, e pode optar por efetuar um destes movimentos,
s € S(Z) e consequentemente adotar uma nova soluc¢ao corrente, s(7).

Assim como a Busca Tabu, o método Simulated Annealing também
busca superar as limitagoes da otimalidade local, discutidas na secao 3.1. No
entanto, aqui utiliza-se uma abordagem probabilistica para aceitacao e recusa

de movimentos que deterioram a qualidade da solucao corrente, no lugar de
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haver explicitamente um conjunto de movimentos proibidos, como é o caso na
Busca Tabu.

3.2.1
Aceitacao probabilistica de movimentos

Um movimento que melhora a solugao corrente é sempre aceito, enquanto
um movimento que a deteriora é aceito de acordo com uma probabilidade
que depende do grau de deterioracao da qualidade da solucao, de forma que
quanto pior for o movimento, mais dificil serd a sua aceitacao. Formalmente,
um movimento é aceito de acordo com uma distribuicao de probabilidade

conhecida como distribuicao de Metropolis:

1 sed <0
P(6) = s

e T caso contrario

onde o parametro 7 € o valor da temperatura corrente. De acordo com a analogia
com o sistema fisico, enquanto a temperatura esta alta, o processo esta mais
suscetivel a grandes mudancas, logo é maior a probabilidade de aceitacao
de movimentos que deterioram localmente a qualidade da solucao, o oposto

ocorrendo em baixas temperaturas.

3.2.2
Parametrizacao de Simulated Annealing

Dois componentes importantes do processo de Simulated Annealing sao
portanto a configuracao da temperatura inicial e a programacao do resfria-
mento. Uma abordagem robusta para configuragao da temperatura inicial é
executar uma fase inicial de calibragem do algoritmo, estimando um valor me-
diano ¢ da variacao do valor da solucdo, por amostragem sobre a instancia a
ser resolvida. Em relacao a programacao do resfriamento, é comum ser utili-
zado um resfriamento geométrico: periodicamente, a temperatura corrente 7
¢ multiplicada por uma constante a (chamada de taxa de resfriamento), onde
0<a<l.

Também sao comuns implementacoes onde ocorre o reaquecimento, ou
seja, a elevagao da temperatura em um estagio avancado do processo, para
evitar que o algoritmo fique muito tempo preso a uma mesma regiao do espaco
de busca, com baixa probabilidade de mover-se para outra regiao devido a
baixa temperatura.

Estratégias diversas para a configuracao dos parametros do Simula-
ted Annealing aplicado ao PHC (ver secao 2.2) sdo experimentadas em
(Rossi-Doria et al., 2003).
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3.3
Formulacoes para o Problema de Coloracao de Grafos

O Problema de Coloracao de Grafos (PCG) é um dos modelos mais tteis
da teoria dos grafos, sendo utilizado como base para modelar problemas nas
mais diversas areas, como por exemplo problemas de programacao de horarios,
problemas de alocagdo de registradores (para o projeto de compiladores)
(Smith et al., 2004), e problemas de alocagao de freqiiéncias (para a area de
telefonia) (Aardal et al., 2007).

O PCG pode ser apresentado da seguinte forma: dado um grafo simples
nao-orientado G = (V, E') e um inteiro k, uma k-coloracao é um mapeamento
c¢:V —{1,...,k} que atribui uma cor ¢(v) (ou rétulo) a cada vértice v € V.
Quando uma k-coloracao é tal que todos os pares de vértices ligados por
arestas recebem cores diferentes, ou seja, quando c¢(u) # ¢(v) para toda aresta
(u,v) € E, diz-se que esta é uma k-coloracao vdlida.

Alguns termos serao tuteis em discursoes posteriores: o subconjunto
formado pelos vértices de cor ¢, denotado por V¢ C V, é também chamado
de uma classe de cor. Quando temos uma k-coloracao valida, cada uma das
k classes de cores forma um conjunto independente, o que significa que para
quaisquer dois vértices u,v € V¢ nao existe aresta (u,v) € E.

Na versao de decisao do PCG temos um k fixo, e o problema (chamado
de k-PCQG) é determinar se existe alguma k-coloragao valida. Este problema é
comprovadamente NP-completo (Garey & Johnson, 1979). Em sua versao de
otimizacao, o problema é NP-dificil, e consiste em determinar o menor k£ para
o qual existe uma k-coloracao valida.

Uma boa revisao bibliogréafica de diferentes formulagoes de Programacao
Linear Inteira Mista para o PCG é encontrada em (Burke et al., 2007). Aqui
apresentaremos duas formulagoes para o PCG, que utilizaremos neste trabalho

como base para as formulagoes propostas para o PPHCPM.

3.3.1
Formulagao Padrao para o PCG

Uma formulacao natural para o PCG utiliza k|V| varidveis bindrias:

— X, variavel que indica se um vértice v recebe uma cor c. Esta variavel

esta definida para todo vértice v e toda cor c:

Tye € {0, 1}, YVoeV,eedl,... k}

O problema consiste em determinar se existe uma solucao valida para o

sistema composto por dois grupos de restri¢goes, o primeiro grupo garante que
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todo vértice v receba uma cor ¢, e o segundo evita que vértices u e v adjacentes

recebam uma mesma cor c:

Yo we=1 WweV (3-1)
ce{l,....k}
Tye + Tye < 1 V(u,v) € E,ced{l,...,k} (3-2)

A relaxacao linear desta formulacdo, no entanto, produz limites inferi-
ores muito fracos, pois as solugoes obtidas tendem a ser extremamente fra-
ciondrias. Por exemplo, quando k > 2, a atribuicdo x,. = 1/k para todas
as variaveis é uma solucao viavel para o sistema, conforme apontado em

(Mehrotra & Trick, 1996).

3.3.2
Formulacoes de Representantes e de Representantes Assimétricos para o
PCG

Uma das formulagoes originais mais recentes para o PCG, que cha-
mamos de Formulacao de Representantes Assimétricos, foi proposta em
(Campélo et al., 2008), fundamentada na formulagdo proposta anteriormente
em (Campélo et al., 2004), que chamamos simplesmente de Formulagao de Re-
presentantes.

Em ambas as formulagoes, uma valoragao viavel das variaveis define uma
particao {V!,..., V*} do conjunto de vértices V, onde cada parte V¢ forma um
conjunto independente. Associando cada um dos k conjuntos independentes a
uma cor distinta, temos uma k-coloragao valida.

Cada um dos conjuntos independentes é representado por um de seus
elementos, considerado o seu representante. Os demais elementos também
sao representados pelo representante. Note que, como se trata de conjuntos
independentes, um vértice pode representar somente (e ser representado por)
aqueles que ndo estdo em sua adjacéncia. Dado que E é o conjunto de arestas

do grafo complementar G = (V, E), definimos para evitar ambiguidade:
— A(v), adjacéncia de v: A(v) ={u eV :u#v,(u,v) € E}
— A(v), anti-adjacéncia de v: A(v) ={u €V :u# v, (u,v) € E}
— A[v], anti-adjacéncia inclusiva de v: Afv] = A(v) U {v}
A dltima notacao, referente a anti-adjacéncia inclusiva, é 1til por que
um vértice também pode representar a si mesmo (é o caso do representante do
conjunto independente).

De acordo com (Campélo et al., 2004), estas formulagoes podem ser

vistas como variagoes da Formulagao de Conjuntos Independentes Maximais
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proposta por (Mehrotra & Trick, 1996), porém sem utilizar uma quantidade

exponencial de variaveis para representar os conjuntos independentes do grafo.

Formulacao de Representantes para o PCG

Na Formulacao de Representantes, proposta em (Campélo et al., 2004),
um vértice pode ser representado por qualquer vértice em sua anti-adjacéncia
inclusiva. A definicio da relacao Rep : V — 2V, entre um vértice e aqueles que

podem lhe representar, é bastante simples.

— Rep(v), conjunto de vértices que podem representar um vértice v € V

definido como segue:

Rep(v) = Al]
Por conveniéncia, definimos também a relacao inversa Rep~!.

— Rep~'(u), conjunto de vértices que podem ser representados por um
vértice u € V:
Rep '(u) ={v €V :u € Rep(v)}

Para esta formulacao, sao definidas variaveis binarias com o significado

a seguir.

— Xy, variavel que indica se um vértice u representa um vértice v. Esta
variavel estd definida para todo vértice v e todo vértice u que pode
representa-lo. Quando u = v, esta varidvel indica se u representa a
si mesmo, e por consequéncia, se u € um vértice representante de um

conjunto independente.

Tuy € {0, 1}, Yv € V,u € Rep(v)

O problema de decisao (k-PCG) consiste em encontrar uma solugao

valida para o sistema a seguir:

Z Tyw>1  YoeV (3-3)
u€Rep(v)

Tup + Tuw < Ty Vo € V,w € A(v),u € Rep(v) N Rep(w) (3-4)

> wy <k (3-5)
veV

O grupo de restrigoes 3-3 assegura que todo vértice v seja representado
por algum vértice u que pode representa-lo. O grupo 3-4 garante que somente

um dentre dois vértices v e w adjacentes (ou seja, em conflito) pode ser
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representado por um vértice u que pode representar ambos, fazendo com
que o conjunto representado por u seja independente. Este grupo também
garante que um vértice v s6 seja representado por um vértice u que representa
a si mesmo. Por ultimo, a restricao 3-5 assegura que no maximo k vértices
representam a si mesmo, e consequentemente que ha no maximo k conjuntos
independentes, o que implica em uma k-coloragao valida.

Para a versao de otimizagao do PCG, onde queremos minimizar k, poucas
alteracoes sao necessarias no modelo: basta remover a restricao 3-5 e introduzir

uma func¢ao objetivo minimizando o niimero de vértices representantes:

min E Ty

3.3.3
Formulacao de Representantes Assimétricos para o PCG

A Formulacao de Representantes Assimétricos proposta em
(Campélo et al., 2008) apresenta uma redugao significativa na quantidade
de variaveis definidas. Para quebrar a simetria da formulacao, é definida uma
ordem < sobre os vértices, e é estabelecido que se u e v sao vértices tais que
v < u, entao u nao pode representar v, e consequentemente o valor destas
variaveis x,, € fixado em 0, permitindo que as ignoremos.

A formulagao é basicamente a mesma que a Formulagao de Representan-
tes, com excecao da defini¢ao da relagdo Rep que muda (e consequentemente,
seu inverso, Rep~1). Como um vértice nao pode ser representado por outro de

ordem menor, Rep agora define-se como segue:

Rep(v) = {u € Alv] : =(v < u)}

Além disso, com a introducao da ordem, um subconjunto dos vértices
S C V étratados de forma especial: trata-se dos vértices que formam um clique
no inicio da ordem. Como cada vértice u € S pode apenas ser representado
por si mesmo, o valor destas variaveis x,, ¢ fixado em 1, portanto é possivel
substitui-las por valores constantes nas expressoes onde estariam presentes.

Naturalmente, |S| ¢ um limite inferior trivial da quantidade de cores
necessarias para colorir o grafo (sendo somado explicitamente na fungao
objetivo), levando a crer que seja vantajoso definir a ordem < de forma que S

seja 0 maior possivel.

3.4
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Local Branching

A Programacao Linear Inteira Mista (PLIM) é uma ferramenta impor-
tante para a modelagem e resolucao de problemas NP-dificeis de otimizacao
combinatéria. Os softwares para resolucao exata de modelos de PLIM tem
evoluido bastante, sendo capazes hoje de resolver, com otimalidade provada,
problemas bem maiores do que ha poucos anos atras, o que tem fomentado o
interesse no desenvolvimento de métodos de resolugao baseados em PLIM.

No entanto, dado o tamanho dos problemas de interesse pratico, em
muitos casos é extremamente improvavel que a solugao exata seja obtida em
tempo aceitavel. Na pratica, muitas vezes o importante é obter rapidamente
uma solucgao viavel de boa qualidade, por isso as heuristicas desempenham um
papel importante.

Heuristicas Matematicas de propdsito geral tem sido propostas por
diversos autores, buscando aproveitar o poder dos resolvedores de PLIM e
sua generalidade (aplicabilidade em diversos tipos de problemas). Uma delas,
chamada de Local Branching, proposta por (Fischetti & Lodi, 2003), pode ser
vista como uma forma de busca local onde as vizinhancas sao definidas através
da insercao de cortes de local branching.

Apesar das idéias serem aplicaveis em modelos que também contém
variaveis continuas e inteiras, consideramos aqui um Programa Linear Inteiro,

(PI), composto somente por varidveis bindrias, para simplificar a discussao:

(PI) min cx
s.a. Ax <b
zef{0,1}) Viel

onde Z é o conjunto de indices {1,...,n} do vetor binédrio z = (z1,...,x,).

Dada uma solugdo de referéncia  de (PI), vidvel, formulamos cortes
de local branching, que inseridos no modelo, restringem a busca a somente
uma parte do espaco de solugoes, formado pelas solugoes na vizinhanca de
Z. Um modo simples de definir a vizinhanca é utlizando um parametro k e
considerando que uma solugao vizinha x € N (z, k) é uma tal que no maximo
k variaveis sao diferentes de suas correspondentes em z. Quando atribuimos
valor zero ao parametro k, que indica o grau de liberdade da vizinhanca,
naturalmente a vizinhanca se restringe a propria solucao de referéncia, ou seja,
N(z,0) = {Z}. No outro extremo, quando fazemos k suficientemente grande,
N (Z, k) compreende todo o espago de solugoes.

A adicao da desigualdade a seguir serve exatamente para definir uma

vizinhanca. O conjunto Z° é formado pelos indices das varidveis que tém valor
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0 na solucao de referéncia, enquanto Z' sao os indices das varidveis de valor 1:

Zwi—FZ(l—xi)Sk

i€Z0 i€l

Como vemos, o primeiro somatorio conta a quantidade de varidveis que
eram (0 e mudaram para 1, enquanto o segundo somatério conta quantas
variaveis mudaram de 1 para 0. Uma solugao x viavel de (PI) que também
respeita esta desigualdade apresenta no maximo k diferencas em relagao a .

Ainda, quando o conjunto Z' tem uma cardinalidade fixa para todas as
solugbes vidveis (o que é comum acontecer), podemos formular um corte mais
simples, pois sabemos que a cada alteracao de uma varidvel com indice em 77,

obrigatoriamente correspondera uma alteracao de varidvel de indice em Z°:

> (1 —m) <k/2

ieZ!

A idéia de local branching é que mesmo que o resolvedor de PLIM nao
consiga resolver (PI) em um tempo aceitavel, ele pode ser capaz de resolver o
modelo bem mais restrito obtido apds a adicao destes cortes. Caso a solucao
obtida, 7' = mingeprzr) ¢, seja melhor que 7, ela é adotada como solucao de
referéncia para a formulagao de novos cortes semelhantes.

Uma estratégia 6tima para exploragao de todo o espaco de busca também
é apresentada em (Fischetti & Lodi, 2003). Esta estratégia considera a adigao
do inverso de um corte (ou seja, trocando a desigualdade de < para >) apds o
seu uso, para evitar que um mesmo espaco seja explorado multiplas vezes. Um
comportamento heuristico pode ser obtido simplesmente finalizando a busca e
retornando a melhor solucao encontrada até entao, quando se atinge um limite
de tempo definido.

Em (Hansen et al., 2006), é proposta uma heuristica de Busca de Vizi-
nhanca Variavel, baseada em local branching, porém sugerindo uma estratégia
mais sistematica para as fases de intensificacao e diversificacao da busca. Neste
trabalho sao reportados resultados expressivos, melhorando varios dos melho-
res resultados conhecidos até entao para um conjunto de 29 instancias dificeis
considerado também em (Fischetti & Lodi, 2003).

3.5
Geracao de Colunas
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3.5.1
Decomposicao de Dantzig-Wolfe

O principio da decomposigao foi introduzido por (Dantzig & Wolfe, 1960),
e levou ao uso de algoritmos de geracao de colunas para a resolucao de Pro-
gramas Lineares (PL) de larga escala. Apresentamos aqui uma idéia de
como funciona a decomposicao, similar a forma como é apresentado em
(Vanderbeck, 1994).

Muitas vezes é possivel identificar na matriz de coeficientes de um PL
uma estrutura composta por um ou mais subsistemas independentes, ligados
por um conjunto de restricoes de ligagao. Consideremos um Programa Linear
(P) da forma a seguir, onde as restrigdes 3-8 formam um subsistema e as

restricoes 3-7 sao de ligacao:

(P) min cx (3-6)
s.a. Az =b (3-7)

Dz <d (3-8)

x>0 (3-9)

As restrigoes 3-8 definem um poliedro no R%, {x € R} : Dx < d} (que
assumimos ser limitado e nao-vazio). Considerando a matriz ), cujas colunas
(); representam todos os pontos extremos do poliedro, é possivel elaborar um
programa linear (M P) equivalente a (P), chamado de programa linear mestre,

COmo segue.

(MP) min cQA (3-10)
5.Q. AQN =0 (3-11)

1IA=1 (3-12)

A>0 (3-13)

Note que devido & restri¢ao 3-12, para qualquer vetor A viavel em (M P),
Q) equivale a um ponto Z viavel em (P), uma vez que @\ é uma combinacio

convexa dos pontos extremos do poliedro.

3.5.2
Programa Linear Mestre

Na maioria das vezes, resolver o programa linear mestre diretamente nao
é facil, devido & quantidade enorme (exponencial) de varidveis na formulagao.

Uma idéia para contornar este problema é trabalhar com um conjunto reduzido
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de variaveis de cada vez, e acrescentar variaveis conforme seja necessario. Esta
é a idéia do procedimento de geracao de colunas.
Em cada iteracao do procedimento de geracao de colunas, é resolvido o

programa linear mestre restrito, considerando somente um subconjunto @) C Q).

(RMP) min QA ( )
sa.  AQN=b (3-15)
1IA=1 (3-16)
Az0 (3-17)
Como o (RMP) é mais restrito que o (MP), ele é apenas capaz de
fornecer um limite superior (no caso de minimizagao) em relagao ao valor da
solugao 6tima do (M P), uma vez que possivelmente a adigdo de certas colunas
melhora o custo da solucao. No entanto, é possivel verificar se a introducao de
alguma coluna Q; € @\ Q no (RMP) é vantajosa, bastando examinar o custo
reduzido de tal coluna, que explicaremos a seguir.
Como a coluna (); nao estda em (RM P), naturalmente ela ndo pertence
a base de sua solucao 6tima, e o valor da varidvel \; associada a @); ¢ zero.
Somente serd vantajoso introduzir ¢); no modelo se sua entrada modificar o
custo da solucao, e isso s6 pode ocorrer caso (); passe a fazer parte da base.
Para cada unidade que aumentamos da varidvel \;, é necessério remover um
pouco do valor de outras variaveis que ja pertencem a base, o que provoca uma
diferenca no custo da solucao: esta diferenca é justamente o que chamamos
de custo reduzido. Os custos reduzidos das colunas, mesmo as que nao estao
presentes no (RM P), podem ser calculados em fung¢dao dos valores das varidveis
duais de (RMP).
Uma forma de encontrar a coluna de menor custo reduzido é através
da resolucao de um outro problema, chamado de subproblema de pricing.
A solugao 6tima dual obtida pela resolucao do (RPM), (m,pu) € R™ x R é

utilizada no subproblema:
v(m, ) =min{(c — 7A)z : Dz < d,z >0} + p

Quando v(m, ) > 0, sabemos que nao ha coluna de custo reduzido negativo,
e portanto programa linear mestre estd resolvido. Caso contrario, a solugao x*
do subproblema define uma nova coluna @); = Az*, de custo ¢; = cx*, a ser
adicionada no programa linear mestre restrito, que pode eventualmente reduzir

o seu valor.
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3.5.3
Reformulacao de um Programa Linear Inteiro

No mesmo espirito da reformulagao de um programa linear em um pro-
grama linear mestre, quando trabalhamos com programas lineares inteiros
também é possivel formular um programa equivalente, chamado de programa
linear inteiro mestre, e resolve-lo via geragao de colunas. No entanto, dada
a natureza diferente destes problemas, as justificativas tedricas para a equi-
valéncia das formulagoes sao diferentes. Uma apresentacao bastante completa
sobre a reformulagao de programas lineares inteiros pode ser encontrada em
(Vanderbeck, 1994, Vanderbeck & Wolsey, 1996).

Em resumo, queremos reformular um programa linear inteiro da forma:

(IP) min  cx (3-18)
s.a. Ax =10 (3-19)

Dz <d (3-20)

z € {0,1} (3-21)

Considerando a matriz () onde cada coluna (); representa um ponto x
vidvel, ou seja, em x € {z € {0,1}" : Dx < d}, decompomos o problema no

seguinte programa linear inteiro mestre:

(IMP) min  cQA (3-22)
S.a. AQN =0 (3-23)

=1 (3-24)

A e {0,1} (3-25)

Note que a composicao da matriz () é bem diferente do caso anterior, em
que somente os pontos extremos do poliedro compunham a matriz. Analisando
as restri¢oes sobre as variaveis A, é facil ver que somente uma delas tera valor
1 em uma solugao viavel do (IMP). Em uma solu¢ao étima do (IMP), a
varidvel \; que assume valor 1 corresponderd a uma solucao z; étima para o
problema (I P) original.

Assim como no caso linear, é comum a adoc¢ao de um esquema de geracao
de colunas para resolugao do (I M P), partindo de um programa linear inteiro
mestre restrito em que apenas um subconjunto Q C Q é considerado, e gerando
colunas conforme seja necessario. Aqui também é possivel utilizar os custos

reduzidos para orientar a geragao de colunas.
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3.5.4
Estabilizacdao da Geracao de Colunas

Conforme observado por (Pigatti et al., 2005), algoritmos baseados em
geracao de colunas estao sujeitos a problemas de convergéncia. Para a re-
solugao de instancias distintas de mesmo tamanho, a quantidade de iteracoes
necessarias para a convergencia pode variar de uma ou duas ordens de mag-
nitude. Em especial, os problemas emergem ao tentar resolver via geragao de
colunas instancias muito degeneradas (Oukil et al., 2007).

Os valores das variaveis duais associadas podem variar bruscamente
durante as primeiras iteragoes, ocasionando a geracao de colunas que tem
pouca chance de pertencer a solucao final. Mais proximo das iteragoes finais,
os valores duais aproximam-se dos seus valores finais e variam pouco, e neste
ponto sao geradas as colunas mais promissoras. Observe que isso ocorre por
que cada coluna adicionada induz restri¢oes sobre as variaveis duais, por isso é
natural que ao final os valores duais variem menos. Baseado nestas observagoes,
(Du Merle et al., 1999) propoem uma técnica de estabiliza¢io dual.

Esta técnica, assim como variagoes da mesma, tem sido aplicadas por
diversos autores, como por exemplo (Pigatti et al., 2005, Oukil et al., 2007).
Em geral, a estratégia consiste em adicionar certas varidveis a formulagao
para induzir restricoes no problema dual, estabelecendo limites superiores 7
e inferiores m para o valor das variaveis duais 7, ou estabelecendo valores de
referéncia 7 para as variaveis e associando um custo proporcional ao desvio do

valor da variavel em relagao ao valor de referéncia.

Restricoes duais para estabilizacao da Geracao de Colunas

Partimos de uma formulagao original com restrigoes como segue, associ-
adas a variaveis duais m:

(7;) a'r = b;

Para estabilizar as variaveis duais, em cada restricao incluimos variaveis
ay, B; > 0, com coeficientes como a seguir:

(i) a'z — a; + B = b

Alteramos a fun¢ao objetivo para considerarmos os custos de « e 3. Estes
custos sao precisamente os valores que utilizaremos como limites inferiores e

superiores para as variaveis duais.

min E CiTy — 0 + T3
ie{1,...,n}
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Alterando-se os limites superiores destas variaveis, induzimos diferentes
restricoes no problema dual. Se nao ha limite superior, as restri¢coes induzidas

sao limites rigidos sobre as variaveis duais, ou seja:
v <m <7

Podemos estabelecer limites superiores para « e (3, através de restrigoes
na formulagao primal, associadas as varidaveis duais w e (:

(w;) o; < €

(G) Bi <€

Por sua vez, as varidveis w e ( irao interferir nas restricoes duais,
relaxando os limites superiores e inferiores de 7:
T —w ST ST+ G
O novo significado destas restrigoes é que os limites podem ser burlados,
porém esta violacao incorre em um custo, que é o custo associado as variaveis
we (.
Quando utilizamos os limites flexiveis e fazemos m = T, isto é equivente

a utilizarmos um valor de referéncia 7.

Estratégia de resolucao

Na abordagem utilizada por (Pigatti et al., 2005), é possivel obter desde
o inicio uma valoragao de 7 préoxima da valoracao étima. Sob estas condigoes,
utilizamos esta valoracao como referéncia para atribuir valores iniciais aos
custos das varidveis o e 3. Um valor inicial é estabelecido para €, e resolve-se
o problema resultante estabilizado até o seu étimo, por geracao de colunas.
Como o problema é mais restrito, espera-se que a resolucao seja mais rapida
que a resolugao do problema original.

O problema resolvido, no entanto, nao é equivalente ao problema original,
por isso diminuimos o valor de € e repetimos todo o processo. Na tultima
iteracao, fazemos € = 0 e resolvemos o problema pela ultima vez: neste caso, as
variaveis adicionais nao podem assumir valor diferente de zero, logo o problema
¢ equivalente ao original. Em (Pigatti et al., 2005), sdo executadas quatro
iteragoes do processo, fazendo epsilon assumir os valores 0.1, 0.01 e 0.001 e

finalmente 0 em cada iteracao.
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