
3Modelos Teórios
A instabilidade de dutos enterrados pode oorrer de dois modos: �ambagemvertial (upheaval bukling) ou �ambagem horizontal (snaking bukling).Segundo Einsfeld, Murray e Yoosef-Ghodsi[17℄ o modo de �ambagem depende,em geral, das ondições de ontorno, magnitude e forma iniial das imperfeiçõesdo duto, o tipo de restrições axiais e reações do solo.Um estudo pioneiro sobre a �ambagem de dutos foi desenvolvido por Palmere Baldry[16℄, onde demonstram que a restrição da expansão do duto devido aoaumento de pressão interna pode ausar �ambagem.Primeiramente, serão abordados neste apítulo os modelos analítios para�ambagem vertial e lateral. Esses modelos foram pesquisados por muitos anospelos engenheiros de ferrovias, para o estudo da �ambagem em trilhos de tremque representa um problema análogo ao da �ambagem de dutos. Trabalhosonsiderando modelos analítios ou numérios foram desenvolvidos para aestabilidade de dutos om relação a variação de temperatura, tendo omo baseessas formulações analítias [18, 19, 20, 21, 17, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29,30, 31, 32, 33℄.Os modelos analítios desenvolvidos para a interação solo-duto serão tam-bém abordados neste apítulo.3.1Modelos analítios para �ambagem vertialO primeiro trabalho que analisa a �ambagem em trilhos é de Martinet[2℄.Neste artigo é desrito um modelo analítio para o problema de �ambagemvertial e lateral, onsiderando o duto sem imperfeição, o solo omo umabase rígida e atrito de Coulomb entre o solo e o duto. Posteriormente essemodelo analítio foi apliado para duto e pode ser observado nos trabalhos deHobbs[29, 34℄.Outros modelos para a �ambagem vertial foram desenvolvidos onside-rando o duto om uma imperfeição iniial (Ju e Kyriakides[18℄, e Pedersen e
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Capítulo 3 - Modelos Teórios 27Jensen[30℄).No trabalho de Ju e Kyriakides[18℄ é apresentado um grá�o da variação detemperatua versus o omprimento de �ambagem, que está ilustrado na Figura3.1. Pode-se observar a diferença da trajetória do grá�o para modelos perfeitose om imperfeição geométria. Segundo Ju e Kyriakides[18℄, essa diferença éexpliada pelo fato de que quando o arregamento de temperatura é apliadono duto, pequenos desloamentos na pré-�ambagem podem oorrer onde estãoloalizadas as imperfeições iniiais. No desarregamento, os desloamentosomeçam a traçar o mesmo aminho da on�guração sem imperfeição. Estaresposta para uma geometria do duto sem imperfeição e om imperfeição sãodiferentes até a temperatura mínima (∆TM).Pode-se também observar na Figura 3.1 o omportamento dos dutos omgrandes imperfeições ou em zig-zag.

Figura 3.1: Variação da temperatura versus omprimento de �ambagem paradutos om e sem imperfeições geométrias [18℄3.1.1Hobbs - Modelo sem imperfeiçãoEste modelo analítio desrito por Hobbs[29℄, onsidera o solo omo umabase rígida, análogo aos artigos sobre �ambagem de trilhos em ferroviasdesritos em [2, 6℄. O primeiro passo que Hobbs realiza é enontrar a equaçãoda linha elástia para o treho de �ambagem do duto, o qual é tratado omouma viga-oluna om um arregamento (w) lateral uniforme igual ao pesopróprio. A representação desta viga pode ser observada na Figura 3.2.
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Capítulo 3 - Modelos Teórios 28

Figura 3.2: Flambagem vertial - Variação da força axial ao longo do dutoA equação da linha elástia é obtida por Marek e Daniels[6℄ e Hobbs[29℄.O momento externo é dado por:
M =

wL2

8
− wx2

2
− Py (3-1)onde w é o valor do arregamento do solo, L o omprimento de �ambagem e Pa arga axial no treho �ambado. O valor do momento interno para a mesmaseção é:

M = −EIy′′ (3-2)onde E é o modulo de elastiidade do material e I o momento de inéria daseção transversal. Das equações 3-1 e 3-2 obtem-se a equação da linha elástia:
y

′′

+ n2y +
m

8
(4x2 − L2) = 0 (3-3)onde m = w/(EI) e n =

√

P/EI. A solução da equação 3-3 é dada por:
y =

m

n4

(

A cos nx + B sin nx − 1

2
n2x2 +

1

8
n2L2 + 1

) (3-4)Condições de ontornoAs ondições de ontorno para a on�guração da �ambagem vertialrepresentada na Figura 3.2 e os valores das onstantes A e B são:
y′ |x=0 =

B

n3
= 0 −→ B = 0 (3-5)
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Capítulo 3 - Modelos Teórios 29
y|±L/2=0 = A

nL

2
+ 1 = 0 −→ A = −

(

cos
nL

2

)−1 (3-6)
y′ |±L/2=0 =

m

n3

(

± sin nL
2

cos nL
2

∓ nL

2

)

= 0 −→ nL

2
= tan

nL

2
(3-7)Substituindo as equações 3-5 e 3-6 na equação 3-4 �nalmente temos a equaçãoda linha elástia:

y =
m

n4

(

−cos nx

cos nL
2

− 1

2
n2x2 +

1

8
n2L2 + 1

) (3-8)A menor raiz enontrada para a equação 3-7 é:
nL = 8, 9868 (3-9)Condições de CompatibilidadeO arregamento distribuído devido ao atrito (q) e o valor da reação devidoao atrito (Q), que podem ser observados na �gura 3-1, são dados por

q = φ · w (3-10)
Q =

qL

2
=

φwL

2
(3-11)sendo φ o oe�iente de atrito. A força axial P pode ser obtido através daFigura 3.2:

P = P0 − qLq − Q (3-12)Com base na lei de Hooke e substituindo os valores de Q e q dados nasequações 3-11 e 3-10, determinamos o valor de ∆L

σ = Eε =
F

A
, ε =

∆L

Lq

∆L =
q Lq2

2AE

∆L =
(P0 − P − Q)2

2AEq
(3-13)O valor do omprimento da urva dado pelo segmento B′C ′D′, observado naFigura 3.3 é:

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510728/CA



Capítulo 3 - Modelos Teórios 30
Figura 3.3: Condições de ompatibilidade para a região de �ambagem

B′C ′D′ = L +

(

P0 − P

AE

)

L + 2∆L +

(

P0 − P

AE

)

2∆L

= (L + 2∆L)

(

1 +
P0 − P

AE

) (3-14)O segmento B′C ′D′ também pode ser de�nido omo:
B′C ′D′ = 2

∫ L/2

−L/2

√

1 + y′2dx = 2

∫ L/2

−L/2

1 +
y′2

2
dx

= L +
1

2

∫ L/2

−L/2

y′2dx (3-15)Substituindo o valor de ∆L, igualando as equações 3-14 e 3-15 temos:
B′C ′D′ =

(

L +
(P0 − P − Q)2

AEq

)(

1 +
P0 − P

AE

)

= L +
1

2

∫ L/2

−L/2

y′2dx (3-16)Calula-se a integral da equação 3-16 utilizando a equação 3-8:
1

2

∫ L/2

−L/2

y′2dx = 1, 597 · 10−5w2L7

E2I2
(3-17)Substituindo o valor da integral na equação 3-16 e isolando P0 temos ovalor do arregamento axial:

P0 = P +
wL

EI

√

1, 597 · 10−5EAφwL5 − 0, 25(φEI)2 (3-18)P é obtido substituindo o valor da equação 3-9 em P = n2EI:
P = 80, 76 · EI

L2
(3-19)O valor para a máxima amplitude é enontrado quando x = 0 na equação 3-8 e substituindo o valor da equação 3-19 temos:

ŷ = 2, 409 · 10−3wL4

EI
(3-20)
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Capítulo 3 - Modelos Teórios 31A temperatura é obtida pela equação:
T =

P0

EAα
(3-21)Esta análise pressume que a seção transversal do duto ontinua irular.Isto é verdade nos estágios iniiais da �ambagem, ontudo as respostas da�ambagem global podem provoar uma �ambagem loal, ovalização e ainda oesoamento ou mesmo fratura do duto na região de onentração de deforma-ções.3.1.2Ju e Kyriakides - Modelo om imperfeiçãoJu e Kyriakides[18℄ ompararam várias funções que desrevem formas paraa imperfeição iniial. O problema também foi onsiderado omo uma vigasobre uma base rígida, e o ontado entre o duto e a fundação é onsideradoom atrito, omo em Hobbs[29℄.Ju e Kyriakides primeiramente de�nem uma função geral para a imperfeiçãoda fundação:

y0 =

{

f(x), 0 ≤ |X| ≤ L0f(0) = ∆0

0 |X| > 0
(3-22)O momento �etor é dado por:

M(x) = P (δ − y(x)) + M(0) − 1

2
qx2 (3-23)sendo δ = y(0) ver (Figura 3.4).As omponentes de deformação de membrana e de �exão na viga são dadaspor:

ǫ = u,x + 1/2[(y,x)
2 − (y0,x)

2]

κ = y,xx − y0,xx

(3-24)A força axial e o momento de �exão estão relaionados om 3-24:
P = EA(ǫ − α∆T )

M = EIκ
(3-25)Substituindo os valores de 3-24 e 3-25 em 3-23, temos:

y,xx + k2y = y0,xx + k2δ +
M(0)

EI
− qx2

2EI
(3-26)sendo k2 = P/EI.
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Capítulo 3 - Modelos Teórios 32

(a)
(b)Figura 3.4: Con�guração do problema proposto por [18℄. (a) Geometria doproblema (b) Distribuição da força axialA solução de 3-26 é dada por:

yx = A sin kx + B cos kx + δ +
M(0)

EIk2
− qx2

2EIk2
+

q

EIk4
+ g(x) (3-27)onde g(x) depende de y0(x).Condições de ContornoAs ondições de ontorno para satisfazer a solução são:

y|x=0 = δ , y0,x|x=0 = 0 (3-28)
y|x=ξ = y0|x=ξ , y′|x=ξ = y′

0|x=ξ (3-29)
y′′|x=ξ = y′′

0 |x=ξ (3-30)Com as ondições de ontorno 3-28, 3-29 e 3-30, a equação 3-27 resulta nasequações araterístias:
sin kξG(k, ξ) − cos kξF (k, ξ) = 0 , 0 ≤ ξ ≤ 1 (3-31)

sin kξ − kξ cos kξ = H(k) , (ξ) > 1 (3-32)onde k = kL0, ξ = ξL0.
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Capítulo 3 - Modelos Teórios 33Condição de CompatibilidadePela ompatibilidade do desloamento axial, de forma análoga à equação3-16, obtem-se:
∫ ξ

0

P0 − P

EA
dx +

∫ ξ

0

1

2
[y′2 − y′2

0 ]dx +

∫ L1

0

P0 − P (x)

EA
dx = 0 (3-33)onde L1 = (P0 − P + qφξ)/(qφ)Das equações 3-21 e 3-33, obtemos o valor da variação da temperatura:

∆T =
1

EAα







P +

√

2qφEA

∫ ξ

0

1

2
[y′2 − y′2

0 ]dx − (qφξ)2







(3-34)As equações 3-31 e 3-32 são resolvidas presrevendo um valor para ξ e ovalor para k é determinado numeriamente pelo método da bisseção.3.1.3Pedersen e Jensen - Modelo om imperfeiçãoO modelo de Pedersen e Jensen[30℄ onsidera uma imperfeição iniialdiferente das imperfeições iniiais desritas no modelo de Ju e Kyriakides[18℄apresentado anteriormente. Os proedimentos para as soluções das equaçõespara este modelo são os mesmos que foram desenvolvidos no modelo de Ju eKyriakides. A função da imperfeição da fundação é de�nida omo:
y0(X) =

{

w
72EI X3(4L0 − 3X), 0 ≤ |X| ≤ L0

0 |X| < 0
(3-35)sendo w o valor do arregamento do solo.O valor do omprimento L0 é enontrado substituindo na equação 3-35 Xpor L0:

L0 = 2, 913
4

√

δ
EI

w
(3-36)sendo δ o valor da amplitude da imperfeiçãoA solução da equação da linha elástia é:

y = A cos(nx) + B sin(nx) +
1

n2

(

−1

2
αx2 + βx +

α

n2
+ γ

) (3-37)onde:
β =

qp(3L − 2L0 + 3qL)

3EI
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Capítulo 3 - Modelos Teórios 34
γ =

{

w
6EI (L0 − L)(3L − L0), L ≤ L0

0 L > L0

A = −
( α

n4
+

γ

n2

)

B = − β

n3
+

χ

nSendo χ:
κ =

{

w
6EI (L0 − L)2L, L ≤ L0

0 L > L0O valor de nL é determinado om a ondição de ontorno y′(L) = 0enontrando a equação:
( α

n3
+

χ

n

)

sin(nL) −
(

β

n2 − κ

)

cos(nL) +
1

n2
(−αL + β) = 0 (3-38)A arga axial iniial é de�nida pela equação:

P0 = P +

√

(

qφEA

∫ L

0

(y′2 − y′2
0 )dx − (qφL)2

) (3-39)3.2Modelo analítio para �ambagem lateralSegundo Sriskandarajah et al.[26℄, a estabilidade lateral de dutos o�shoredepende do atrito do solo, do peso do duto submerso e da presença de imper-feições iniiais. Serão desritos nesta seção os métodos analítios desenvolvi-dos para a �ambagem lateral de dutos. Os métodos analítios adotam váriashipóteses simpli�adoras e são geralmente restritos a asos de somente umomprimento de �ambagem em dutos om omprimento in�nito.A �ambagem lateral pode oorrer de vários modos, que podem ser obser-vados na Figura 3.5.
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Capítulo 3 - Modelos Teórios 35

Figura 3.5: Modos da Flambagem LateralEstes modos serão apresentados nesta seção. Martinet[2℄ desenvolve asequações para o Modo 1 e o Modo 3. Kerr[3℄ desenvolve as equações parao Modo 2 e o Modo 4. Os dois autores onsideram que a base é rígida e o dutosem imperfeição.3.2.1Martinet - Modo 1O Modo 1 é semelhante à �ambagem vertial, a diferença é que para a�ambagem lateral o arregamento de solo não é onsiderado. Sendo assim, ovalor da força axial P pode ser de�nido omo:
P = P0 − qLq (3-40)O valor de P e da amplitude máxima ŷ são os mesmos enontrados para a�ambagem vertial, pois as ondições de ontorno são as mesmas:

P = 80, 76 · EI

L2

ŷ = 2, 409 · 10−3wL4

EIPara o álulo da equação do arregamento axial P0, alula-se o valor de
∆L e utiliza-se a equação 3-16:

∆L =
(P0 − P )2

2AEq
(3-41)

(

L +
(P0 − P )2

AEq

)(

1 +
P0 − P

AE

)

= L +
1

2

∫ L/2

−L/2

y′2dx (3-42)Substituindo o valor da integral que é o mesmo para da �ambagem vertialalulado anteriormente, e apliando a equação de báskara para a equação de
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Capítulo 3 - Modelos Teórios 36segundo grau enontrada, temos:
P0 = P + 0, 5φwL

(

√

1, 597 · 10−5EAφwL5 + 0, 25(φEI)2 − 1
) (3-43)3.2.2Martinet - Modo 3Para o Modo 3 a equação da linha elástia é alulada omo foi feito paraa �ambagem vertial. Iniialmente ahamos o valor do momento para o trehoBC (Figura 3.6).

Figura 3.6: Modo 3 - Treho BC
M = −Py +

wx

2
(2L1 − L − x) (3-44)Substituindo a equação 3-44 na equação 3-2 temos:

y ′′ +
P

EI
y =

wx

2EI
(2 L1 − L − x) (3-45)A solução da equação 3-45 é:

y = sin nxC2 + cos nxC1 − (−2 + x(−2 L1 + L + x)n2)w

2n4EI
(3-46)Utilizando a equação 3-44 enontramos o valor do momento �etor no ponto

C(x = L1, y = 0):
µ = −wL1

2
(L − L1) (3-47)O momento �etor para o treho CD mostrado na �gura 3.7 é:
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Capítulo 3 - Modelos Teórios 37

Figura 3.7: Modo 3 - Treho CD
M = −Py − µ +

wx

2
(L − x) (3-48)Substituindo a equação 3-48 na equação 3-2 temos:

y ′′ +
P

EI
y = − µ

EI
+

wx

2EI)(L − x)
(3-49)A solução da equação 3-49 é:

y = sin(nx)C2 + cos(nx)C1 − (−2 + (L2
1 − L1 L + x(−L + x))n2)w

2n4EI
(3-50)Condições de Contorno para os trehos BC e CDAs onstantes C1, C2, C3 e C4 são determinadas om as seguintesondições de ontorno:

y|BC,x=0 = 0 −→ C1 =
(−2 + (−L1 L + L2

1)n
2)w

2n4EI
(3-51a)

y′ |BC,x=0 = 0 −→ C2 =
(−2 L1 + L)w

2n2EI
(3-51b)

y|CD,x=0 = 0 −→ C1 =
w(−2 + (−L1 L + L2

1)n
2)

2n4EI
(3-51)

y|CD,x=L = 0 −→ C2 =
w(−n2L1L + n2L12 − 2)(cos(nL) − 1)

n4EI
(3-51d)Substituindo as equações 3-51a e 3-51b na equação 3-46 obtemos a equaçãoda linha elástia para o treho BC:

y =
sin(nx)(−2 L1 + L)w

2n3EI
− cos(nx)w

n4EI
−

−(−2 + x(−2 L1 + L + x)n2)w

2n4EI
(3-52)A equação da linha elástia para o treho CD é obtida substituindo as
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Capítulo 3 - Modelos Teórios 38equações 3-51 e 3-51d na equação 3-50:
y = −sin(nx)w(−n2L1L + n2L2

1 − 2)(cos(nL) − 1)

2n4EI sin(nL)
+

+
cos(nx)(−2 + (−L1 L + L1

2)n2)w

2n4EI
−

−(−2 + (L2
1 − L1 L + x(−L + x))n2)w

2n4EI
(3-53)Considerando nL1 = u1 e nL = u, apliando as ondições de ontorno doponto C na equação 3-52 enontramos:

4 sin2 u1

2
= sin u1(2u1 − u) + u1(u − u1) (3-54)Derivando as equações 3-52 e 3-53, sendo a derivada igual a tangenteobtemos o valor da tangente para estas equações. Posteriormente apliandoas ondições de ontorno no ponto C para ada equação e igualando estesvalores temos:

tan
u

2
=

2 sin u1 − (2u1 − u) cos u1

2 + u1(u − u1)
(3-55)Com as equações 3-54 e 3-55 obtemos os valores de u1 e u utilizando ométodo de Newton-Raphson:

u = 5, 837 e u1 = 4, 633Condições de CompatibilidadeComo foi feito para a �ambagem vertial, alula-se o valor do omprimentoda urva dado pelo segmento BCE, observado na Figura 3.6.Utilizando as equações 3-14 e 3-15, temos o valor para o segmento BCEigual:
BCE =

((

L1 +
L

2

)

+ ∆L

)(

1 +
P0 − P

AE

)

=

(

L1 +
L

2

)

+
1

2

∫ L1

0

y′2
1 dx +

1

2

∫ L/2

0

y′2dx (3-56)O valor de ∆L é:
∆L =

qλ2

2AE
, P0 = P + λq −→ ∆L =

(P0 − P )2

2AEqSubstituindo o valor de ∆L em 3-56 e desonsiderando a parela ((P0 −
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P ) · ∆L)/AE, pois é muito pequena temos:
2q(P0−P )

(

L1 +
L

2

)

+(P0−P )2 = qEA ·
(

∫ L1

0

y′2
1 dx +

∫ L/2

0

y′2dx

) (3-57)Calula-se o valor das integrais om as equações 3-52 e 3-53:
∫ L1

0

y′2
1 dx +

∫ L/2

0

y′2dx =
2, 795 · 10−4w2L7

E2I2
(3-58)Substituindo a equação 3-58 na equação 3-57 obtemos a equação para oarregamento axial iniial:

Po = P + 1, 294φwL ·
(

−1 +

√

1, 669 · 10−4EAφwL5

EI2
+ 1

) (3-59)Com o valor de u enontramos o valor de P :
P =

u2EI

L2
= 5, 8352 EI

L2
= 34, 06

EI

L2
(3-60)O valor da amplitude máxima é determinada om a equação 3-53 para

x = L/2:
ŷ = 1, 032 · 10−2wL4

EI
(3-61)3.2.3Kerr - Modo 2As equações para o Modo 2 da �ambagem lateral foram determinadas porKerr[3℄ e serão de�nidas abaixo:Como foi feito para o Modo 1 e 3 será também determinada a equação dalinha elástia.A equação diferenial é de�nida:

EIyiv + Py′′ = −w (3-62)A solução da equação diferenial 3-62 é:
y = −EI

P
sin

(

√

P

EI
x

)

C2 − EI

P
cos

(

√

P

EI
x

)

C1 − 1

2

wx2

P
+ xC3 + C4(3-63)
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Capítulo 3 - Modelos Teórios 40Substituindo P = n2EI na equação 3-63 temos:
y = −sin(nx)

n2
C2 − cos(nx)

n2
C1 − 1

2

wx2

n2EI
+ xC3 + C4 (3-64)Condições de ontornoCom as ondições de ontorno abaixo enontramos as onstantes da equa-ção 3-64

y′′|x=0 = 0 −→ C1 =
w

n2EI
(3-65a)

y|x=0 = 0 −→ C4 =
w

n4EI
(3-65b)

y′ |x=L = 0 −→ C3 =
C2 cos(nL)

n
− w sin(nL)

n3EI
+

wL

n2EI
(3-65)

y|x=L = 0 −→ 0 = −C2 sin(nL)

n2
− w cos(nL)

n4EI
− 1

2

wL2

n2EI
+

C3 L +
w

n4EI
(3-65d)Com as equações 3-65 e 3-65d temos um sistema e resolvendo este sistemaobtemos as onstantesC2 e C3:

C2 =
1

2

w (2 cos (nL) − L2n2 − 2 + 2 L sin (nL) n)

n2EI (− sin (nL) + L cos (nL) n)
(3-66a)

C3 =
1

2

w (L2n2 cos (nL) − 2 cos (nL) + 2 − 2 L sin (nL) n)

n3EI (− sin (nL) + L cos (nL) n)
(3-66b)Para enontrar o valor de nL diferenia-se a equação 3-64 duas vezes eutiliza-se a ondição de ontorno x = 0, y′′ = 0, obtemos:

− 2 cos(nL) − sin(nL)nL + 2 = 0 −→ nL = 2π (3-67)Para o álulo da equação do arregamento axial P0 utilizamos a equação 3-42 e alulamos o valor da integral. Isolando P0 nesta equação obtemos:
∫ L

0

y′2dx = 1, 743 · 10−4 w2L7

EI2

P0 = P + φqL

(

−1

√

1, 743 · 10−4
EAφqL5

(EI)2
+ 1

) (3-68)
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Capítulo 3 - Modelos Teórios 41O valor de P é:
P =

n2EI

L2
= (2π)2EI

L2
= 4π2EI

L2
(3-69)O valor da amplitude máxima é:

ŷ = 5.532 · 10−3wL4

EI
(3-70)3.2.4Kerr - Modo 4As equações para o Modo 4 foram apresentadas no trabalho de Kerr[3℄ esão de�nidas omo no Modo 2. O Modo 4 é dividido em duas partes parafailitar o álulo da linha elástia, omo foi feito para o Modo 3.

Figura 3.8: Modo 4As equações difereniais para as duas partes são de�nidas:
EIyiv

1 + Py′′

1 = w 0 ≤ x ≤ l1

EIyiv
2 + Py′′

2 = −w l1 ≤ x ≤ l
(3-71)As soluções para as equações 3-71 onsiderando P = n2EI são:

y1 = −sin(nx)

n2
C2 − cos(nx)

n2
C1 + xC3 + C4 − 1

2

wx2

n2EI
(3-72a)

y2 = −sin(nx)

n2
C6 − cos(nx)

n2
C5 + xC7 + C8 +

1

2

wx2

n2EI
(3-72b)Condições de ontornoCom as ondições de ontorno abaixo enontramos as onstantes dasequações 3-72a e 3-72b

y′′

1 |x=0 = 0 −→ C1 =
w

n2EI
(3-73a)
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Capítulo 3 - Modelos Teórios 42
y1|x=0 = 0 −→ C4 =

w

n4EI
(3-73b)

y′′′

1 |x=L1
= y′′′

2 |x=L1
−→ C2 cos (nL1) n2EI − w sin (nL1)

nEI
= (3-73)

−n (−C6 cos (nL1) + C5 sin (nL1))

y′

1 |x=L1
= y′

2 |x=L1
−→ −C2 cos (nL1) n2EI − w sin (nL1) + wL1 n

n3EI
(3-73d)

−−C3 n3EI

n3EI
=

−C6 cos (nL1) nEI + C5 sin (nL1) nEI

n2EI
+wL1 + C7 n2EI

n2EI

y1 |x=L1
= 0 −→ −2 C2 sin (nL1) n2EI − 2 w cos (nL1) − wL12n2

n4EI
(3-73e)

+
2 C3L1 n4EI + 2 w

n4EI
= 0

y2|x=L = 0 −→ −2 C6 sin (nL) EI − 2 C5 cos (nL) EI + wL2

n2EI
(3-73f)

+
+2 C7 Ln2EI + 2 C8 n2EI

n2EI
= 0

y′

2 |x=L = 0 −→ −C6 cos (nL) nEI + C5 sin (nL) nEI + wL

n2EI
(3-73g)

+ C7 n2EI

n2EI
= 0

y′′

1 |x=L1
= y′′

2 |x=L1
−→ C2 sin (nL1) n2EI + w cos (nL1) − w

n2EI
= (3-73h)

C6 sin (nL1) n2EI + C5 cos (nL1) n2EI + w

n2EICom as equações 3-73, 3-73d, 3-73e, 3-73f, 3-73g e 3-73h temos um sistemade equações e resolvendo este sistema obtemos as onstantes C2, C3, C5, C6,
C7 e C8:

C2 =
w(−2 + 2 nL1 sin (nL) − 4 nL1 sin (−nL1 + nL))

2n2EI(− sin (nL1) + nL1 cos (nL))
(3-74a)

w(−3 L1
2n2 + 2 cos (nL1) + 2 n2LL1)

2n2EI(− sin (nL1) + nL1 cos (nL))
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Capítulo 3 - Modelos Teórios 43
C3 =

w(2 sin (nL1) nL + L2
1n

2 cos (nL) − 2 cos (nL − 2 nL1))

2n3EI(− sin (nL1) + nL1 cos (nL))
(3-74b)

w(−4 sin (nL1) nL1 + 2 cos (−nL1 + nL))

2n3EI(− sin (nL1) + nL1 cos (nL))

C5 =
w

n2EI
(−2 cos (nL1)) (3-74)

C6 =
w(2 cos (nL1) − 2 w cos (2 nL1) + 2 nL1 sin (nL)−)

2n2EI(− sin (nL1) + nL1 cos (nL))
(3-74d)

w(−2 nL1 sin (nL1 + nL) − 2 nL1 sin (−nL1 + nL))

2n2EI(− sin (nL1) + nL1 cos (nL))

w(−3 L2
1n

2 + 2 n2LL1)

2n2EI(− sin (nL1) + nL1 cos (nL))

C7 = −w (−2 cos (nL1 − nL) + 2 cos (−nL + 2 nL1))

2n3EI (− sin (nL1) + nL1 cos (nL))
(3-74e)

−w(+3 L2
1n

2 cos (nL) − 2 sin (nL1) nL)

2n3EI (− sin (nL1) + nL1 cos (nL))

C8 = −w(3 sin (nL) L2
1n

2 + 4 cos (nL1) nL1 − 2 sin (−nL + 2 nL1))

2n4EI (− sin (nL1) + nL1 cos (nL))
(3-74f)

−w(−2 nL cos (−nL + 2 nL1) + 2 sin (nL1 − nL))

2n4EI (− sin (nL1) + nL1 cos (nL))

−w(+L2n2 sin (nL1) − 3 n3 cos (nL) LL1
2 + 2 nL cos (nL1 − nL))

2n4EI (− sin (nL1) + nL1 cos (nL))

−w(−2 nL1 + n3 cos (nL) L2L1 − 2 sin (nL) n2LL1)

2n4EI (− sin (nL1) + nL1 cos (nL))Para enontrar o valor de nL e de nL1 utiliza-se as duas ondições
y2(L1) = 0 e y′′

2(L) = 0, substituindo os valores das onstantes já enontradas,o sistema om as duas equações é obtido:
0 =

−2 C6 sin (nL1) EI − 2 C5 cos (nL1) EI + wL1
2

2n2EI
(3-75a)

+2 C7 L1 n2EI + 2 C8 n2EI

2n2EI

0 =
C6 sin (nL) n2EI + C5 cos (nL) n2EI + w

n2EI
(3-75b)
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Capítulo 3 - Modelos Teórios 44
nL1 = 5.3067 (3-76)
nL = 8.5387 (3-77)Para o álulo da arga axial iniial P0, proede-se omo realizado para oModo 3 da �ambagem lateral:

2q(P0 − P )

(

L

L1

)

+ (P0 − P )2 = qEA ·
(
∫ L1

0

y′2
1 dx +

∫ L

L1

y′2
2 dx

) (3-78)Os valores das integrais são:
∫ L1

0

y′2
1 dx = 5, 492 · 10−4 w2L1

7

E2I2

∫ L

L1

y′2
2 dx = 5, 344 · 10−6 w2L1

7

E2I2Substituindo os valores das integrais e isolando P0, obtemos:
P0 = P + 1, 609φqL

(

−1

√

2, 142 · 10−4
EAφqL5

(EI)2
+ 1

) (3-79)O valor de P é:
P =

n2EI

L2
1

= (5.3067)2 EI

L2
= 28.161

EI

L2
(3-80)O valor da amplitude máxima é:

ŷ = 1, 047 · 10−2wL4

EI
(3-81)3.3Interação solo-dutoDe aordo om Shaminée, Zorn e Shotmann[35℄ a oorrênia da �amba-gem em dutos é amplamente determinada pela apaidade de resistênia dosolo a movimentos do duto, sendo a modelagem da resistênia do solo umaomponente importante no estudo geoténio de problemas de interação soloduto. Conseqüentemente, a disponibilidade de modelos preisos para a resis-tênia do solo é importante para a segurança e um dimensionamento eon�miodestes dutos.Segundo Selvadurai et al.[36℄, a resistênia do solo a ser onsiderada é
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Capítulo 3 - Modelos Teórios 45in�ueniada por vários fatores inluindo a variabilidade das propriedades dosolo ao longo do omprimento do duto, diferenças nas propriedades entre osolo natural e o aterro ompatado, a ondição de interfae solo-duto e a�exibilidade relativa do sistema solo-duto. Selvadurai et al.[36℄ também de�neem seu trabalho três tipos de métodos para análise da interação solo-duto. Osmétodos são: analítio, elementos �nitos e simpli�ado. Os métodos analítiosenvolvem soluções de equações tridimensionais de equilíbrio elasto-plástio noontexto de problemas om interação solo-duto. O uso de ténias de elementos�nitos para análise da interação solo-duto é garantida somente em situaçõesonde os parâmetros de tensão-deformação para o solo são determinados portestes de laboratório ou testes in situ. Em uma análise simpli�ada a interaçãosolo-duto é estudada idealizando o omportamento do solo que está envolvendoo duto por um modelo matemátio de uma dimensão ou de mola.Modelagem simpli�ada de problemas de interação solo-duto é uma tenta-tiva por um lado representar ondições mais gerais do que as previstas nas solu-ções analítias e por outro lado viabilizar a apliação do método dos elementos�nitos dado o tamanho e omplexidade de modelos para a representação dosolo. É assumido que a relação força-desloamento pode ser representada porrelações elasto-plástias, hiperbólias e bi-lineares no qual a rigidez do solo KTé governada por propriedades elástias (Módulo de elastiidade (E) e oe�-iente de poisson (ν)) do solo e do duto enquanto a resistênia do solo PL égovernada pela resistênia ao isalhamento do solo ou pela interfae solo-duto.Serão desritas duas formas baseadas na relação arregamento x desloa-mento. A forma hiperbólia é baseado em observações experimentais e a formaelasto-plástia é baseada em onsiderações empírias.No trabalho de Shaminée, Zorn e Shotmann[35℄ são apresentados resul-tados de um programa de testes em laboratório para a reação vertial e axialdo solo para um duto om 4 polegadas de diâmetro, embutido em um solo sa-turado para uma grande variação de ondições de solo. São apresentados nestetrabalho formulações para solos drenados e não-drenados para a resistênia dosolo na direção vertial e axial. Estas equações serão desritas neste apítulo.3.3.1Direção lateralNo trabalho de Cardoso[37℄ é de�nido que a reação lateral do solo desenvol-vida pela movimentação de dutos ompreende essenialmente duas parelas; aprimeira, semelhante à existente na direção axial e omandada pelo atrito noontato solo-duto, e uma segunda dada pela mobilização da resistênia ao isa-
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Capítulo 3 - Modelos Teórios 46lhamento do meio ontínuo ao redor do duto, também hamado de resistêniapassiva.
Plat = Pµ + Pp (3-82)A reação lateral é geralmente expressa em termos de um oe�iente deatrito lateral equivalente obtido dividindo o peso submerso do duto pelo valorda reação lateral:
Plat = µlatWsub (3-83)A equação a seguir é uma expressão lássia para a obtenção da reaçãolateral passiva de dutos apoiados sobre solos argilosos até enterramentos emtorno de 30% do diâmetro do duto, onsiderando propriedades não-drenadas:

Pp

DSu

= 4, 13

(

Su

Dγ

)−0,392(
H

D

)1,31 (3-84)sendo γ a densidade do solo, Su a resistênia não-drenada do material, Ddiâmetro externo do duto e H o reobrimentoA expressão reomendada pela ASCE[38℄ para a reação lateral passiva dedutos totalmente enterrados é dada por:
Pp = NchcD + NqhγHD (3-85)sendo Nch e Nqh fatores de apaidade de arga.A equação pode ser de�nida separadamente para solos argilosos(Ppc) earenosos(Ppq), respetivamente:

Ppc = NchSuD (3-86)
Ppq = NqhγHD (3-87)Forma hiperbóliaResultados experimentais [39, 40℄ indiaram que, para os solos testados,o omportamento arga-desloamento pode ser aproximado por um relaçãohiperbólia que pode ser observado na Figura 3.9:
P̄T =

δ̄T

a + bδ̄T

(3-88)onde P̄T = PT /PLT , δ̄T = δT /δLT , δLT é o desloamento do duto para a arga
PLT e a e b são onstantes. Os valores de a, b, PLT e δLT são estimados a
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Capítulo 3 - Modelos Teórios 47partir de resultados experimentais. Com base nas investigações experimentaisdeterminam-se valores para a e b:
a = 0, 15 b = 0, 85 (3-89)O valor de PLT para solos arenosos e argilosos é respetivamente de�nidoomo:

PLT = NqhγH0DLd = Ppq
LdH0

H
(3-90)

PLT = NchSuDLd = Ppc · Ld (3-91)onde Ld é o omprimento do duto e H0 é o valor do obrimento onsiderandoaté a metade do duto.Forma empíriaSegundo Selvadurai et al.[36℄ o empirismo do método origina-se do fato quea rigidez do solo KT é estimada a partir do limite de desloamento neessáriopara mobilizar PLT obtidos experimentalmente.A partir de um estudo realizado[41℄, foi de�nida a expressão para a rigidezlateral do solo:
KT =

12πEL
(

9 ln(ρ) − ρ2−1
ρ2+1

) (3-92)sendo ρ = 2H/DCom a faixa de valores para o obrimento (3D < H0 < 5D) a rigidez dosolo pode ser aproximada por:
KT = πEL(0, 60 a 0, 80) (3-93)Representação bi-linear da resistênia lateral do soloO modelo de resistênia lateral do solo aqui proposto foi de�nido notrabalho de Selvadurai et al[36℄, que desreve uma forma bi-linear ou tri-linearaproximada da forma hiperbólia. Este modelo bilinear está apresentado naFigura 3.9 pela linha OBC.
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Capítulo 3 - Modelos Teórios 48

Figura 3.9: Modelo bilinear do arregamento lateral versus desloamento [36℄A rigidez iniial KT1 é esolhida de forma a oinidir om a inlinaçãoiniial da representação hiperbólia:
KT1 =

(

d

dδT

(

KT δT

1 + λT δT

))

δT =0

= KT (3-94)onde λT = KT /PLTA segunda rigidez, KT2, é de�nida omo:
KT2 = KT Φ(α) (3-95)sendo Φ(α) = (1 − √

α)2 e α uma onstante. Na maioria das apliaçõesgeoténias utiliza-se α = 1/3.Modelo linear isotrópio - LIPS (Villaraga, Rodríguez e Martínez[42℄)Este modelo de interação solo-duto desrito por Villaraga, Rodríguez eMartínez[42℄ onsidera o solo omo um fundação linear elástia. Sendo o valorda rigidez lateral do solo de�nido omo:
Kz =

P

(z − zI)
(3-96)onde P representa o arregamento distribuido na direção lateral, Kz é aonstante linear elástia, z é o desloamento na direção lateral e zI é odesloamento iniial na direção lateral.Este modelo requer um valor para a resistênia última do solo e forneeuma rigidez onstante om o aumento de deformação do solo.
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Capítulo 3 - Modelos Teórios 49Modelo não-linear isotrópio - NIPS (Villaraga, Rodríguez e Martí-nez[42℄)De aordo om (Donley e Kerr[43℄, 1987 apud Villaraga, Rodríguez eMartínez[42℄, 2004) este modelo representa a araterístia não-linear elástiado solo, onsiderando a interação solo-duto omo uma fundação não-linearelástia. O valor da rigidez do solo é então de�nida omo:
Kz =

P

z0 tanh( z−zI

z0

)
(3-97)onde z0 é uma onstante.Esta representação é utilizada em apliações de dutos enterrados omgrande obrimento, onde as propriedades meânias do solo irundante aoduto não mudam muito.Modelo não-linear anisotrópio - NAPS (Villaraga, Rodríguez e Martí-nez[42℄)Este modelo onsidera a interação solo-duto omo uma fundação não-linear elástia omo no modelo NIPS. A diferença é que neste modelo oomportamento do solo é onsiderado anisotrópio em resistênia e rigidez.A rigidez do solo é de�nida omo:

Kt
z =

P

zt
0 tanh( z−zI

zt

0

)
se z − zI ≥ 0 (3-98a)

Kc
z =

P

zc
0 tanh( z−zI

zc

0

)
se z − zI < 0 (3-98b)onde zt

0 e zc
0 são onstantes.Este tipo de modelo é utilizado para os asos de dutos enterrados ompequeno obrimento, onde as propriedades meânias do solo de obrimentopodem ser diferentes do solo abaixo do duto.3.3.2Direção vertialSegundo Shaminée, Zorn e Shotmann[35℄, dutos enterrados podem ser o-bertos por materiais drenantes omo areia, asalho e roha. O omportamentomeânio destes materiais é orientado pelo atrito interno das partíulas. Intui-tivamente, espera-se que a resistênia vertial, P , destes materiais pela unidade
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Capítulo 3 - Modelos Teórios 50de omprimento do duto seja uma função da quantidade de atrito que move oduto om o arregamento orrespondente ao solo.A resistênia vertial é então de�nida por Shaminée inluindo o arrega-mento permanente e a omponente da força de atrito:
PvS = γHD + γH2K tan φ (3-99)sendo tan φ o oe�iente de atrito e K o oe�iente lateral de pressão.Trautmann[44℄ de�ne uma outra expressão para a resistênia vertial:

PvT = γHDL + γH2K tan(φ)L − γπD2L

8
(3-100)

PvT = PvS · L − γπD2L

8Os termos da equação 3-100 são respetivamente: o peso do solo aimado duto, a resistênia ao isalhamento e o peso do solo orrespondente àmetade superior do duto. Na equação 3-99 observa-se que o tereiro termonão é onsiderado.Para solos não-drenantes Shaminée, Zorn e Shotmann[35℄ de�nem aseguinte expressão para o valor da resistênia vertial:
PvS = γHD + 2HSu (3-101)No trabalho de Cardoso[37℄ é onsiderado que a reação vertial do solo podeser lassi�ada em função da direção de mobilização do solo pela movimentaçãodo duto. Caso o duto se movimente no sentido de aumentar o seu enterramento,tem-se a denominada reação vertial desendente; por outro lado, se o duto semovimentar no sentido de diminuir o seu enterramento, temos a reação vertialasendente.O expressão da reação vertial asendente proposta pela ASCE[38℄, émostrada abaixo, sendo válida para dutos om enterramentos moderados.Como para a direção lateral, a reação vertial pode ser simpli�ada paraos asos espeí�os de solos arenosos e argilosos, respetivamente:

Pva = NqvγHD (3-102)
Pva = NcvSuD (3-103)onde Ncv e Nqv são fatores de apaidade de arga.O álulo da reação desendente proposta pela ASCE[38℄, de�nida para
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Capítulo 3 - Modelos Teórios 51solos arenosos e argilosos é repetivamente:
Pvc = NqγsHD + Nγγ

D2

2
(3-104)

Pvc = NcSuD + NqγHD (3-105)sendo Nc, Nq e Nγ fatores de apaidade de arga.Para failitar a apliação dos resultados experimentais, a equação 3-99 podeser reesrita, de�nindo P ∗

vS = PvS/γHD e H∗ = H/D, omo:
P ∗

vS = 1 + KH∗ tan(φ) (3-106)A maioria dos modelos resulta em uma relação linear da seguinte forma:
P ∗

vS = b + fdH
∗ (3-107)sendo fd o fator de arregamento.A equação 3-101 é transformada em adimensional introduzindo P ∗

vS =

PvS/DSu e w = γH/Su, resultando em:
P ∗

vS = w + 2H∗ (3-108)Analogamente à equação 3-107, a equação 3-108 pode ser reesrita omo:
P ∗

vS = b + fcH
∗ (3-109)A tabela 3.1 apresenta os valores para os oe�ientes das equações (3-107)e 3-109: Tabela 3.1: Valores para os oe�ientes b, fc e fdMaterial do reobrimento equação b fc ou fdaterro natural 3-107 1,0 0,4asalho ou roha 3-107 1,0 0,6argila 3-109 1,1 -Forma hiperbóliaSegundo Trautmann, Rourke e Kulhawy[44℄ a relação força-desloamentopode ser modelada por uma hipérbole. A média da relação hiperbólia para os
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Capítulo 3 - Modelos Teórios 52testes realizados é dada por:
P ′′ =

δ′′

(0, 93 + 0, 07δ′′)
(3-110)no qual P ′′ = Pv/γHDL, δ′′ = (δ/D)/(δf/D), Pv a força medida a adainremento de desloamento, δ o desloamento atual e δf o desloamentoobtido para a força máxima.Os modelos apresentados a seguir de�nidos por Villaraga, Rodríguez eMartínez[42℄, foram apresentados na seção 3.3.2 e são também empregadospara a direção vertial:Modelo linear isotrópio - LIPS (Villaraga, Rodríguez e Martínez[42℄)A onstante linear elástia vertial Kv para o modelo LIPS é dado por:

Kv =
P

(v − vI)
(3-111)onde P representa o arregamento distribuido na direção vertial, v é odesloamento na direção vertial e vI é o desloamento iniial na direçãovertial.Modelo não-linear isotrópio - NIPS (Villaraga, Rodríguez e Martí-nez[42℄)A onstante linear elástia vertial Kv para o modelo NIPS é dado por:

Kv =
P

v0 tanh(v−vI

v0

)
(3-112)onde v0 é uma onstante.Modelo não-linear anisotrópio - NAPS (Villaraga, Rodríguez e Martí-nez[42℄)A onstante linear elástia vertial Kv para o modelo NAPS é dado por:

Kt
v =

P

vt
0 tanh(v−vI

vt

0

)
se v − vI ≥ 0 (3-113a)

Kc
v =

P

vc
0 tanh(v−vI

vc

0

)
se v − vI < 0 (3-113b)
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Capítulo 3 - Modelos Teórios 53onde vt
0 e vc

0 são onstantes.3.3.3Direção axialNo trabalho de Cardoso[37℄ são de�nidas equações para o álulo da reaçãoaxial para solos om omportamento não-drenado:
Pa = SuAlat (3-114)sendo Su a resistênia não-drenada no ontato solo-duto e Alat a área lateralde ontato solo-duto.Para solos om omportamento drenado temos:

Pa = µaxiWsub (3-115)sendo Wsub = σ̄nAlat o peso submerso por unidade de omprimento e µaxi =

tan(φ) o oe�iente de atrito axial do ontato solo-duto.Segundo Shaminée, Zorn e Shotmann[35℄ o valor da força de resistêniaaxial é dado por:
Pa =

1

4
πγHD

(

2 + 2K + β∗ + K
D

H

)

tan(φ) + απDSu (3-116)onde β∗ = Wp/γHD, Wp o peso do duto por unidade de omprimento e αrepresenta um fator de ativação para a resistênia da argila.Uma formulação adimensional pode ser introduzida, onsidernado P ∗

d =

Pa/γHD e P ∗

c = Pa/πSuD para materiais não-oesos e oesos, respetiva-mente:
P ∗

d =
π

4

(

2 + 2K + β∗ +
KD

H

)

tan(φ) = bad (3-117)
P ∗

c = α = bac (3-118)Através de testes experimentais foram obtidos valores para as onstantesdas equações 3-117 e 3-118 apresentados na Tabela 3.2:Tabela 3.2: Valores para os oe�ientes bad e bacMaterial do reobrimento equação bad bacaterro natural 3-117 1,1 -asalho ou roha 3-117 1,0 -argila 3-118 - 0,2Segundo Cardoso[37℄ a reação axial desenvolvida em dutos ainda não
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Capítulo 3 - Modelos Teórios 54é ompletamente ompreendida prinipalmente em argilas, onde o valor dareação pode mudar ao longo do tempo devido ao proesso de adensamentooasionado pela dissipação de poropressões que pode durar até semanas.Modelo linear isotrópio (LIPS), Modelo não-linear isotrópio (NIPS) eModelo não-linear anisotrópio (NAPS) (Villaraga, Rodríguez e Martí-nez[42℄)Diferente das direções lateral e vertial, para a direção axial a rigidez dosolo é onsiderada linear para os três tipos de modelo (LIPS, NIPS E NAPS):
Ku =

P

(z − zI)
(3-119)onde P representa o arregamento distribuido na direção vertial, Ku é aonstante linear elástia, z é o desloamento na direção lateral e zI é odesloamento iniial na direção lateral.
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