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Apêndice A 
Modelo de linhas de transmissão a parâmetros distribuídos 

Considere o circuito equivalente de uma seção diferencial de uma linha de 

transmissão com condutor simples, mostrado na Figura (A.1). 

 

 
Figura A.1 – Linha de transmissão com condutor simples 

 

As equações no domínio do tempo da linha de transmissão apresentada na 

Figura (A.1) podem ser escritas como 

 

 

−
𝜕𝑉 𝑥, 𝑡 

𝜕𝑥
= 𝑅 ∙ 𝐼 𝑥, 𝑡 + 𝐿

𝜕𝐼 𝑥, 𝑡 

𝜕𝑡
 

−
𝜕𝐼 𝑥, 𝑡 

𝜕𝑥
= 𝐺 ∙ 𝑉 𝑥, 𝑡 + 𝐶

𝜕𝑉 𝑥, 𝑡 

𝜕𝑡
 

(A.1) 

 

onde 𝑉 𝑥, 𝑡  e 𝐼 𝑥, 𝑡  são, respectivamente, a tensão e a corrente da linha de 

transmissão. Os parâmetros R e L são dependentes da frequência. 

Para cálculo de transitórios, a aproximação para a solução das equações de 

linha é feita na frequência, como descrito pelas equações (A.2) 

 

 

vx

i x

dx

Rdx Ldx

Gdx
Cdx
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−
𝑑𝑉𝑥 𝜔 

𝑑𝑥
= 𝑍 𝜔 ∙ 𝐼𝑥 𝜔  

−
𝑑𝐼𝑥 𝜔 

𝑑𝑥
= 𝑌 𝜔 ∙ 𝑉𝑥 𝜔  

(A.2) 

 

onde 𝑍(𝜔) e 𝑌 𝜔  são as matrizes de impedância série e admitância shunt por 

unidade de comprimento, respectivamente. Derivando (A.2) em relação à x, 

chega-se a 

 

 

𝑑2𝑉𝑥 𝜔 

𝑑𝑥2
= 𝑍 𝜔 ∙ 𝑌 𝜔 ∙ 𝑉𝑥 𝜔  

𝑑2𝐼𝑥 𝜔 

𝑑𝑥2
= 𝑌 𝜔 ∙ 𝑍 𝜔 ∙ 𝐼𝑥 𝜔  

(A.3) 

 

As equações (A.3) descrevem o comportamento das ondas eletromagnéticas 

em função do comprimento e da frequência. Resolvendo estas equações, 

 

 

𝑉 𝜔, 𝑥 = 𝐴1 ∙ e 𝑍∙𝑌∙𝑥 + 𝐴2 ∙ e− 𝑍∙𝑌∙𝑥   

𝐼 𝜔, 𝑥 =
𝐴1

 𝑍
𝑌 

∙ e 𝑍∙𝑌∙𝑥 −
𝐴2

 𝑍
𝑌 

∙ e− 𝑍∙𝑌∙𝑥   (A.4) 

 

onde os termos com e 𝑍∙𝑌∙𝑥  representam as ondas trafegantes progressivas, 

enquanto que os termos com e− 𝑍∙𝑌∙𝑥  representam os termos com propagação 

reversa. 

Nas equações (A.4) surge a Impedância Característica da linha, dada por 

 

 𝑍𝑐 =  𝑍
𝑌  (A.5) 

 

e a Constante de propagação da onda, dada por 

 

 𝛾 =  𝑍 ∙ 𝑌 (A.6) 

 

Na realidade, a Constante de Propagação não é constante, pois varia com a 

frequência. Esta variável é responsável pela distorção da onda ao longo do trajeto 

pela linha de transmissão. 
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Considerando-se que em 𝑥 = 0 tem-se 𝑉 𝑥 = 𝑉1 e 𝐼 𝑥 = 𝐼1, é possível 

determinar 𝐴1 e 𝐴2, chegando-se às equações (A.7), chamadas Equações de 

Bergeron [25], que descrevem matematicamente o comportamento das ondas 

eletromagnéticas na linha de transmissão em regime transitório. 

 

 

𝑉 𝜔, 𝑥 =
𝑉1 + 𝑍𝑐 ∙ 𝐼1

2
e𝛾𝑥 +

𝑉1 − 𝑍𝑐 ∙ 𝐼1

2
e−𝛾𝑥  

𝐼 𝜔, 𝑥 =

𝑉1
𝑍𝑐

 + 𝐼1

2
e𝛾𝑥 −

𝑉1
𝑍𝑐

 − 𝐼1

2
e−𝛾𝑥  

(A.7) 

 

A dedução matemática apresentada acima é válida para o caso de linhas de 

transmissão monofásicas, onde todos os elementos das equações são escalares. Na 

prática, as linhas são geralmente polifásicas. Neste caso, as equações (A.3) 

tornam-se 

 

 

𝑑2𝑽𝑥 𝜔 

𝑑𝑥2
= 𝒁 𝜔 ∙ 𝒀 𝜔 ∙ 𝑽𝑥 𝜔  

𝑑2𝑰𝑥 𝜔 

𝑑𝑥2
= 𝒀 𝜔 ∙ 𝒁 𝜔 ∙ 𝑰𝑥 𝜔  

(A.8) 

 

O grande problema para se resolver as equações (A.8) é a presença de 

acoplamento mútuo entre as linhas de transmissão. Esta característica faz com que 

as matrizes 𝒁 e 𝒀 tenham elementos fora da diagonal principal não nulos. Caso 

estas matrizes fossem diagonais, o circuito de n fases poderia ser desmembrado 

em n circuitos monofásicos e as deduções anteriores seriam válidas. 

Neste trabalho, optou-se pela representação no domínio dos modos. A 

transformação modal é uma transformação de espaços de estados que permite 

diagonalizar os produtos 𝒁 ∙ 𝒀 ou 𝒀 ∙ 𝒁, a fim de gerar um sistem da equações 

desacopladas. Este processo é feito através de cálculos com autovalores e 

autovetores associados a estes produtos como 

 

 
𝑻𝑣

−1 ∙ 𝒁 ∙ 𝒀 ∙ 𝑻𝑣 = 𝜆2 

𝑻𝑖
−1 ∙ 𝒀 ∙ 𝒁 ∙ 𝑻𝑖 = 𝜆1 

(A.9) 
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Em (A.9), as matrizes 𝜆1, 𝜆2, 𝑻𝑖  e 𝑻𝑣 têm ordem 𝑛𝑥𝑛. Substituindo (A.9) em 

(A.8), vem 

 

 

𝑑2𝑽𝑀 𝜔 

𝑑𝑥2
= 𝜆2 ∙ 𝑽𝑀 𝜔  

𝑑2𝑰𝑀 𝜔 

𝑑𝑥2
= 𝜆1 ∙ 𝑰𝑀 𝜔  

(A.10) 

 

onde 𝑽𝑀 𝜔 = 𝑻𝑣
−1 ∙ 𝑽 𝜔  e 𝑰𝑀 𝜔 = 𝑻𝒊

−1 ∙ 𝑰 𝜔 . O sobrescrito M indica que a 

variável está no domínio dos modos. Além disso, 

 

 𝑻𝑖 =  𝑻𝑣
−1 𝑇 (A.11) 

 

Como dito anteriormente, as linhas de transmissão multifase são 

desacopladas através de transformação modal e cada modo pode ser analisado 

separadamente como um circuito de fase simples. Desta forma as equações (A.8) 

podem ser consideradas separadamente como equações diferenciais escalares e 

sua solução final no domínio dos modos é 

 

 
𝑽1 𝜔 − 𝒁𝑐 𝜔 ∙ 𝑰1 𝜔 = 𝑭1 𝜔  𝑽2 𝜔 + 𝒁𝑐 𝜔 ∙ 𝑰2 𝜔   

𝑽2 𝜔 − 𝒁𝑐 𝜔 ∙ 𝑰2 𝜔 = 𝑭1 𝜔  𝑽1 𝜔 + 𝒁𝑐 𝜔 ∙ 𝑰1 𝜔   
(A.12) 

 

onde 𝒁𝑐 𝜔  é a impedância característica, e 𝑭1 𝜔 = e−𝛾 𝜔 𝐿 é a resposta ao 

impulso da linha de transmissão, sendo 𝛾 𝜔  o fator de propagação. 

Com o objetivo de obter um modelo de filtros digitais para as linhas de 

transmissão, é necessário converter as Equações (A.12) do domínio da frequência 

para o domínio z. Neste caso, optou-se pelo método desenvolvido por Humpage 

[26] que gera as aproximações dos parâmetros diretamente no domínio discreto. 

As Equações (A.13) mostram a representação da linha de transmissão por onda de 

tensão no domínio z. 

 

 
𝑽1 𝑧 − 𝒁𝑐 𝑧 ∙ 𝑰1 𝑧 = 𝑭1 𝑧  𝑽2 𝑧 + 𝒁𝑐 𝑧 ∙ 𝑰2 𝑧   

𝑽2 𝑧 − 𝒁𝑐 𝑧 ∙ 𝑰2 𝑧 = 𝑭1 𝑧  𝑽1 𝑧 + 𝒁𝑐 𝑧 ∙ 𝑰1 𝑧   
(A.13) 
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Apêndice B 
Filtro supressor de harmônicos 

A seguir encontra-se a função de transferência do filtro supressor de 

harmônicos utilizado no capítulo 5. 

 

𝐹1 𝑧 = 0,0149 ∙  𝑧−36 − 1 ∙
𝑧−2 − 1,8126 + 1

𝑧−2 − 1,833 + 0,84
∙

𝑧−2 − 1,6383 + 1

𝑧−2 − 1,3564 + 0,46

∙
𝑧−2 − 1,4141 + 1

𝑧−2 − 0,6324 + 0,1
 

(B.1) 

 

cuja resposta em frequência encontra-se na Figura (B.1). 

 

 

Figura B.1 – Resposta em frequência do filtro supressor de harmônicos 

 
 
 
 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
-600

-500

-400

-300

-200

-100

0

100

Frequência Normalizada  ( rad/amostra)

F
a

s
e

 (
g

ra
u

s
)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
-140

-120

-100

-80

-60

-40

-20

0

Frequência Normalizada  ( rad/amostra)

M
a

g
n

it
u

d
e

 (
d

B
)

Resposta em Frequência do Filtro Cancelador de Harmônicos

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0711227/CA




