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Apéndice A - Método de Aumann-Shapley

Para demonstrar a formulagdo matematica do método de Aumann-Shapley,
consideram-se dois agentes A e B, por exemplo, com montantes bae bsde utilizagdo

de um determinado servigo [Marzano, 1998].

O método de Aumann-Shapley baseia-se na premissa de que cada agente

pode ser composto de diversos subagentes com mesmo montante de utilizagdo do

servico (A). Assim, considera-se que os agentes A e B sejam repartidos em N1 e N2

subagentes distintos, respectivamente:

| o L, 88,4, =
Agente A: | | N e B B | N1
subagentes

| s | A A - A
Agente B: | I — > 1 1 | N:
subagentes

Definindo N = N1 + N2 como o numero total de subagentes obtidos, estes
poderiam ser combinados de varias maneiras possiveis. Cada uma dessas
combinagdes pode ser interpretada como um “caminho” no espaco bidimensional,
desde o ponto anterior a entrada dos agentes até o ponto onde os dois agentes A e
B ja entraram. A Figura A.1 ilustra o caminho ABA, considerando os subagentes Ny
=2e N2=1.
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Caminbo ABA,

& (P.Py)

L i
I=

Figura A.1 - Caminho ABA

Para cada caminho a obtido a partir das combina¢cdes dos subagentes, um

custo marginal médio é obtido. Por exemplo, o custo marginal médio para o caminho

mostrado na Figura A-1 seria:

(aC(A,O).A ; aC(ZA,A).A)
7~ri{\ _ 15)4 15)4 (A.1)
PA
(aC(A,A).AJ
o _loy (A2)
PB

Os coeficientes finais sdo obtidos como a média dos custos marginais

médios de todos os caminhos:

Observa-se que (A.3) e

S 7
A =2
Na

(A.3)

S 78
P
TB Na

(A4)

(A.4) podem ser vistos como o valor esperado de

uma variavel aleatéria em funcdo de uma distribuigao discreta. Além disso, quando
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subagentes tende ao infinito (N, N1, N2 — o).
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0 numero de

Para obter o limite, deve-se computar 74 € 7z em uma forma nao

sequencial. Seleciona-se um ponto no espaco bidimensional (74, 7g), tal que

0<7,<P, e 0<7g<Pj5. Definindo k;=7,/A e k, =75 /A, 0 nUmero de caminhos

que passam por (kiA, k,A) e ((ky+1)A, kyA) seria:

N, + K,

ki +ky\ (N—(ky+ky)—1
' N —(k; + ky)

= N(ky, ks )-
K N, -k, —1 j (k1. kz)

onde:

w505

Agora 7 4 pode ser reescrito como:

A Ni—ki  Nlky.ky)
Pa kiiyNi—(ki+ka) N

~ oc
= (kA koA
TTA 5X( 1 2 )A

a

Ou, fazendo k =k +ky:

K 1 N(k,k —k;) oc
Z:l N 6x(k1A (k= Kk1)A)A

a

Mz

1
P,

ES
Il

1k

Verifica-se que:

i (i) LMo
W W

(A.5)

(A-6)

(A7)

(A.8)
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distribuicdo  hipergeométrica com parametros  (N,N,,k).
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Fazendo

p=N;/N=P,/(P,+Pg), sabe-se que quando N,N;,N,—>x, mantendo-se p

constante, a distribuicdo hipergeométrica se aproxima da distribuigdo binomial com

parametros (k,p) [Larson, 1982].

onde:

Como:

M_)M, quando N,N,]—»oo

N -k N

Entao:

~ 1N1Nk(ka k-k, OC

A =—— P -(1=p) T ——(KyA (K — kp)A)A
PA N kz:;”g::1 k1 oX

A partir da definicdo de k,k;,ky:

k (k
Z( Jp“ (1-p)<t -Z—z(k1A,(k—k1)A)=

Pl

k (k k k—k, OC T T
k(= pyR  C e T k- k) | =

k;(kjp (1-p) ax[1k( 1>kj

TZTA+TB

(A.10)

(A11)

S, :soma de k varidveis independentes com fungdo de distribuicdo de Bernoull,

com probabilidade de sucesso p;

Esk []: valor esperado em relagéo a variavel S, .

Da lei dos grandes numeros [Larson, 1982]:
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Sk — p, com probabilidade 1

k

Entdo, da continuidade de Z ,quando k —
X

Es, [%(S_kk 7,1 _%)rﬂ - Z—)C((pr,m -p)r)= %(kpA,U — p)kA)

Com isto:

N
PN\ B oL
Py N Zox

(kpA,(1— p)kA)A

Q)|O

Como A=P,/N;, ento:

~ 1 Yoc(, Py P
=—. Y| kA kB
Th=N L ( N Nj

Finalmente, como N — «:

A= j % (P, tPy) dit
t:Oa

Da mesma forma, para o agente B:

1
78— [ L2 (tPy,tPs)
20 %
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(A12)

(A.13)

(A.14)

(A.15)

(A.16)

(A7)

Onde 74 e 7B s&o chamados de custos unitarios de Aumann-Shapley para

os agentes A e B, respectivamente. Eles correspondem a média dos custos
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marginais, quando os montantes de utilizagdo do servigco crescem uniformemente de

zero até seus valores finais.

Generalizando para n agentes, o custo que cabe a cada um utilizando-se a

metodologia de Aumann-Shapley seria:

onde:
~ 1 ac
zi = j—(tb)dt i=12..,n (A.19)
120 ob;
X; : custo alocado para o agente i;
b; : montante do servigo utilizado do agente i;
i : custo unitario de Aumann-Shapley para o agente J.
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