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Apêndice A  

Transformação das integrais duplas em lineares 

Este apêndice aborda os passos usados para transformar as integrais duplas 

em integrais lineares. Onde os resultados aparecem em (2.36), (2.37) e (2.38) em 

forma de funções de Bessel de ordem zero, primeira e segunda. 

Partindo das equações que representam as componentes retangulares dos 

integrandos das integrais de radiação em (2.33) a (2.35), integrais estas que foi 

primeiramente desenvolvido a dependentes do termo em 'φ , para facilitar a 

resolução efetuou-se a substituição de variável, ilustrada em (A.1). 

 

" 'φ φ φ= −      (A.1) 

 

Após a substituição de variável e realizando manipulações algébricas 

chegamos formulações que são tabeladas como funções de Bessel, [35]. 

Para funções de Bessel de ordem 0  (zero) tem-se, 

 

cos( ´ ) cos( ´́ )

0 0´ ´́ 2 ( sin )
ik sen ik sen

V e d e d J k
ρ θ φ φ ρ θ φφ φ π ρ θ−

= = =∫ ∫  (A.2) 

 

Para funções de Bessel de ordem 1 (um) tem-se, 

 

cos( ´ ) cos ´́

1 cos ´ ´ cos( ´´ ) ´́
ik sen ik sen

V e d e d
ρ θ φ φ ρ θ φφ φ φ φ φ−

= = +∫ ∫  (A.3) 

 

Aplicando relações trigonométricas em (A.3) chega-se, 

 

cos ´́

1 1cos cos ´́ ´́ 2 ( sin ) cos
ik sen

V e d i J k
ρ θ φφ φ φ π ρ θ φ= =∫  (A.4) 
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cos( ´ ) cos ´´
sin ´ ´ ´ sin( ´´ ) ´́

1
ik sen ik sen

W e d d e d
ρ θ φ φ ρ θ φ

φ φ ρ φ φ φ
−

= = +∫ ∫  (A.5) 

 

Aplicando relações trigonométricas em (A.5) chega-se, 

 

cos ´́

1 1sin cos ´´ ´́ 2 ( sin )sin
ik sen

W e d i J k
ρ θ φφ φ φ π ρ θ φ= =∫  (A.6) 

 

Para funções de Bessel de ordem 2 (dois) tem-se, 

 

cos( ´ ) cos ´́

2 cos 2 ´ ´ cos 2( ´́ ) ´́
ik sen ik sen

V e d e d
ρ θ φ φ ρ θ φφ φ φ φ φ−

= = +∫ ∫   (A.7) 

 

Após aplicar relações trigonométricas e manipulações algébricas em (A.7)

tem-se, 

 

cos ´́

2 2cos 2 cos 2 ´́ ´́ 2 ( sin ) cos 2
ik sen

V e d J k
ρ θ φφ φ φ π ρ θ φ= = −∫   (A.8) 

 

cos( ´ ) cos ´́

2 sin 2 ´ ´ ´ sin 2( ´´ ) ´́
ik sen ik sen

W e d d e d
ρ θ φ φ ρ θ φφ φ ρ φ φ φ−

= = +∫ ∫  (A.9) 

 

Após aplicar relações trigonométricas e manipulações algébricas em (A.9) 

tem-se, 

 

cos ´´

2 2sin 2 cos 2 ´́ ´́ 2 ( sin )sin 2
ik sen

W e d J k
ρ θ φφ φ φ π ρ θ φ= = −∫   (A.10) 

Com as devidas funções de Bessel encontradas acima fica explicito as 

passagens comentadas na seção 2.3.1. 
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