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Anexo

Este anexo apresenta a demonstragdo matematica completa desde o

modelo de Johnson e Tian (2000) até o binomial indexado estendido.

10.1

Definicdo dos processos estocasticos

Defina os processos estocasticos para S e [

Prego da acdo: cg—Sz(,uS —qg)dt+odzg... (66)
o dl

Indice: 7:(/11 —q,)dt+o,dz,..(67)
Correlagdo entre S e I: dzydz, = pdt

Defina os retornos como: Y, = ln(% j e X, = ln(% ), onde tanto X como Y
0 0

tém distribuicdo normal com os seguintes parametros:

X,~N(b, -t,o; -t) e Y,~N(bs -t,0: -1),

Onde: b, = u; — g, —%-O'f,paraiZI, S.
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10.2
Excesso de retorno

O excesso de retorno da agdo S ¢ dado por:

ps=atr+f-(u, —r)=a=pu—r—PF (i ~r)..(68)

B=ploglo;)..(69)

Para remunerar o executivo apenas pelo desempenho especifico da firma, temos

que o retorno esperado da acao deve ser dado por £ [S, l,0= O]. Ou seja, ndo ha

retorno em €xcesso.

10.3

Processo estocéstico do derivativo (F)

Da estatistica, o resultado para distribuigdes normais conjuntas ¢ também

uma distribui¢do normal com média igual a mg -t + S(X, —m, - t) e variancia de
os -(1- p*)-t. Sendo assim, a variavel condicional S|/, segue uma distribuigao

lognormal com média igual a:

E(S,

Onde: 71=(r = q5) = flr =)+ p-oy -0, -(1= ). (T1)

Proposicdo: A variavel 1 pode ser interpretada como sendo o termo de tendéncia

, S
(drift) do processo estocastico F = I—;.

t

Demonstragdo: No mundo neutro ao risco os processos estocasticos de S e |

passam a ser representados pelas equagoes (30) e (31):
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Preco da agdo: d?Sz(r—qS)dt+astS .. (34)
;o dl

Indice: 7:(r—q,)dt+0',dz, .. (35)
Correlagdo entre S e I: dzydz, = pdt

. S .
Defina o processo estocastico F' =—-. Pelo lema de It6:

1f
2 2 2
dF:a_F-dS+6—F~d1+l~a F~d52+l~a F~d12+ or
oS ol 2 0S? 2 oI’ oSol*
Temos que:

120

-dsdl ... (72)

OF 1 oF f-S 62F_0 O’°F _pB-(B+)-S 0°F B

2

os 17 1M as?

Onde dSZZSz.O-;.dZ;:SZ.O';.dZ"d]zzlz'o'lz'dt c

dsdl =S -1-og5 -0, -p-dt

Substituindo as derivadas acima em (72):

1
dF:[—ﬁ-[S(r—qS)dt—i-S-O'Ssz]—ﬂ

],B-H
1 ,8 (ﬂ 1) 2 ,B
2 o 7

:d?F:(r—qs)dtJrO'S dzy — f(r—q,)dt-p -0, -dz, +

o} -dt —

+%~ﬂ-(ﬂ+l)~a,2-dt—ﬂ-as o, - p-dt

Por fim:

c —_ —
ol? 17+ osol [P

1(r=q,))dt +1-0,dz, ]+
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- {r—qs—ﬂ(r—q,)+§-ﬂ-(ﬂ+1)-of—ﬂ-os-o, -p]dﬁ

ap

+og5-dzy — -0, dz,

op-dzy

Onde:
1
aFZV_QS_ﬂ(r_ch)"‘a'ﬂ'(ﬂ"‘l)'o-[z_/B'GS'O-l'p:
1 o :
:r_qs_IB(F_QJ)+_'p'_'(ﬂ+1)'O-1_IB'O-S'UI'p:
2 o,
1 1
:r_QS_ﬂ(”_%)"‘p'o-s'O-/'(___'ﬂj
2 2
1
=y =r=gs=Br=g)+5 pog-o(1=f)=n..(74)
10.4

Definicdo do processo estocastico do preco de exercicio

Qual processo estocastico segue o prego de exercicio, H?

Temos que:

B
1
Ht:SO(I_tJ 'eﬂ't
0

Novamente, pelo lema de It6:

2
CWJﬁdH££w+ OH

2 2
1 OH . OH
oS ol 2 0S°

-dSdl
oI’ asol

+
N |~

Onde:

121

(73)

L (75)
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8H_ aH_IB'SO_]ﬁ—l‘eq»t 82]‘1_0 azH:ﬂ-(ﬂ_l)-So_lﬂd.

os o ] os? o 1y
O°H
asol
Substituindo:
S, )-8
dH = ﬂﬂ TP e [I(r—q))dt+1-0, - dz, |+ L BB=DS, ppes

I 17

Simplificando esta expressdo, chega-se a:

%:[ﬂ (r— q[)—— p-og-o,-(1- ﬂ)} dt+p-og-dz,...(76)

Neste ponto, ¢ importante lembrar que:

1
ap=n=r=q;=pr-q)+p-o5-0,(1-p)

Se a,. =0 (o que faz sentido, pois o termo de tendéncia deste derivativo € igual a

zero, i.e., sO ha remuneragdo na medida em que o desempenho das agdes da

122

e’

e [12

. . 1
empresa superior ao do indice, entdo: r —g, = f(r —q,) + 5 p-Og -0, -(1 - ﬂ).

Substituindo em (76), chega-se finalmente ao processo estocastico do preco de

exercicio:

‘%H = (r—qy)dt + pogdz, ... (77)

Sendo assim, ¢ possivel ver que tanto S como H possuem o termo de tendéncia e

dividend yield idénticos.

o} -dt]
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10.5
Volatilidade total

Esta se¢do demostra a volatilidade ajustada pela correlagao.

Proposicdo: A volatilidade total ¢ dada por o> = o§ - (1- p?)

Demonstragéo: A variancia conjunta de duas variaveis aleatorias S ¢ H ¢ dada

por:

2 2 2
o,=03+0,; —2-p-0g-0y

De (77) temos que o}, = p’ - o, . Sendo assim:

2 2 2 _
o, =0g+0y—-2-p-0g-0, =
2 2 2
=03 +p 05=2:p-0g-p-Og=
2 2 2 2 2
=0;+p 0oy —2-p 05 =

_ 2 2
=0s—pP Oy

=0o.=0.-(1-p")..(78)

10.6
Modelo binomial para ESO indexada americana

Por simplicidade, seja g, = ¢ . Ainda, defina u como sendo o0 movimento

de subida e d como o movimento de queda no pre¢o do ativo base. O valor

intrinseco da op¢do no momento do exercicio ¢ dado por:
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C,=H, ~mdx[u-i—l,0j
H

C,=H, -mdx(d~£—1,0j
H

.(79)
C.=H,- mdx[uu S l,Oj
H
, S
C,=H,  max dd~E—1,0
Defina ainda o retorno normalizado da op¢ao como:
N G I
H ’
I
H
(80)

= max[u

S
H
S
R, —max(dd T ,0]

Portanto:

Cu =Hu Ru

C,=H, R,

: L (81)
C = .Ruu

C a "R

Apenas por simplicidade, suponha que a opg¢ao tenha apenas dois periodos, onde o

Su (Sj
=uu-| —|.
H, H

" Emt=2:

- movimento ascendente de *%_I :
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Cuu :mS .Suu .(1+q)+mH .Huu .(1+q):

S ..(82)
=mg-H, -uu-ﬁ-(1+q)+mH -H, -(1+q)

Analogamente:

Cp=ms-S, -A+q)+m, -H, -(1+q)=

S ..(83)
:mS .Hdu duﬁ(l—i_Q)-i_mH .Hdu (1+q)

Igualando (81) e (82):
S
Cuu :Huu '|:m5 uug(l—i_Q)—'_mH (1+q):|:Huu .Ruu

=R, =mS~uu~%-(1+q)+mH-(1+q)...(84)

Cdu :Hdu ‘|:mS du%(l-i_q)-i_mH (1+q):l:Hdu 'Rdu

=R, :ms-du-%-(l+q)+mH ‘(1+¢q)...(85)

- movimento descendente de %{ :

Pensando de maneira analoga, chega-se as seguintes expressoes:
S
=R, =m ~ud-ﬁ-(1+q)+mH (1+¢g)...(86)
S
=R, =m; ~dd-ﬁ~(l+q)+mH (I+¢q)...(87)

Resolvendo (84) e (85):
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R, —R
RW—Rud:mS-(1+q)-%-u-(u—d):>mS= i ud ..(88)

() v =d)

Este ¢ o delta hedge da opgdo para o ativo basico S. Analogamente resolvendo

(86) e (87), chega-se ao delta hedge do ativo referéncia:

_u-R,—d-Ruu
(1+q)-(u~d)

.(89)

my

» Emt=I:
Conforme mencionado ao longo deste trabalho, o modelo binomial trabalha
backwards, i.e., de tras para frente. Neste periodo o titular da op¢ao pode escolher

exercé-la imediatamente ou manté-la por mais um periodo.
- movimento ascendente de %{ :

C,=max[S, —H, ,mg-S,-(1+q)+m, -H,-(1+q)]...(90)

u?’

- movimento descendente de *%_I :

C,=mdx[S, —H,mg-S,-(1+q)+m, -H, - (1+¢q)]...(91)
Substituindo (88) e (89) em (90) e a opgdo ndo for exercida, chega-se a:

R —R ‘R —d-R
C — uu ud Su(l‘i‘Q)‘Fu ud uu_

u (1+Q)']i-u-(u—d) (1+q)-(u—d)

H, -(1+q)

Manipulando esta expressao, o valor final da opgao é:

l—d]
u—d :Hu'|: uu.p*+Rud.(1_p*)
l+g¢g
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Analogamente:

R, p +R,-(1-p
Cdsz'|: du p 1+d;( p):|

Como na pratica a op¢do ¢ americana, a regra de decisdo ¢ a seguinte:

R,-p +R,-(1-p)
I+g¢

S
C”(S,H,t)=H, -mdx{?—l,

t

}.(m

Utilizando retornos continuos:

C"(S,H,t)=H, 'de{%—l,e“’ [R,-p" +R, -(l—p*)]} .. (93)

t

A condi¢io na maturidade é: C*' (S,H,T)=H, -mdx{% - I,O} .. (94)

T

10.7
Modelo binomial para ESO indexada com multiplo de exercicio

(modelo estendido)

Por fim, incorporando ao modelo da se¢do anterior o multiplo M que
define o exercicio antecipado ¢ uma taxa de cancelamentos e, ¢ preciso apenas

estender o algoritmo desenvolvido, conforme apresentado na segao 0.

10.8
Demonstracéo das equacdes da simulacao de Monte Carlo

10.8.1

Simulacao do preco da agcéo

Aplicando o lema de It6 para encontrar d In(S,):
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1 1
dIn(S,) = E[St (r—gqy)-dt+S, -0 ~sz]—2—52(530§ -dt)

¢ O
2

:>dln(St):(r—qs—%j-dt+US-dzs

Integrando ambos os lados:

T 0_2 T T
Idln(St):(r—qS —TSJ-Jdt+O'S [ dzg
t t t

2

= In(S;)~In(S,) =(r—qs —%j-(T—mas (257 =25.)

2

= In(S,) =1n(S,)+(r—qS —%]-(T—z)ws (257 =25.)

Por fim:

2
o2
["—QS —?}-(T—tﬂas-(zsyr—zm)

=5,=5,-e

t

10.8.2

Simulacao do ativo referéncia

Aplicando o lema de It6 para encontrar d In(H,):

1
din(H) = [H,-(r—qS)-dt+Ht-p-O'S-dz,]—m[Hf-(p-O'S)z-dt]

1
H[

2
:dln(Ht):(r—qS —@J~dt+p-o*5 -dz,

Integrando ambos os lados:
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Por fim:

[din(r,) = [r—qs —(p';S)

= In(H,)~In(H,) = [ gy -

= In(H,) = In(H,) +(r i

:>HT:Ht-e{

2
. M].n pogezsn AT

:>HT=H0-e[

T T
J-Jdt+p-0'5-jdz,

(”';’S)J-(T—z)m-as (Z1r—210)

WJ'(T_t)+p'US '(Z1,T _Zl,t)

_(P'O's)z_ _ [ _
Is=— (T-)+p-os-(z;r=21,)

2

. (96)
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