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Apéndice A
Implementagao Computacional

Para a formula¢do dos elementos finitos baseados em wavelets de
Daubechies e interpolets de Deslauriers-Dubuc ¢ de fundamental importancia o
calculo correto dos coeficientes de conexdo e dos valores das wavelets, interpolets
e suas derivadas nos pontos de interesse.

Uma vez obtidos os coeficientes de conexao, estes podem ser armazenados
para serem utilizados a posteriori no calculo das matrizes de rigidez, geométrica,
de massa e no vetor de carregamentos nodais. Os valores das fun¢des wavelet e
interpolet e suas derivadas nos pontos de interesse serdo utilizados na matriz de
transformagao do espago wavelet para o espago fisico. Tais valores serdao exatos
quando os graus de liberdade do elemento estiverem sobre uma malha di4dica.
Caso isso ndo ocorra, o valor no ponto de interesse sera aproximado pelo
algoritmo piramidal de geracdo das wavelets e interpolets com um nimero de
iteragdes adequado.

Tanto os algoritmos para a obtencdo das derivadas e integrais quanto
aqueles que calculam os coeficientes de conexdo baseiam-se em problemas de
autovalor cuja solucdo ¢ feita unica a partir de equagdes adicionais, como pode ser
visto no segundo capitulo. Por essa razdo, os sistemas resultam em matrizes
retangulares, cujas pseudo-inversas devem ser calculadas. O nlimero necessario de
equacdes adicionais depende do posto da matriz original do problema de
autovalor.

Toda a implementagdo foi realizada com o auxilio do programa MATLAB
(Chapman, 2003), cujos cddigos podem ser encontrados no Apéndice A. O
programa ja conta com algumas rotinas especificas para a andlise wavelet, como o
calculo dos coeficientes de filtro, por exemplo. Foram escritas rotinas especificas
para o calculo de momentos, derivadas, integrais e coeficientes de conexao para as
fungdes wavelet de Daubechies e interpolets de Deslauriers-Dubuc, além da
obtencdo dos valores das fungdes em pontos especificos da malha diddica,

necessarios para a matriz de transformacao de espacos.
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Implementagdo Computacional 178
O algoritmo para o calculo dos coeficientes de conexao para matrizes de

rigidez, de massa e geométrica ¢ baseado no problema de autovalor dado pela

seguinte expressao:

(A-— DA% =

T Nd +d,-1
21 2

O vetor que contem os coeficientes de conexiio tem (N —1)° componentes,
sendo N a ordem da wavelet de Daubechies. Para o caso das interpolets de
Deslauriers-Dubuc, o niimero de coeficientes de conexio ¢ dado por (2N —2).

Apesar de serem indexados por i e j, como uma matriz, os coeficientes de
conexao sdo organizados na forma de um vetor para que o algoritmo possa ser
implementado conforme as expressdes obtidas anteriormente. Posteriormente,
para a formacdao das matrizes dos elementos, o vetor solucdo do sistema ¢
reordenado a partir dos seus indices originais.

Pela maneira como sdo calculados os coeficientes de conexdo, pode-se
deduzir que a matriz dos coeficientes de conexdo pela é simétrica, ou seja,

A% = A%% . Essa propriedade pode ser aproveitada para reduzir o custo

computacional.

dyd,

Al,l

Adl’dZ
1,2 dy.d, d.dy, dy.d,
. Al,l A1,2 Al,N—l
* dy,d d,,d :

d,.d, d,.d Azl,l ’ Azl,z ’
AR =9 AT | :

dyd

A 1,92
2’2 d‘ ’d2 cee cee dl ’dz
. AN—1,1 AN—l,N—l

dy,d,

ANfl,Nfl

A matriz A segue a mesma logica de formagao do vetor de coeficientes de
conexdo, ou seja, € uma matriz que tem quatro indices de formagdo. A
justificativa para essa indexagdo estd na expressdo dos coeficientes de conexao

que se encontra na Se¢ado 2.7.5.

Ai,_/:k,l Syt QA
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O vetor que contem os coeficientes de filtro deve ser estendido com zeros a

esquerda e a direita, pois a medida que o algoritmo percorre os quatro indices i, j,

e k podem surgir termos que ndo pertencem ao conjunto de filtros da fungdo

wavelet em questao.
a:{O 0 a a - ay, 0 - 0}

Apo6s a inser¢ao da matriz A no sistema deve-se calcular o posto da matriz
resultante e adicionar tantas equagdes de momento quanto sejam necessarias para

tornar o sistema determinado.

' (k!)2
ZZMikaAZjd = |
—~ & (k—d)\(k—d,)\2k—d —d, +1)

Para cada valor de £, existe uma equacao adicional para o sistema. Uma vez
obtidas as equagdes adicionais necessarias, resolve-se o sistema resultante a partir
do calculo da pseudo-inversa da matriz do problema. O programa MATLAB
dispde de uma funcdo chamada Backslash Solver que resolve sistemas

representados por matrizes retangulares.
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Apéndice B
Aplicacao a Placas Finas

Uma placa fina de espessura ¢ tem seu comportamento a flexdo modelado

segundo a seguinte equacdo diferencial:

Et’
12(1—1/2)

84w+ o'w +84w
ox* ox’oy’ oyt

j =q(x,y), D=

O deslocamento w(x,y) ¢ modelado por wavelets bidimensionais que sao

formadas por produtos entre as wavelets unidimensionais:

W) = 3 dy px =) gy =)
Substituindo as expressdes das derivadas pode-se escrever:
D| Xd, (¢ (x=D)p(y =)+ 24" (=)' (y = D+ px =" (=) = 4(x. )

Ap6s multiplicar por ¢(x— p)@(y—q) (base de fungdes teste) e integrar em

x e y no intervalo [0,1], as integrais em X e y podem ser separadas e escritas em
forma de coeficientes de conexdo. O sistema pode ser, entdo, colocado em forma

matricial:

kd =f
k=D(r°° ®r%, +or” ®r%, +r* er" )

[02" [0,2" [0,2" [02" [0,2" [0,2"]

1
f= J.q(x)(I)de
0
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O simbolo ® indica o produto de Kronecker. Para a adaptacdo ao método

proposto, os coeficientes de conexdo devem ser reescritos, gerando a seguinte

matriz de rigidez:

k=D[r°° ®r2 ]+v(r2° ®r”, +T%, ®r” ])+

03] - 0271 o oam 027
T2 e, +2(1-v)r, ®rlL, |
[0,27] [0,27] [0,27] [0,27]
Com a utilizacdo da matriz de rigidez acima, pode-se impor apenas as

condigdes de contorno essenciais, como feito anteriormente para problemas

unidimensionais.
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Apéndice C
Exemplo de Montagem da Matriz dos Coeficientes de
Conexao

O coeficiente de conexdo com limites de integragdo genéricos ¢ dado por:
Ty’ = w(x o™ (x— j)dx
Aplica-se procedimento semelhante ao que foi feito na dedugdo do

coeficiente de conexdo em [0,1] e chega-se a:

a+l a+2

i = [ ot i (o pdes [ 9 - (- s

[ab]
a+l

+...+ I " (x=i)p® (x— j)dx

b-1

1 1
e :.[(pd‘(x—i+a)¢d2(x—j+a)dx+_[¢d'(x—i+a+1)¢)"z(x—j+a+l)dx+
[a.b]
0 0

1
+...+j¢d'(x—i+b—1)¢dz(x—j+b—1)dx
0

d,,d d, d,,d d,,d
r[]hlz _rzlaj -a 1_‘ll(az-f—l)/ —(a+1) +. +r1](b2])/ —(b-1)

As equagdes seguintes mostram um exemplo para a DB4.

8]

% =% (x—i)p®(x— j)dx

[0,2)

—_ O

1
= [p" (x=i)p™ (x = jydx+ [ @ (x =i+ 1)p" (x— j+1) dx
0

<

— d]dz dldz
_F +I'! i
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Os indices i e j variam segundo as translagdes necessarias para cobrir todo o
intervalo de integracdo. No caso do exemplo, i e j variam entre 2-N e [ para as
Daubechies; para as Interpolets, i e j ficam entre 2-N e N.

Pode-se notar a semelhanca existente entre o processo de obtencao da matriz
de coeficientes de conexdo genéricos € a montagem de uma matriz global de
elementos finitos. Para cada elemento 1,j da matriz de coeficientes em [0,2] havera
a contribuicdo dos elementos i,j e i-1,j-1 da matriz em [0,1]. Essas matrizes
funcionariam analogamente as matrizes global e local de um sistema de elementos
finitos.

Como exemplo, tomaremos os coeficientes de conexao 0,1 da DB4 nos

intervalos [0,2] e [0,3]:
2 3
I =[p(x=ip'(x=j)dx, T =[p(x—i)p'(x—j)dx
[0.,2] [0.3]
0 0

Tomamos a matriz “local” formada pelos coeficientes de conexdo no

intervalo [0,1].

1 ~0.0670  0.1503 —0.0833
I = [p(x-i)p'(x— j)dx, T* =| 03497 -0.8660 0.5163
0 0.0833 -1.0163 0.9330

Para o célculo da matriz em [0,2] a matriz em [0,1] sera somada com ela

propria deslocada de uma linha e uma coluna:

[-0.0670 0.1503 —0.0833 0] [0 0 0 0
n | 03497 —-0.8660 05163 0| [0 -0.0670 0.1503 —0.0833
Tox = 00833 —1.0163 09330 0| |0 03497 —0.8660 05163
0 0 0 0] |0 0.0833 -1.0163 0.9330
[-0.0670  0.1503 —0.0833 0

0.3497 —0.9330 0.6667 —0.0833

0.0833 —0.6667 0.0670 0.5163

0 0.0833 —1.0163 0.9330



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510774/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0510774/CA

Apéndice C
Exemplo de Montagem da Matriz dos Coeficientes de Conexao 184

[~0.0670  0.1503  —0.0833
0.3497 —0.8660 0.5163

I, =) 00833 -1.0163 0.9330

0 0 0

0 0 0

0 0 0
-0.0670  0.1503 —0.0833
0.3497 -0.8660 0.5163
0.0833 —1.0163 0.9330
0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 -0.0670 0.1503 -0.0833
0
0

S O O o O

S O O o O
+

S O O O O
+

1
S O O O O o o o o o

0.3497 -0.8660 0.5163

i 0.0833 -1.0163 0.9330 |

[-0.0670 0.1503 —0.0833 0 0
0.3497 -0.9330 0.6667 —0.0833 0

=| 0.0833 -0.6667 0 0.6667 —0.0833

0 0.0833 —0.6667 0.0670 0.5163

0 0 0.0833 -1.0163  0.9330 |

Pode-se notar que a terceira linha da matriz ¢ formada pelos coeficientes de
conexao de Latto, ou seja, calculados em todo o suporte da wavelet. Isto acontece
pois a medida que se aumenta o intervalo de integracao, havera coeficientes de
conexdo que serdo integrados em todo o suporte da fun¢do. Pode-se dizer,
portanto, que ha um intervalo de integracdo a partir do qual uma linha base sera
repetida, o que também aconteceria em uma matriz global de elementos finitos de
mesmas caracteristicas (material, tamanho, etc.). Outra semelhanca com o MEF ¢
que a matriz de coeficientes de conexdo genérico ¢ “em banda”, sendo a largura
de banda dada pelo niimero de translagdes necessarias para abranger todo o

suporte da wavelet.
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0.3497

0.0833
FE)OIA] = 0
0
L 0

AY = [ p(r)g'(x— j)dx, A™ ={0.0833 —0.6667 0 0.6667 —0.0833}

[—0.0670 0.1503

—-0.9330
—-0.6667
0.0833
0
0

—0.0833
0.6667
0
—0.6667
0.0833
0

0 0
—-0.0833 0
0.6667 —0.0833

0 0.6667

—-0.6667 0.0670
0.0833 -1.0163

0
0
0
—0.0833
0.5163

0.9330 |
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