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3
Aplicagcao do Método de Wavelet-Galerkin

Nesta se¢do, desenvolve-se a aplicagdo do Método de Wavelet-Galerkin a
algumas equacdes diferenciais comumente encontradas em diversos problemas de
engenharia estrutural, como as equacdes que governam o comportamento de uma
barra de trelica, uma viga submetida a carregamento transversal, uma viga
submetida a carregamento axial e uma viga sobre base eldstica. Também sera
desenvolvida a solu¢ao da equagdo diferencial de um oscilador harmoénico.

Para a solugdo da equacdo diferencial harmonica sdo desenvolvidas as
solucdes pelo método dos coeficientes de conexdo “improprios” (com o uso de
“fronteiras ficticias™) e “proprios”. Serd possivel entdo perceber que a imposi¢ao
das condicdes de contorno se d4 muito mais naturalmente por um método do que

por outro.

3.1.
Equacgao Diferencial Harménica

Possivelmente o sistema mecanico mais simples cujo movimento segue uma
equacdo diferencial linear com coeficientes constantes € uma massa presa em uma

mola, como mostra a fig. (17).

Figura 17 — Oscilador harmdnico
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Depois de atingido o equilibrio, ou seja, o ponto em que a for¢ca da mola
iguala o peso da massa, qualquer perturbagdo acarreta o inicio de um movimento

harmoénico que, desconsiderando a for¢a de atrito, ¢ dado pela seguinte expressao:

2
Sirwx=0, 0=~ 3.1

O deslocamento e a sua derivada segunda podem ser aproximados por uma

base de funcdes de escala wavelet no nivel de resolugdo m:

X(f)zzd,w@"’f—j) (3.2)
o’x . .
¥=4 Zdj(p(2 t—7) (3.3)

Substituindo as egs. (3.2) e (3.3) na expressao (3.1), pode-se chegar a uma

expressao que a discretiza.
Zdj{4m¢(2’"t—j)+0)2(0(2"11—]')} =0 (3.4)
J

A eq. (3.4) sera resolvida por duas abordagens diferentes que aplicam o
M¢étodo de Galerkin utilizando como condi¢des de contorno um deslocamento

inicial x¢ e uma velocidade inicial nula:
x(0)=x,, x(0)=0 (3.5)

31.1.
Solugao pelo Método das Condi¢coes de Contorno Ficticias

A base para a aplicacdo deste método consiste em afirmar que as condi¢des
de contorno do problema sdo periodicas, o que ¢ o mesmo que admitir que o
dominio do problema seja infinito. Portanto, pode-se perceber que a discretizacao
feita na eq. (3.4) supde limites infinitos no somatodrio. Se a aproximagao for feita

num nivel de resolucao razoavelmente alto, a funcdo interpoladora se aproxima de


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510774/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0510774/CA

Aplicacdo do Método de Wavelet-Galerkin 91

um delta de Dirac que “amostra” os valores da fun¢do resposta. Por esta razdo, a
medida que o nivel de resolugdo aumenta, os coeficientes d; se aproximam dos
valores da funcdo resposta x(¢) nos pontos de amostragem. Tal procedimento ¢
comparavel ao refinamento de malha no MEF.

Ao multiplicar a eq. (3.4) pela base de fungdes teste que, pelo Método de
Galerkin, ¢ a mesma que a base de fungdes interpoladoras e integrando num

dominio infinito tem-se:

Zdj{4m+f(p(2mt —D)@(2"t - j)dt + a)ZT(p(2mt — 2"t - j)dt}= 0 (3.6)

—00

Pode-se notar que as integrais que aparecem na eq. (3.6) sdo coeficientes de

conexao “improprios”. Escreve-se, portanto, apds os ajustes das variaveis:

YA+ N =0 > Y dfATAY +o’AY =0 (37)
J J

Devido a ortogonalidade das fungdes de escala, sabe-se que o coeficiente de

conexao A(]’_0 ¢ unitario quando i = j e nulo quando i # j. Isto permite escrever o

1

sistema matricialmente da seguinte forma:
— _Am A 02 2
Ad=0, 4, =4"A"+0°5,,; (3.8)

Nota-se que a matriz A ¢ em banda, j4 que sO existem coeficientes de
conexdo entre 2— N e N —2. Os indices i e j variam entre 0 e 2”-1 (2" pontos),
sendo m o nivel de resolugado escolhido.

Para a imposi¢@o das condi¢des de contorno ficticias deve-se incluir tantas
translagdes das funcdes de escala quanto necessarias para cobrir o intervalo. No
caso de uma Daubechies no intervalo [0,N-1] sdo necessarias N —1 translagdes
adicionais para cada lado da fronteira. Os indices i e j devem ter seu intervalo
ampliado de [0, 2"-1] para [1-N, 2"+N-2]. No caso de uma Interpolet no intervalo
[1-N,N-1], seriam necessarias N —1 translacdes de um lado e 2N — 2 do outro. Os

indices i € j devem ter seu intervalo ampliado de [0, 2"-1] para [1-N, 2"+2N-3].
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Uma vez estendidas as fronteiras pode-se impor as condi¢des de contorno
diretamente. Como o valor da fungdo em ¢ = 0 ¢ dado por x( basta colocar esta
informagao na primeira linha da matriz A.

J& para a segunda condi¢do, deve-se ter em conta que a mesma é imposta na

derivada. Escreve-se, portanto:

ox .. .
5:2 > d.p2"t-)) (3.9)
J

A eq. (3.9) avaliada em ¢ = 0 pode ser colocada em funcao dos coeficientes

de conexdo da seguinte forma:

N-2
d, A% = (3.10)

Jj=2-N

O sistema resultante tem (2™ + 2N—2) incdgnitas, sendo que apenas 2" delas
pertencem ao dominio desejado. As demais incognitas ndo sdo relevantes para o
problema, sendo apenas um artificio para sua solucdo. As matrizes e vetores

envolvidos na solugdo tém o seguinte aspecto:

Ad=b (3.11)
0 0 0 1 0 = 0 ]
Ag,lz Ag,z n a)z A?,z A?\}iz 0 - 0
o | A AP+’ AV A, 0
- O AO,Z . A0,2 2 . AO,Z A0,2 0
2N 0o TO N-3 N2
0 0 AY? A% AV +@" A)?
_ 0 A, A, 0 0 ]
(3.12)
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A solucgdo exata da equagdo diferencial harmonica para essas condigdes de

contorno ¢ dada por:

x(t) = x, cos(at) (3.14)

o
x
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Figura 18 — Solucéo da equacao harmédnica por DB6 (acima) e DB12 (abaixo)

A fig. (18) mostra o resultado para diferentes niveis de resolugao utilizando
a Daubechies DB6 ¢ DB12. Em ambas as analises a freqiiéncia natural de
vibragao do sistema foi dado por @ =4.257 . Pode-se notar que com wavelets de
ordem mais alta, niveis de resolugdo mais baixos alcangam resultados

satisfatorios.
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3.1.2.
Solugao Utilizando Coeficientes de Conexao Préprios

Multiplicando a eq. (3.4) pela base de fungdes de escala e integrando no

intervalo [0,1], temos:
>.d j{ j ot =)t — j)dt + & j o(t—i)p(t - j)dx}= 0 (3.15)

O sistema da eq. (3.15) esta descrito no espago das fungdes, ou seja, as
incognitas sao os coeficientes da aproximagao e nao os valores da fungdo resposta.
As integrais que aparecem na eq. (3.15) sdo coeficientes de conexdo “proprios”.

Em forma matricial, o sistema fica:
Ad=0, 4,=T7+oT, (3.16)

A matriz A ¢ singular, portanto as condi¢cdes de contorno devem ser
incorporadas ao sistema de modo a obter uma solugdo Unica. Aplicando as

condigoes de contorno em (3.5) a base de fungdes tem-se:

x(0)=x, > Y. d,p(-j) > ®,d=x, (3.17)
X(0)=0->> d (=) >Dd=0 (3.18)

Nas expressoes (3.17) e (3.18), ®@ ¢ o vetor que contém cada componente da
base das fungdes de escala. O subindice representa o ponto em que o vetor de
fung¢des ¢ avaliado.

A imposicdo das condi¢des de contorno ¢ feita adicionando ao sistema

linhas correspondentes as eqs. (3.17) e (3.18), resultando numa matriz retangular:

4o r" 0
®, |d={x, (3.19)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510774/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0510774/CA

Aplicacdo do Método de Wavelet-Galerkin 95

3.1.21.
Solugao em Niveis Seguintes

Numa analise multirresolu¢ao, pode-se aumentar o nivel de resolucao das
funcdes base para melhorar a resposta do problema. O deslocamento pode ser,
portanto, aproximado por funcdes definidas em subespagos seguintes, ou seja,

com seus dominios reduzidos.

x(t) = Zd 02"t - ) (3.20)
x e mm .
y=4 Zdjq)(2 t—J) (3.21)

Substituindo (3.20) e (3.21) na equagdo diferencial, multiplicando pela base

e integrando no intervalo [0,1], temos:
1 1
>d 1{4'" j P(2" x—1)$(2"t — j)dt + @& j e(2"t—i)p(2"t - j)dz}: 0 (3.22)
J 0 0

Os coeficientes de conexdo que aparecem na eq. (3.22) estdo definidos
dentro do subespago das fungdes no nivel m. Como visto anteriormente, tais

coeficientes de conexao podem ser calculados a partir dos coeficientes no nivel 0.

Loy m

m . m . 1 . . 1
[o"@ri=ip" @ 1= pdv=—r [ ¢ (v =Dg* (v=j)dy =T (323)
0 0

Substituindo (3.23) em (3.22) chega-se a:

a)Z
Zdi{zmr?i +—T7° }:o (3.24)
- Yoamy o M Peam
2
Ad=0, A=2"T" +2 o (3.25)

[0.2™] 2m [0.2"]
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Pode-se notar que o sistema matricial da eq. (3.25) também vale para o nivel
0. Deste ponto no texto em diante, fica subentendido que a analise pode ser feita
em qualquer nivel de resolucdo, j4 que o nivel 0 é apenas um caso particular.
Quando nao houver especificagdo dos limites de integracdo dos coeficientes de
conexao, subentende-se intervalo [0,1].

As condi¢des de contorno devem ser ajustadas para a inclusdo dos niveis

posteriores, da seguinte forma:

x(0)=x, > Y. d,p(-j) > ®,d=x, (3.26)
J
x(0)=0->2"> d ¢(-j) >2"®,d=0 (3.27)
J
2m FOZ ; + 27m a)Z 1—100 3 0
[0.27] [0.27]
@, d=1x, (3.28)
2", 0

x/x0

Figura 19 — Aproximacao da solugdo da equagao harmbnica com DB6 em diferentes
niveis
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A fig. (19) mostra os resultados da aproximagao em diferentes niveis para a
DB6. Pode-se perceber que a aproximagdo da solugdo converge para a resposta

exata a medida que se aumenta o nivel de resolugdo da funcio wavelet.

3.2
Equacao Diferencial de uma Barra de Trelica

O comportamento de uma barra de trelica com moddulo de elasticidade e
secdo transversal constantes submetida a um carregamento axial distribuido pode

ser descrito pela seguinte equagao:

o'u B
EA afz =—q(&) (3.29)

O deslocamento ¢ a sua derivada segunda podem ser aproximados por uma

base de funcoes de escala wavelet no nivel de resolugao m.

u(§)=Zdj¢(2”’§—j) (3.30)
0u m noAm g
o7 =4 ;djgo(Z E— ) (3.31)

Substituindo as eqs. (3.30) e (3.31) na expressdo (3.29) e integrando no

intervalo [0,1] chega-se a:
1 1
EAY 4"d,[p(2"E—i)p"(2"E - )dE =~[q(O)p(2"E-DdE  (3.32)
J 0 0
Em forma matricial, o sistema fica:

1
kd=f, k=2"EAT”, 6 f= —jq(g)qﬂdg (3.33)
0

[0’2711] b

Como o sistema estd no espaco das funcgdes, ndo ¢ possivel impor as

condig¢des de contorno com simples remog¢ao de linhas e colunas da matriz k. Para
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tanto, € necessario utilizar uma matriz de transformagao para o espaco fisico,
como visto adiante. As condi¢des de contorno possiveis para esse tipo de

problema sdo dadas por:

u(0)—> Y. d, p(—j) > ,d

o, (0)=Eu'(0) >2") d,¢'(-j) > 2"®,d
J
o (3.34)
u) > d,p2" - j)—>®,d
J

o ()=Eu'(1)—>2">.d ¢'(2"-))—>2"®d
J

A eq. (3.34) apresenta duas condigdes essenciais (de deslocamento) e duas
naturais (de tensao). Adicionando ao sistema linhas correspondentes a duas das
quatro condi¢des de contorno possiveis chega-se a solucdo para os coeficientes
interpoladores.

Pelo MEF tradicional € necessario impor apenas as condi¢des de contorno
essenciais conhecidas, o que representa uma vantagem em relacdo ao Método de
Wavelet-Galerkin, no qual ¢ necessario especificar uma combinacdo de duas das
quatro condicdes especificadas na eq. (3.34).

A solugdo exata da equagdo diferencial da trelica ¢ dada por uma reta

(polindmio de primeiro grau) e uma solugao particular que depende de g(&):

(&)= A+ BE+u, (&) (3.35)

3.3.
Equacgao Diferencial de uma Viga a Flexao

O comportamento de uma viga com modulo de elasticidade € momento de
inércia constantes, submetida a um carregamento transversal distribuido pode ser

descrito pela seguinte equacao:

o'w B
B2 =@ (3.36)
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Apo6s aproximar o deslocamento e sua quarta derivada pela base de funcdes

wavelet, temos:
1 1
EIY16"d, [p(2"é—i) " (2" &= j)dé = [q(&) p(2"E—-D)dé  (3.37)
J 0 0
Em forma matricial, o sistema fica:

[0,2"7°

1
kd=f, k=8"EITY, . f=[q(&®" d¢ (3.38)
0

As condi¢des de contorno possiveis para esse tipo de problema sdo dadas

por:

W(O)—>Zd P(—j) > ®,d

w(O)—>2’"Zd P'(—j)—>2"®,d

M(0)= EIw"(O)—>4'”Zd P'(—j)—>4"®,d

0(0) = EIw’”(O)—)S"’Zd 9'(-))>8"®rd

w(l)—)Zd p2" - > d ©.39)
w(l)—>2m2d P'R"-j)—>2"®dd

M()= Elw"(l)—>4’"Zd PR"-j)—>4"®d

Oo()=EIw"(l) —> 8" Zd P'(2"—j)—>8"®/d

Adicionando ao sistema linhas correspondentes a quatro das 8 condicdes de
contorno possiveis chega-se a solucdo para os coeficientes interpoladores.
A solugdo exata da equagdo diferencial da viga ¢ dada por um polindomio do

terceiro grau e uma solugao particular que depende de g(&):

w(E) = A+ BE+CE + DE +w, (&) (3.40)
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3.4.
Viga Submetida a uma Carga Axial

O comportamento de uma viga com modulo de elasticidade ¢ momento de
inércia constantes, submetida a um carregamento transversal distribuido pode ser

descrito pela seguinte equagao:

o*w

o0&

o*w P
+ 1P = , i g 341
Y2 852 q(&), wu El ( )

Na expressao (3.41), a carga P ¢ positiva para compressao e negativa para
tracdo (Bazant e Cedolin, 1991). Apo6s aproximar o deslocamento e sua quarta

derivada pela base de fungdes wavelet, temos:

2d| 16" [p2"5~ig" (2" 5~ &+

1 1 (3.42)
w41 [ (2" E=i)p" (2" E - )dé | = [q(O)p(2" E~irdE

Em forma matricial, o sistema fica:
1
(k+p’g)d=f, k=8"EIT" g=2"T%, , f= jq(g)cpng (3.43)
0

Na eq. (3.43) pode-se notar a presenca das matrizes k e g que fazem papéis
semelhantes as matrizes de rigidez e geométrica, respectivamente. As condig¢des
de contorno possiveis para esse tipo de problema sao as mesmas utilizadas para a
viga sem carregamento axial.

A solugdo exata da equagdo diferencial da viga submetida a carregamento

axial ¢ dada por:

w(&) = Asen(u&) + Beos(ué)+CE+D+w (&), 1> >0

(3.44)
w(&) = Asenh(|u| &)+ Beosh(u| E)+ CE+D+w (&), p* <0
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Pode-se notar pela eq. (3.44) que ha diferentes solucdes da equagdo
diferencial para o caso de tracdo ou compressdo (Weaver e Gere, 1980). Caso a
carga distribuida seja nula, a eq. (3.43) se transforma num problema de autovalor
generalizado que terd como resposta cargas criticas e modos criticos de
flambagem de colunas. Neste caso, a obtengdo dos autovalores e autovetores
depende da utilizagdo de multiplicadores de Lagrange. O emprego dos
multiplicadores de Lagrange tem o objetivo de impor as condi¢des de contorno ao
problema sem torna-lo retangular, ja que o a solugdo do problema de autovalor s6
¢ possivel para matrizes quadradas.

Designando por C a matriz de imposi¢cdo de condigdes de contorno de tal
forma que Cd =0, pode-se escrever o problema de autovalor generalizado para

obtencao de cargas e modos criticos da seguinte maneira:

[0.2™] 2 [0,2"]

+u
C 0 0 o0

8m F04 CT 2m FOZ 0 d
=0 (3.45)

Os valores de x4 que tornam a eq. (3.45) um sistema com mais de uma
solugdo além da trivial sdo as chamadas cargas criticas e os vetores d

correspondentes sao os modos criticos.

3.5.
Viga Sobre Base Elastica

Uma base elastica pode ser modelada como uma série de molas
independentes, conhecida como base eldstica de Winkler (Timoshenko e Gere,
1961). A rigidez da base ¢ expressa em unidade de for¢a por unidades de
comprimento ao quadrado e a reagdo da base ao deslocamento transversal da viga

¢ dada por:
b(&) = —cw(<) (3.46)

Na eq. (3.46), ¢ ¢ a rigidez da base elastica e (&) € o carregamento por
unidade de comprimento que surge como reagao ao deslocamento w(<&). O

comportamento de uma viga sobre base eldstica com modulo de elasticidade e
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momento de inércia constantes, submetida a um carregamento transversal

distribuido pode ser descrito pela seguinte equagao:

o'w

o

EI +ew(&)=q($) (3.47)

Depois de aproximar o deslocamento e sua quarta derivada pela base de

fun¢des wavelet, temos:

Zdj 16'”E1j¢(2'"5—i)¢’V(2m§—j)d§+

1 1 (3.48)
re[pré-np(2" g~ dé |= [q(Op(2" -i)dE

Em forma matricial, o sistema fica:

1
(k+b)d=f, k=8"EIT" _ b=—1T" _ f=[q)®"ds (3.49)
0

[0.2m1? 2m [0.2m1?

A solugdo exata da equagdo diferencial da viga sobre base eléstica ¢ dada

por:

Ww(&) = e [A sen(BE)+ B cos(ﬁé’)] +e [C sen(fBE)+ D cos(,b’é)] +w, (&)

s cC
p 4E1

(3.50)
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