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Modelos Lineares Multivariados

2.1.
Introducao

Neste capitulo, serdo apresentados dois modelos lineares, largamente
utilizados na estimagdo de séries temporais multivariadas. O primeiro deles, o
modelo Vector Autoregressive (VAR), proposto por Sims (1980), foi
desenvolvido como um modelo dindmico, no qual todas as varidveis a serem
estudadas sdo tratadas como enddgenas. Sendo assim, o0 modelo VAR examina as
relacdes lineares existentes entre cada varidvel endégena e os valores passados das
mesmas varidveis (assume-se uma defasagem p), permitindo ainda a inclusdo de
varidveis exdgenas na andlise.

Este modelo tem como restricbes a escolha do conjunto relevante de
varidveis a serem analisadas, que sdo os valores correntes dos processos, € O
nimero maximo de defasagens envolvidas nas relacdes entre elas, normalmente
escolhido com base em critérios estatisticos, como os de Akaike (1974) ou
Schwarz (1978). Por um lado, € desejavel incluir o maior nimero possivel de
defasagens, de modo a evitar a imposi¢ao de restri¢cdes falsas sobre a dindmica do
modelo. Por outro lado, quanto maior a ordem de defasagens, maior o nimero de
parametros a serem estimados, conseqiientemente, menos graus de liberdade para
a estimacdo. Um cuidado deve ser tomado ao estimar modelos multivariados.
Geralmente, eles apresentam elevado numero de parametros, com reflexo no
tamanho de amostra requerido para que se obtenha uma estimagdo confidvel.

Diversos testes estatisticos podem ser utilizados com a finalidade de
verificar a adequacdo de um modelo. Caso alguma das premissas bdsicas da
modelagem ndo for vdlida, diz-se que existe um erro de especificacdo do modelo.
Os testes sdao aplicados em diversos estdgios da modelagem, ou seja, a cada
momento da elaboracdio do modelo aplica-se os testes de diagndstico para
verificar se todas as exigéncias bdasicas sdo vdlidas para o conjunto de dados em

questdo. A seguir, alguns motivos da realizacao dos testes:
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1) Testes com o objetivo de definir a especificacdo do modelo;

2) Testes para inclusdo ou nio de varidveis defasadas no modelo;

3) Testes para as propriedades dos termos de perturbacdo ndo-observivel
(ruido branco);

4) Testes para verificacdo do ajuste do modelo.

Uma condi¢do bésica para estimacdo do modelo VAR € que as séries
temporais sob analise sejam estaciondrias. Isto indica que as médias e variancias
devem ser constantes ao longo do tempo e o valor das covaridncias entre dois
periodos de tempo devem depender apenas da distancia ou defasagem entre os
dois periodos, e ndo do periodo de tempo efetivo em que as covariancias foram
calculadas.

Apé6s a verificagdo da presenca de raizes unitdrias nas séries, sendo as
mesmas integradas de mesma ordem, ou seja, necessitando as séries do mesmo
nimero de diferenciacdes para se tornarem estaciondrias procedem-se os testes de
co-integracdo. Em existindo relagdes de co-integracdo entre as séries, diz-se que
as mesmas apresentam uma relacao linear estavel no longo prazo.

O teste de co-integracdo visa determinar o nimero de vetores de co-
integracdo que serdo necessarios no sistema. Um dos procedimentos para
identificar a existéncia de co-integracdo ¢ o de Johansen (1988), o qual utiliza
Mixima Verossimilhanga para estimar os vetores de co-integragdo. A hipétese
nula é de que ndo ha nenhum vetor de co-integracdo versus a hipdtese alternativa
de que ha pelo menos um vetor de co-integragdo. Caso o teste detecte a presenga
de um vetor de co-integracdo num sistema, entdo, ao invés de estimar o modelo

VAR, deve-se utilizar o modelo VEC.

2.2,
Modelo VAR

Algumas propriedades importantes do modelo VAR serdo discutidas. As
principais utilizagdes deste modelo sdo para previsdo e andlise estrutural.
Considere um conjunto de séries temporais observadas no tempo. Um primeiro
modelo tem de ser especificado e os parametros t€ém de ser estimados. Em

seguida, a adequacdo do modelo é marcada por diversos instrumentos estatisticos
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e o modelo pode ser estimado e utilizado para previsdo e andlise estrutural ou
dindmico. As principais etapas da modelagem multivariada sdo:
1) Especificacdo e estima¢ao do modelo;
2) Awvaliacdo / verificacdo do modelo;
a. Modelo rejeitado, volta ao passo 1
b. Modelo aceito, avanga ao passo 3
3) Previsao

4) Analise estrutural

2.2.1.
Formulacao Matematica

Sejam Vi, Y2, 0, YT séries temporais multivariadas, com
Ye = W1t Yaer 0 Vi) - Um modelo VAR(p) pode ser expresso matematicamente

pela seguinte formulagao:

Ve =V + A1 Y1 Ay o+ 4+ u 3 t=0,1,2, ... (2.1)

Todos os simbolos utilizados nesta representacdo possuem significados
usuais, isto &,

Ve = 1) Yaer 0 Vi)' € um vetor aleatério (K x 1) de varidveis endégenas;

v = (Ug,Vy,...,U;)" é um vetor fixo de interceptos (K x 1), os quais
permitem a possibilidade de média E(y;) ndo-nula;

A; sdo matrizes fixas de coeficientes, os quais sdo interpretados como a
sensibilidade da de uma varidvel do modelo com relacdo a uma defasagem de
outra variavel;

u; = (Uqg, Usgy oo, Uge)' € um vetor K-dimensional de ruido branco, ou seja,
E(u) =0, E(uu’) =X, e E(uuy’) = 0.

Cada equagdo do modelo possui um termo especifico, o qual pode ser
interpretado como o choque correspondente a K-ésima equacdo. Este termo € o
termo de erro u;;.

Qualquer modelo VAR(p) pode ser representado por um modelo Kp-
dimensional VAR(1), dado por:
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Vi =v+ Ay, + U, (2.2)
onde,
e 5 [ Ay Ay o Apy AT s
Ur 1 0 I 0 ... ] 0 0
Y, = o . ve=| .|, A 0 I 0 o U, — )
Us_ i . . . . :
t=ptl 00 ... Iy 0| !

E as dimensoes sdo: ¥; ~(Kpx 1), v~ (Kpx1),A~ (Kp x Kp) e U ~(Kp
x 1).
Y, é estdvel se para |z| < 1,
det(fg, —Az)# 0
A média do modelo VAR(p) é dada por
po=E(Y:) = (Ixp — Ay

E as auto-covariincias sao:
o

Iy(h)=) A" Zy(AY),
1=

onde, X, = E(U.U;).

Usando a matriz J com dimensdo (K x Kp) dada por:

J=[lx + 0 : .. : O]

O processo y; € obtido como y, = JY;. Pelo fato de Y; ser um processo bem
definido, isto implica que y, também seja. Entdo, temos:

E(y:) = Ju, constante para todo t,

Iy (h) = JIy,(h)J’, também invariantes no tempo.

Seja o polindmio caracteristico do processo VAR(p), dado por:

det(Ig, — Az) =det(fp — Ajz — - — A,2")
Dizemos que o processo € estédvel se, para |z]| < 1,

det(fg — Az —---—A2F)#0

Esta € a condi¢do de estabilidade do processo.
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2.2.2.
Representacao Média Movel (MA) de um processo VAR

A representacdo de médias mdveis € um util instrumento para examinar a
interacdo entre as varidveis. Chamam-se os coeficientes de A; de funcdo de
resposta ao impulso observados a partir dos choques u, das varidveis. Estas
fun¢des medem o impacto nas varidveis a partir de seus respectivos choques u;.

Sob a condicdo de estabilidade, o processo Y; tem a representacao de Média

Moével (MA) definida como:
Y, = pu+ X2, AU, (2.3)

onde, Y; € expresso em termos do passado e presente do vetor de inovacdes U; e
do termo média .

Além disso, a representacdo MA de y, pode ser encontrada pré-multiplicando Y,
por uma matriz J =[Ix : 0 : .. : 0] de dimensio (K x Kp). Aqui,
u=Jju,¢p;=JAY eu, = JU,.

v = JYi=Ju+> JAT U,

= U —l—i‘f’fltr—w

=0 (24)

O problema de estimar estes parametros incorre nas mesmas dificuldades
em obter os parametros do modelo primitivo a partir do modelo reduzido; a
identificacdo do sistema. Esta metodologia ndo permite estimacdo se o sistema é
sub-identificado, isto €, tenha um nimero de equacdes menores que oS nimeros
de incognitas.

Para ser possivel identificar o sistema escrito na forma MA, € necessario

usar a decomposicdo de Choleski.
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2.2.3.
Processo estacionario

Um processo estocdstico € estaciondrio se seus momentos de primeira e
segunda ordem sdo invariantes no tempo. Entdo, temos o primeiro momento, para

todo t,

Ely) = p

Esta condi¢do indica que todos y; possuem o mesmo vetor finito de média

E o segundo momento, paratodote h=0, 1,
El(ys — p)(ye—pn — p)1 = Ly(h) = Ty(—h)'

E esta condi¢do requer que as auto-covariancias do processo nao dependam

do tempo t, mas somente do periodo h de tempo que separa os vetores Y; € Vi_p.

2.2.4.
Estimacao

Na estimacdo das equagdes do modelo VAR, o sistema apresenta uma
estrutura fixa, com as mesmas varidveis em todas as equacdes € com O mesmo
nimero de defasagens, sendo conhecido como “VAR puro”. O estimador para a
representacdo padrdo de um processo VAR(p) é definido por minimos quadrados

multivariados (ou minimos quadrados generalizados) expresso da seguinte forma:

B=&X)XY (2.5)

Este resultado € bastante conhecido na literatura e largamente utilizado.

2.2.5.
Previsao

Um dos principais objetivos de andlise de séries temporais multivariadas é
gerar previsdo. No contexto dos modelos VAR, interessa-nos o modelo que
minimiza o Erro Quadratico Médio (EQM) de previsdo, que também € largamente

utilizado como a fungdo-perda na fase de estimacdo. Além disso, o EQM ¢ um
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estimador ndo-viciado da variancia dos erros de previsao, util para a construc¢do de
intervalos e regides de previsao.
A equacdo de previsdo num horizonte h na origem t é dada pelo valor

esperado condicional:

Ei(tyn) = E(Yegn|f2) = E(Un[{usls = t}). (2.6)

Supondo normalidade dos termos de erro do modelo, isto é, u; s@o normais
multivariados com u; e ug independentes para t# s. Sob estas condi¢des, os erros
de previsdao também sdo normalmente distribuidos como transformacgdes lineares

de vetores normais:

h—1

Yerr — Ye(h) =Y Pitigqpn_i ~ N(0. Xy (h))
; 2.7)

Este resultado implica que os erros de previsdo das componentes individuais

sdo também normais, dados por:

— 1y (R
Yerdh — Ykt ) a0, 1),
ai(h) '

onde, y ¢(h) é a k-ésima componente de y,(h) e gy (h) ¢ a raiz quadrada do k-
ésimo elemento da diagonal principal da matriz X, (h).

Denotando por z(4)0 ponto critico da distribui¢ao normal, temos:

Uk o4n — Yrtlh) X }
= 2(a/2)

bt s pr{_:':“-”z'i Tx(h)

= Pr{up:(h) — 2a/2)0%(h) < Ukign = Une(h) + 2020l } (2.8)

Entdo, o intervalo de previsdo com (1 — a)%, h periodos a frente, para a k-

ésima componente de y; é:

U () £ 20020k (R)
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ou
[t () — 2payzyorll), yee(h) + 2002y (1))
Este resultado pode ser estendido para regides de previsdo, para duas ou
mais componentes. Defina a matriz F = [Iy : 0] com dimensdo (N x K) e note

que temos um resultado conhecido de vetores normais multivariados, dado por:

Wern — we(R) F'[FEy (R F'T Flyen — ve(h)] ~ (V) (2.9)

Assim, a distribui¢io y?(N) pode ser usada para determinar o elipséide de
previsdo com (1 — a)% para as primeiras N componentes do processo. Para tal,

utiliza-se o método de Bonferroni, considerando que, para um intervalo de
previsdao com (1 — %) %, a regido de previsdo resultante tem probabilidade no

minimo (1 — a)% de conter todas as N varidveis conjuntamente.

2.3.
Modelo VEC

Relacdes de equilibrio sdo suspeitas entre muitas varidveis, especialmente
econdmicas. Suponha que as varidveis de interesse foram coletadas no vetor
¥Ye = V1) Yaer r Vi) € @ sua relagdo de equilibrio de longo prazo seja B'y, =
B1iVie + -+ BxYke = 0, onde B = (B4, ..., Bx)’. Em algum momento particular,
essa relagdo pode ndo ser satisfeita exatamente, mas talvez tenhamos £'y; = z,
onde z; é uma varidvel estocéstica que representa os desvios do equilibrio. Se
realmente ha um equilibrio, parece plausivel assumir que as varidveis y, avancam
juntas e que z; € estdvel. Assim, z; pode ser conduzido por uma tendéncia
estocdstica comum. Em outras palavras, ndo estd excluido que cada varidvel é
integrada, isto €, ainda existe uma combinacdo linear das varidveis. Varidveis
integradas com essas propriedades sdo chamadas co-integradas.

No Griéfico 2.1, duas séries temporais co-integradas geradas artificialmente

sdo representadas.
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Grifico 2.1: Séries temporais bivariadas co-integradas

Geralmente, as varidveis em um processo y; K-dimensional sdo chamadas
co-integradas de ordem (d, b), brevemente, y,~CI(d, b), se todos os componentes
do y;, sdo I(d) e existe uma combinagdo linear z, =B'y,, com
B =(B,..,Bx) #0 tal que z, é I(d—b). Por exemplo, se todos os
componentes de z; I(1) e B'y; € estaciondrio (I1(0)), entdo y,~CI(1,1). O vetor B
¢ chamado de vetor de co-integracao.

Um processo que consiste em varidveis co-integradas € chamado um
processo co-integrado. Estes processos foram introduzidos por Granger (1981) e
Engle & Granger (1987). Desde entdo, tornaram-se populares em trabalhos
econométricos tedricos e aplicados.

Liiktepohl (2005) chama um processo K-dimensional y, integrado de
ordem d, brevemente, y,~I(d), se Adyt € estavel e Ad_lyt nao é estavel. O
processo I(d) é chamado co-integrado se existe uma combinagdo linear B'y, com
p #0, o qual é integrado de ordem menor que d. Se existir apenas um
componente I(d) no vetor y; e todos os outros componentes forem estaveis 1(0),
entdo o vetor y; serd I(d) (Liiktepohl, 2005).

Estritamente falando, as varidveis endégenas de um modelo VAR devem
ser todas estaciondrias, ou seja, integradas de ordem zero, 1(0), portanto nesse
contexto os autovalores da matriz A localizam-se todos no interior do circulo

unitario. Se nao forem, o modelo VEC deve ser estimado ao invés do VAR.
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2.3.1.
Formulacao Matematica

Um processo K-dimensional VAR(p), expresso matematicamente por:
Ht — fll.fff—l + -+ flp.l’)’t—p + (2.10)

€ chamado co-integrado de rank r se

= —(Ix — Ay — - —Ap)
tem rank r e assim Il pode ser escrito como uma matriz-produto a8’ com a e f8
sendo de dimensdo (K x r) e de rank r. A matriz f € chamada matriz de co-
integracdo e a é chamada loading matrix.

Ser = 0, Ay, tem uma representacio VAR(p-1) e, parar = k,

i — Ay — = Ay| = | ~TI £0
e assim, 0 VAR ndo tem raiz unitaria e y, ¢ um processo VAR(p) estavel.

Deste modo, y; tem uma representacio VEC dada matematicamente por:

Ay = My 1 +T1Ay 1+ +Tp 1Ay py1 + g
= OB yi—1 +T1Ay—1 4+ + Tp1 Ayt —p1 + e, @2.11)

Fi ::_(‘4i+l+‘“+‘4‘p}' f:lj’—l

Se esta representacdo de correcdo de erros for dada, € facil descobrir o VAR

correspondente, notando que:

Ay = DI+ 1 +14
:1 = Fg—F«;_l. .;22 ..... j}—]_.

A, = T, 1. (2.12)
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2.3.2.
Estimacao

A estimacdo dos parametros de um modelo VEC € feita em dois estagios.
No primeiro, estima-se a matriz de co-integracdo [, por minimos quadrados ou
maxima verossimilhanca e, em seguida, substitui-se o verdadeiro valor de f pelo

seu estimador 8 na equagio, ou seja, considerando:
Ay =opy_y + T Ay + -+ Uy 1 AUy + g (2.13)

E, assim, todos os outros parametros sdo estimados na segunda etapa, tendo os

estimadores de dois estagios de a e I' denotados por:
- B I ooy 1
Ga. = AY MY, B ([j’}'_l_-lﬂ'_'l[j) (2.14)

T, = (AY — G pV_1) AX(AXAX") (2.15)
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