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Analise de Autovalores e Autovetores

7.1
Consideracoes iniciais

As andlises de vibragéo livre foram realizadas com o intuito de obter as
frequéncias naturais e os modos de vibragdo dos modelos numeéricos
desenvolvidos (modelos I, Il e Ill) para a analise do comportamento dindmico
quando esses modelos trabalham em regime de interacao parcial e/ou total.

Os resultados foram comparados com o0s valores obtidos
experimentalmente na tentativa de validar as analises realizadas com os
modelos numéricos desenvolvidos. Cabe ressaltar, outrossim, que os modelos
computacionais foram desenvolvidos em concordancia com 0s modelos
experimentais investigados por Oliveira [38] em 2005 e por Chapman e
Balakrishnan [6] em 1964.

7.2
Analise de frequéncias naturais e modos de vibracao

Seguindo a metodologia proposta, as andlises de vibragdo livre foram
realizadas com a utilizagdo do programa ANSYS [55]. A partir dessas andlises,
pbde-se obter a resposta dindmica dos pisos mistos ago-concreto em regime de
interacao parcial e/ou total, com base na andlise das frequéncias naturais e dos
modos de vibragao.

Na Tabela 7.1, faz uma comparagao entre os valores das frequéncias
naturais obtidas paras os modelos numéricos desenvolvidos neste trabalho com
os valores obtidos experimentalmente [6] e [38]. Tais modelos referem-se aos
modelos de piso isotropico (modelo IlI) e de piso ortotrépico (modelo ),
descritos no capitulo 6 deste trabalho.

Nao obstante, essas observacées ndo puderam ser realizadas para o
modelo computacional |, tendo em vista que as respostas obtidas

experimentalmente foram de natureza puramente estética.
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Tabela 7.1 — Frequéncias naturais dos modelos Il e Il — interagao total.
Frequéncias naturais dos modelos Frequéncias naturais
numeéricos desenvolvidos fy (Hz) do piso fo; (Hz)
Modelo I Modelo Il _
o o Modelo experimental [38]
(Isotrépico) | (Ortotrdpico)
for 10,00 9,77 9,75
foo 10,43 10,90 11,25
fos 15,48 14,20 14,63
fos 16,16 15,70 18,75

Com base nos resultados demonstrados na Tabela 7.1, percebe-se uma
boa concordancia entre os valores das frequéncias obtidas a partir dos modelos
computacionais desenvolvidos, por meio do método de elementos finitos, e o
valor obtidos experimentalmente por Oliveira [38]. Essas observagbes, no
tocante as frequéncias naturais, fornecem um bom indicativo de coeréncia no
que diz respeito aos modelos numéricos desenvolvidos, bem como aos
resultados e as conclusdes obtidas ao longo desta investigacao.

Para os modelos numéricos desenvolvidos neste trabalho, no que tange
a caracteristicas ortotrépicas e isotropicas, existe uma pequena diferenga nos
valores das frequéncias obtidas. Essa observacédo evidencia a possibilidade de
mudangas no comportamento dos modelos isotrépico (modelo Il) e ortotrépico

(modelo Ill) em relagédo a analises dinamicas.

7.21
Modelo de viga mista — modelo computacional |

As analises de vibragdo livre foram iniciadas a partir do modelo
computacional |, que é representativo de uma faixa de piso misto ago-concreto,
em que a laje se apoia sobre a viga de ago e se conecta a esta por meio de
conectores de cisalhamento (Figura 6.6).

Com essas andlises, objetivou-se avaliar o comportamento dinamico desse
sistema, considerando os regimes de interacao parcial e/ou total. Para tanto,
obtiveram-se os autovalores e os autovetores do sistema, na medida em que o
nuamero de conectores varia e o nivel de solicitagdo nos conectores em regime
de interagao total deve ser o mesmo quando comparado a parcial.

A fim de que essa estratégia seja possivel, a partir da curva forgca
deslizamento obtida por Ellobody [73], representada na Figura 6.10, obteve-se a
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derivada no ponto em niveis de forga, variando entre 25%, 50%, 75% e 100% da
curva (Figura 7.1).

Forca A
100%
75% g S
500/0 k3
25%
\M
e
Desl.

Figura 7.1 — Rigidez dos conectores para niveis de for¢a a 25, 50, 75 e 100%

A partir da rigidez obtida em niveis distintos de forga, implementa-se
numericamente a equacgado da reta representativa dessa rigidez nos elementos
de mola translacional representativos dos conectores de cisalhamento. Assim,
no modelo computacional com maior quantidade de conectores, o qual
representa o sistema em regime de interacdo total, implementa-se a rigidez da
curva nos elementos de mola translacional representativos dos conectores de
cisalhamento em um nivel de solicitagdo igual ao do regime de interagédo parcial.
Para melhor entendimento, a Figura 7.3 procura esclarecer o procedimento

adotado.
INTERACAO PARCIAL INTERACAO TOTAL
EIEEEEEEEEEEEEN . LITTTLIITTT I T LT EEITI T ]
viga laje viga
n = 38 CONECTORES n = 76 CONECTORES
Forca A
100% NA IT
50% NA IP
|
Desl.

Figura 7.2 — Metodologia inicial proposta
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A Tabela 7.2 apresenta os valores das frequéncias naturais obtidas a partir
da variagédo da rigidez dos conectores de cisalhamento e da variagdo de suas

quantidades.

Tabela 7.2 — Frequéncias naturais em fungdo da quantidade e da rigidez dos

conectores de cisalhamento.

PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0521524/CA

MODELO COMPUTACIONAL |
Rigidez do conector definida a 100% de carga na curva forga
versus deslizamento
Frequéncias (Hz) 102 76 56 38 19 2
fo1 (H2) 2,82 1,98 1,73 1.37 0.97 0.39
foo (HZ) 3,08 3,05 3,05 3.05 3.05 3.05
fo3 (HZ) 12,08 12,07 12,07 12.07 | 12.07 12.07
fos (HZ) 26,63 26,63 26,63 26.62 | 26.62 26.62
fos (HZ) 46,03 46,02 46,02 46.02 | 46.02 46.02
fos (HZ) 69,30 69,29 69,29 69.29 |69.29 69.29
Rigidez do conector definida a 75% de carga na curva forca
versus deslizamento
Frequéncias (Hz) 102 76 56 38 19 2
fo1 (H2) 3,02 2,23 1.95 1.55 1.09 0.44
foo (HZ) 3,23 3,06 3.05 3.05 3.05 3.05
fos3 (HZ) 12,08 12,07 12.07 12.07 | 12.07 12.07
fos (HZ) 26,63 26,63 26.63 26.62 | 26.62 26.62
fos (Hz) 46,03 46,02 46.02 46.02 | 46.02 46.02
fos (HZ) 69,30 69,29 69.29 69.29 |69.29 69.29
Rigidez do conector definida a 50% de carga na curva forca
versus deslizamento
Frequéncias (Hz) 102 76 56 38 19 2
fo1 (H2) 3,05 2,68 2.34 1.86 1.32 0.53
fo2 (HZ) 3,84 3,07 3.06 3.05 3.05 3.05
fos (H2) 12,08 12,07 12.07 12.07 | 12.07 12.07
fos (HZ) 26,64 26,63 26.63 26.63 | 26.62 26.62
fos (Hz) 46,03 46,02 46.02 46.02 | 46.02 46.02
fos (HZ) 69,31 69,30 69.29 69.29 |69.29 69.29
Rigidez do conector definida a 25% de carga na curva forca
versus deslizamento
Frequéncias (Hz) 102 76 56 38 19 2
fo1 (Hz) 3,05 3,04 2.94 2.38 1.68 0.69
fo2 (HZ) 4,90 3,45 3.11 3.06 3.05 3.05
foa (Hz) 12,09 12,08 12.08 12.07 | 12.07 12.07
fos (HZ) 26,64 26,63 26.63 26.63 | 26.63 26.62
fos (Hz) 46,04 46,03 46.03 46.02 | 46.02 46.02
fos (H2) 69,32 | 69,30 69.30 69.29 |69.29 | 69.29
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O grafico da Figura 7.3 foi construido com base nos valores apontados
na Tabela 7.2 e apresenta as frequéncias dos modelos estruturais em estudo,
em Hz, obtidas a partir da variacédo da rigidez dos conectores de cisalhamento.
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Figura 7.3 — Variacao das frequéncias naturais em funcao da variagdo do numero

de conectores e da sua rigidez.

Ao examinar os resultados fornecidos pela Tabela 7.2, p6de-se concluir
que:

a) Observou-se a existéncia de uma aparente variagédo linear (frequéncia
versus grau de interacdo) a medida que o numero de conectores de

cisalhamento aumenta.

b) Verificou-se a redugdo dos valores das frequéncias naturais a medida
gue o numero de conectores também diminui, para qualquer valor de rigidez dos
conectores. Dessa forma, os pisos tornam-se mais flexiveis e,
consequentemente, mais suscetiveis a vibragdes causadas por pequenos
impactos. Isso ocorre em razdo de o numero de conectores de um dado sistema
misto influenciar diretamente na rigidez do piso. Assim, quanto maior 0 numero
de conectores, menor sera o deslizamento entre a laje e a viga, e maior sera a

rigidez do piso.

C) O modelo numérico que contempla a quantidade de 102 conectores de
cisalhamento para impedir o deslizamento relativo entre a laje e a viga de ago
segue o modelo de piso investigado pelos pesquisadores Chapman e
Balakrishnan [6] em 1964. Em relagdo ao modelo utilizado neste trabalho, o valor
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da frequéncia fundamental € o mais elevado entre os demais casos. Entretanto,
a quantidade de conectores é considerada para este caso um excesso, tendo em
vista que o regime de interacdo total ja é alcancado com 76 conectores de
cisalhamento. Isso demonstra que 102 conectores é um numero exagerado,

impedindo ainda mais o deslizamento na interface.

e) O modelo com dois conectores pode ser representado por situagdes em
gue nao existam elementos de ligacao entre a laje de concreto e o perfil de acgo.
Todavia, os valores das frequéncias obtidas foram os mais baixos. Em outras
palavras, pode-se dizer que nesse caso o perfil deve ser dimensionado para
receber a carga total da laje acrescida da sua sobrecarga. Entretanto, solu¢des
como estas, encarecem bastante o custo das obras. Nos dias atuais, o sistema
misto permite que se possa aproveitar ao maximo a capacidade dos materiais,

de modo que se trabalhe em conjunto, reduzindo, por conseguinte, 0s custos.

f) De acordo com a metodologia de analise, a rigidez dos conectores de
cisalhamento deve ser a mesma na comparagao dos regimes de interagdo total
(76 conectores) e/ou parcial (38 conectores). Assim, a frequéncia natural da
estrutura em regime de interacao total € alcangada com a rigidez da curva a
50%, no valor de 2,68 Hz. Quando comparada com o sistema em regime de
interagdo parcial, deve-se considerar a rigidez da curva a 100%, obtendo um
valor de 1,37 Hz.

Essa observagcao demonstra que o valor da freqiiéncia natural se reduz a
metade quando o sistema trabalha em regime de interagdo parcial. Esse fato
deve ser levado em consideracdo quando se trata de estados-limiteS de
utilizagdo no que diz respeito a vibragbes excessivas em sistemas estruturais,
causando desconforto para usuarios.

A Figura 7.4 e a Figura 7.5 apresentam as quatro primeiras formas
modais referentes ao modelo estrutural |, segundo niveis de interagao total (76
conectores) e parcial (38 conectores).
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a) Modo de vibragao referente a b) Modo de vibragao referente a
primeira frequéncia natural: fo;=2,68Hz  segunda frequéncia natural: fo,=3,07Hz

c) Modo de vibragao referente a d) Modo de vibracao referente a quarta
terceira frequéncia natural: fo3=12,07Hz frequéncia natural: f44,=26,63Hz

Figura 7.4 — lteracao total (76 conectores e rigidez a 50% da curva).

a) Modo de vibragao referente a b) Modo de vibracéo referente a
primeira frequéncia natural: fo1=1,98Hz segunda frequéncia natural: f;,=3,05Hz

c) Modo de vibragao referente a terceira d) Modo de vibragao referente a quarta
frequéncia natural: fo3=12,07Hz frequéncia natural: fo,=26,63Hz

Figura 7.5 — lterag&o parcial (38 conectores e rigidez a 100% da curva).
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Observando as Figura 7.4 e Figura 7.5, nota-se que, de forma geral, o
segundo modo de vibracdo corresponde ao modo de flexdo. Entretanto,
considerando o terceiro modo de vibra¢do, 0 modo de tor¢do é predominante. As
outras formas modais obtidas segundo a variagdo do numero de concetores nao
foram aqui discutidas por nao apresentarem mudancgas significativas no
comportamento. As formas modais mostraram-se bastante semelhantes aquelas

apresentadas nas Figura 7.4 e Figura 7.5.

7.2.2
Modelo de piso misto isotrépico — modelo computacional Il

Prosseguindo as analises, investigou-se o comportamento dinamico de
um sistema de piso misto ago-concreto, modelo computacional Il (Figura 6.11),
trabalhando em regime de interacdo total e/ou parcial. Para esse modelo,
considerou-se que a laje trabalha em caréater estritamente isotropico, e utilizou-
se, a mesma curva forga-deslizamento obtida por Ellobody [73] (Figura 6.10). A
Tabela 7.3 apresenta os valores das frequéncias naturais obtidas na medida em

gue se varia o numero de conectores de cisalhamento.

Tabela 7.3 — Frequéncias naturais versus variagdo do numero de conectores

Numero de conectores | Frequéncia natural (Hz)
174 10,01
156 9,71
138 9,45
120 9,22
102 9,09
84 8,66
72 8,25
66 7,88
60 7,73
54 7,72

O gréfico da Figura 7.6 foi construido com base nos valores apontados na
Tabela 7.3. Esse grafico apresenta as frequéncias dos modelos estruturais em
estudo, em Hz, obtidas a partir da variagdo do numero de conectores de
cisalhamento.
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Figura 7.6 — Frequéncias naturais em fungdo da variagdo do numero de

conectores.

No que diz respeito aos valores das frequéncias obtidas ao longo das
andlises de vibragao livre, pode-se concluir:

a) Percebeu-se a existéncia de uma aparente variagéo linear (frequéncia versus
grau de interacdo) a medida que se aumenta o numero de conectores de

cisalhamento.

b) Os valores das frequéncias naturais diminuem a medida que o numero de
conectores reduz, o que torna os pisos mais flexiveis e, portanto, mais
suscetiveis a vibracbes ocasionadas por pequenos impactos. Isso decorre do
fato de o numero de conectores de um dado sistema misto influenciar
diretamente a rigidez do piso. Assim, quanto maior o numero de conectores,
menor sera o deslizamento entre a laje e a viga, bem como a rigidez do piso sera

maior.

c) Para o modelo computacional Il, o grau de interagao parcial (n = 0,5) é obtido
com um total de 84 conectores de cisalhamento na interface laje-viga. Nessa
situagdo, a viga de ago possui, aproximadamente, 85% de sua capacidade
resistente a flexdo. Entretanto, ndo se costuma trabalhar com grau de interacao
menor que 50% (n = 5) quando comparado com a interagéo total (n = 1,0). Pode-
se dizer que o comportamento estatico de sistemas de pisos mistos ago-concreto
com grau de interacdo abaixo de 50% (n = 5) ndo € recomendado. Isso é
consequéncia da redugdo na capacidade portante da viga a flexdo, na medida
em que se desvincula a laje desta por meio da retirada dos conectores de

cisalhamento.
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d) Verificou-se uma queda na frequéncia de, aproximadamente, 1,35 Hz em
comparagao aos modelos de piso misto ago-concreto na interacdo total (n = 1,0)
com a parcial (n = 0,5). Essa redugdo na frequéncia pode ser bastante
significativa para determinadas estruturas, cujo valor da frequéncia natural ja

esteja bem proximo ao valor da frequéncia da excitagao.

e) Os resultados encontrados até o presente momento, referentes ao modelo de
piso misto analisado, indicam que a reducdo do numero de conectores de
cisalhamento (interacdo parcial) influencia diretamente a frequéncia natural,
tornado-os mais suscetiveis a problemas associados a vibragdes. Entretanto,
sob o ponto de vista econémico, o regime de interacao parcial pode conduzir a
redugdes significativas no custo total de uma obra. Dessa forma, considerando-
se um piso projetado em regime de interacdo parcial, é interessante que a
resposta dindmica do sistema seja investigada de modo mais criterioso.

As Figura 7.7 e Figura 7.8 apresentam as quatro primeiras formas modais
referentes ao modelo estrutural Il (Figura 6.11), considerando a variacao do

numero de conectores de cisalhamento.

a) Modo de vibragéo referente a primeira  b) Modo de vibragéo referente a segunda
frequéncia natural: fo; = 10,01 Hz frequéncia natural: fo,= 10,43 Hz

¢) Modo de vibragéo referente a terceira o .
o d) Modo de vibragao referente a quarta
frequéncia natural: fo3= 15,48 Hz o
frequéncia natural: fo, = 16,16 Hz

Figura 7.7 — Interagéo total (174 conectores de cisalhamento).
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a) Modo de vibragao referente a primeira  b) Modo de vibragao referente a segunda
frequéncia natural: fo; = 8,66 Hz frequéncia natural: fo, = 8,72 Hz

¢) Modo de vibracao referente a terceira d) Modo de vibragao referente a quarta
frequéncia natural: fo3= 14,18 Hz frequéncia natural: fo, = 14,82 Hz
Figura 7.8 — Interagao parcial (84 conectores de cisalhamento).

Observando as Figura 7.7 e Figura 7.8, nota-se que, de forma geral, o
primeiro modo de vibracdo corresponde ao modo de flexdo. Entretanto,
considerando o terceiro modo de vibragdo, o modo de torgcao € predominante. As
outras formas modais obtidas segundo a variagdo do niumero de concetores nao
foram aqui discutidas por ndo apresentarem mudancgas significativas no
comportamento. As formas modais mostraram-se bastante semelhantes aquelas

apresentadas nas Figura 7.7 e Figura 7.8.

7.2.3
Modelo de piso misto ortotrépico — modelo computacional lli

No que tange a analise dindmica de pisos mistos ago-concreto, o uso
indiscriminado de um modelo estrutural isotrépico (modelo 1) deve ser, no
minimo, questionado. Uma estratégia mais apropriada para analisar a resposta
dindmica desse tipo de estrutura é considerar uma solugao ortotrépica para o
modelo, a fim de atentar para a geometria especifica desse tipo de sistema.

Para tanto, investigou-se, nesta fase, o comportamento dindmico do

modelo computacional Il (Figura 6.13), trabalhando em regime de interagao total
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e/ou parcial. Esse modelo, conforme a ser descrito no capitulo 6 deste trabalho,

procura representar fielmente as caracteristicas ortotropicas da laje de concreto,

a qual foi moldada a partir da forma de aco incorporada (steel deck).

A estratégia de analise aqui

realizada foi

utilizar a curva forga

deslizamento obtida por Ellobody [73], (Figura 6.10), para o sistema de piso

misto ago-concreto em regime de interacdo parcial e/ou total. A Tabela 7.4

apresenta os valores das frequéncias naturais obtidas a partir da variagdo do

nuamero de conectores.

Tabela 7.4 — Frequéncias naturais versus variagdo do numero de conectores

Numero de conectores

Frequéncia natural (Hz)

174 9,77
156 9,49
138 9,28
120 9,14
102 9,08
84 9,07
72 8,82
66 8,44
60 8,27
54 8,27

O grafico da Figura 7.9 € construido com base nos valores apontados na

Tabela 7.4. Esse grafico apresenta as frequéncias dos modelos estruturais em

estudo, em Hz, obtidas a partir da variagdo do numero de conectores de

cisalhamento.
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Figura 7.9 — Frequéncias

conectores.

N° de conectores (n)

naturais em funcdo da variagdo do numero de

Com referéncia aos valores apresentados no grafico da Figura 7.9, pode-

se concluir:
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a) Novamente, foi constatada uma aparente variagdo linear (frequéncia versus
grau de interacdo) a medida que se aumenta o numero de conectores de
cisalhamento.

b) Os valores das frequéncias naturais diminuem a medida que o numero de
conectores reduz, o que torna os pisos mais flexiveis e, portanto, mais
suscetiveis a vibracbes ocasionadas por pequenos impactos. Isso decorre do
fato de o numero de conectores de um dado sistema misto influenciar
diretamente a rigidez do piso. Assim, quanto maior o numero de conectores,
menor sera o deslizamento entre a laje e a viga, bem como a rigidez do piso sera

maior.

c) Para o modelo computacional Ill, o grau de interacdo parcial (n = 0,5) é
conseguido com um total de 84 conectores de cisalhamento existentes na
interface laje-viga. Nessa situacdo, a viga de ago tem cerca de 85% de sua
capacidade resistente a flexdo. Entretanto, ndo se costuma trabalhar com grau
de interacdo menor que 50% (n = 5) quando comparado com a interagao total (n
= 1,0). Pode dizer-se que o comportamento estatico de sistemas de pisos mistos
aco-concreto com grau de interacao abaixo de 50% (n = 5) € inviavel. Isso se
deve a redugado que ocorre na capacidade portante da viga a flexdo, na medida
em que se desvincula a laje da viga, pela retirada dos conectores de

cisalhamento.

d) Verifica-se uma queda na frequéncia de, aproximadamente, 0,7Hz, quando
comparado os modelos de piso misto ago-concreto na interacéo total (n = 1,0)
com a parcial (n = 0,5). Essa redugdo na frequéncia pode ser bastante
significativa para determinadas estruturas, cujo valor natural ja esteja bem

préximo ao valor da frequéncia da excitacao.

e) Os resultados encontrados até o presente momento, referentes ao modelo de
piso misto analisado, indicam que a reducdo do numero de conectores de
cisalhamento (interagdo parcial) influencia diretamente a frequéncia natural,
tornado-os mais susceptiveis a problemas associados a vibragdes. Entretanto,
sob o ponto de vista econémico, o regime de interacao parcial pode conduzir a
redugdes significativas no custo total de uma obra. Portanto, o regime de
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interacao parcial somente podera ser implantado apos realizadas as analises
dindmicas necessarias para assegurar o conforto humano.

As Figura 7.10 eFigura 7.11 mostram as quatro primeiras formas modais
referentes ao modelo estrutural Il (Figura 6.13), considerando a variagdo do

numero de conectores de cisalhamento.

a) Modo de vibracao referente a b) Modo de vibracao referente a segunda
primeira frequéncia natural: fo; = 9,77Hz frequéncia natural: fo, = 10,89Hz

¢) Modo de vibracao referente a terceira d) Modo de vibragao referente a quarta
frequéncia natural: fo3= 14,19Hz frequéncia natural: fo, = 15,69Hz
Figura 7.10 — Interacéo total (174 conectores de cisalhamento)

a) Modo de vibragao referente a b) Modo de vibragao referente a segunda
primeira frequéncia natural: fo; = 9,07Hz frequéncia natural: foo = 10,07Hz
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¢) Modo de vibracao referente a d) Modo de vibragao referente a quarta
terceira frequéncia natural: f;3=13,35 frequéncia natural: fo, = 14,59Hz
Hz

Figura 7.11 — Interacdo parcial (84 conectores de cisalhamento)

Observando as Figura 7.10 eFigura 7.11, nota-se que, de forma geral, o
primeiro modo de vibragdo corresponde ao modo de flexdo. Entretanto,
considerando o terceiro modo de vibragdo, 0 modo de torgdo € predominante.
Outras formas modais obtidas segundo a variagdo do numero de conectores néo
sdo aqui discutidas por ndo apresentarem mudangas significativas em seu
comportamento. As formas modais mostram-se bastante semelhantes as formas

modais apresentadas nas Figura 7.10 e Figura 7.11.

No que tange as respostas dindmicas obtidas ao longo deste capitulo,
nota-se que as formas modais e suas respectivas frequéncias obtidas para o
modelo computacional Ill (Figura 6.13) sdo satisfatoriamente concordantes com
0s sinais experimentais obtidos por Oliveira [38]. Dessa maneira, como 0s
resultados do modelo numérico-computacional Ill da estrutura correlacionam-se
bem com os resultados experimentais, em termos de frequéncias naturais e
formas modais de vibracdo, conclui-se que esse modelo representa as
caracteristicas dindmicas da estrutura real e pode ser utilizado nas simulacdes
numéricas do caminhar de pessoas. Para tanto, as analises daqui em diante
apenas serao realizadas para o modelo computacional lll.

No capitulo 8, sdo apresentados e discutidos os resultados obtidos a partir
das analises de vibragdo forcada que procuram simular o carregamento

dindmico induzido por seres-humanos durante a caminhada.
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