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Modelagem da Nao-Estacionariedade

Nas dreas mais diversas como na analise de séries temporais, teoria dos
valores extremos e teoria de copulas, assume-se geralmente que as observagoes,
ou ao menos uma transformacdo apropriada delas constituem uma sequéncia
estaciondria de varidveis aleatdrias.

A estacionariedade sempre desempenhou um papel importante no trata-
mento tedrico de séries temporais. Por exemplo, a densidade espectral é
definida para processos estaciondrios e o consagrado modelo auto-regressivo
de média mével (ARMA) é um modelo de séries temporais estaciondrio. Além
disso, o pressuposto de estacionariedade é base para teoria assintética geral,
na qual o aumento da amostra traz mais informagoes do mesmo tipo, o que é
fundamental para a teoria assintética fazer sentido.

Por outro lado muitas séries demonstram um comportamento nao-
estaciondario, e desta formal algumas técnicas simples, como utilizar as
diferencas ou considerar periodos menores e estaciondrios das séries, tem
sido utilizadas para tornar possivel a andlise através dos procedimentos esta-
cionarios.

Se abandonamos a suposicao de estacionariedade, o numero de modelos
possiveis de serem utilizados em séries temporais explodem. Como exemplo,
podemos utilizar modelos ARMA com coeficientes variando no tempo, e ainda
neste caso o comportamento temporal dos coeficientes podem ser estimados de
varias formas diferentes.

Neste contexto, e motivada pela crescente suposicao de instabilidade nas
caracteristicas estocdsticas dos retornos financeiros, assim como pelas con-
sequéncias em se assumir estacionariedade quando essa ndo é uma carac-
teristica razodvel, Mikosch e Starica (2004) (32), Herzel et al (2004) (16),
Starica e Granger (2005) (41), Andreou e Ghysels (2006) (7), utilizamos a
metodologia estendida por Starica e Granger (2005) (41), (inicialmente pro-
posta por Picard (1985) (37) e utilizada com algumas modificagoes em Kluppel-
berg e Mikosch (1996) (23)), cujo objetivo é identificar periodos estaciondrios

em séries globalmente nao-estaciondrias, e aproximé-las por modelos local-
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mente estacionarios.

O método consiste resumidamente em identificar intervalos de homo-
geneidade (estaciondrios), no qual um determinado modelo estacionédrio de-
screve satisfatoriamente os dados. Para inferir sobre esses periodos uti-
lizamos um teste de aderéncia para modelos lineares no dominio espectral,
a luz da dindmica de re-estimacdo de modelos apés deteccao de blocos nao-
estaciondrios, como proposto em Starica e Granger (2005) (41).

Na secao 2.1 fazemos uma breve revisao da literatura, trazendo um pouco
da discussdo que suporta as suspeitas sobre a quebra estrutural de séries
temporais e como a falta de estacionariedade pode ser confundida por efeito de
memoéria longa. Na secdo 2.2 apresentamos a estatistica de teste utilizada na
identificacdo dos periodos homogéneos e por ultimo na se¢io 2.3 apresentamos

a dinamica de identificagdo e delimitacao dos blocos homogéneos.

2.1
Revisao da Literatura

Nos ultimos anos diversos estudos foram conduzidos no sentido de se
analisar as implicacoes de se ignorar mudancas estruturais de séries financeiras,
tanto em questOes mais tedricas da inferéncia estatistica assim como em
termos mais praticos como nas decisoes sobre alocacoes de investimentos.
Na inferéncia estatistica, Diebold (1986) (12), Lamoureux e Lastrapes (1990)
(25), Mikosch e Starica (2004) (32), Hillebrand (2005) (18) mostraram que
ignorar mudangas estruturais em séries temporais financeiras pode resultar
em estimativas espirias dos parametros da volatilidade condicional, podendo
sugerir um efeito GARCH Integrado ou de memoria longa; podendo, como é
mostrado em Andreou e Ghysels (2005) (4) e Mikosch e Starica (2004) (32),
ter implicagoes nos momentos de maior ordem incondicionais, como a curtose
e o indices de cauda, ou mesmo como em Pesaran e Timmermann (2003) (33),
Starica e Granger (2005) (41) e Pesaran et al (2007) (34) afetando inclusive
nas previsoes.

No campo da economia existe uma vasta producao que reporta evidéncias
empiricas de quebras estruturais em mercados financeiros, que afetam o
retorno e a volatilidade de importantes indicadores financeiros, como evidencia
Lamoureux e Lastrapes (1990) (25), Andreou e Ghysels (2006) (5), Horvath et
al (2006) (19); tem implicacoes na alocagao de ativos como investiga Pettenuzzo
e Timmerman (2005) (36), na cauda da distribuigdo e nas medidas de risco
como o Valor em Risco (VaR), e na perda esperada, discutido em Andreou e
Ghysels (2005) (4), assim como nos modelos para risco de crédito e medidas
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de default, abordado em Andreou e Ghysels (2006) (6).

Ja na drea de probabilidade aplicada, estudos exploram a conexao entre
nao-estacionariedade e os modelos de memdria longa, como pode ser visto
em Boes e Salas-La Cruz (1978) (10), Potter (1976) (38), Bhattacharya et al
(1983) (9), Anderson e Turkman (1995) (2) e Teverovsky e Taqqu (1997) (42);
e estd presente (um pouco menos intensamente) na literatura econométrica
como nos estudos de Hidalgo e Robinson (1996) (17) e Lobato e Savin (1996)
(30). Granger e Hyung (1999) (15) e Diebold e Inoue (2000) (13) por exemplo,
investigam em um contexto econométrico a ligacdo entre a memoria longa
detectada e mudancas estruturais, procurando entender esta relacdo através
de simples modelos econométricos com os pardmetros evoluindo no tempo.

Quando o enfoque sdo retornos financeiros, paralelamente & ampla uti-
lizacdo dos modelos condicionais auto-regressivos estaciondrios ja consagra-
dos na literatura; vem aumentando o nimero de estudos com evidéncias
(empiricas) de falta de estacionariedade Hsu et al (1974) (20), em especial no
segundo momento incondicional como discute Mikosch e Starica (2004) (32) e
Starica e Granger (2005) (41).

2.2
Metodologia de Teste

Na literatura encontramos estudos que mostram claras evidéncias de
mudancas nas caracteristicas estocdsticas em séries temporais financeiras
reais, que tornam invidvel a modelagem de longas séries financeiras por
modelos GARCH, sendo essencial atualizar os parametros do modelo ajustado,
indicando assim a necessidade em se ter ferramentas estatisticas para detectar
quando essas atualizacoes devem ser feitas.

O periodograma integrado (e principalmente fungdes dele) vem sendo
utilizado no intuito de se detectar mudancas na distribuicao espectral de
sequéncias estaciondrias. A base para os resultados sdo teoremas do limite
central para os periodogramas integrados com limite no campo gaussiano,
encontrados em Kluppelberg e Mikosch (1996) (23) e Mikosch e Starica (2004)
(32).

Vérios autores vém construindo teorias para o periodograma integrado e
suas modificagdes. Em Kluppelberg e Mikosch (1996) encontramos a prova de
teoremas que fundamentam o teste para deteccdo de mudancas em sequéncias
lineares gerais com o quarto momento finito, o qual demostra ser a condicéo
de momento étima. Starica e Granger (2005) (41) apresentam uma versao
modificada da estatistica sugerida em Kluppelberg e Mikosch (1996), e estende
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a metodologia de forma a tornar dinamico os modelos assumidos por cada
bloco homogéneo. Nesta secdo apresentamos sumariamente a estatistica de
teste utilizada em Starica e Granger (2005) (41), e indicamos uma possivel
extensdo da estatistica de teste construida.

Seja o periodograma integrado

/ Lx()f(y)dy, —m<A<m, (21)

para uma funcao suave f e para o periodograma.

De acordo com Shumway e Stoffer (2000) (40) temos que o periodograma

¢ dado por:
1| ’
Lix(\) == D> me™| | —r<A<7 (2-2)
n
t=1
de uma amostra Xy, , X,, de um processo linear com média p
o0
Xe—p=>Y iZj=0UB)%, teL (2-3)
—00o

com a sequéncia de ruidos (Z;)cz de média zero e varincia finita
var(Zy) = 02 > 0, e B representando o operador de atraso.

Processos do tipo (2-1) tem sido utilizados para detectar mudancas na
funcao de distribuicdo espectral de amostras Xi, - - -, X,,. Estatisticas de teste
baseadas em (2-1) tem uma estrutura que é similar as estatisticas de teste do
tipo Kormogorov-Smirnov. A idéia bésica é re-normalizar o periodograma tal

que:

/ (e )P (2-4)

n
§ Xtefi)\t
t=1

Recordando que periodograma é o estimador da densidade espectral

1
n

Ju(N), e o termo |1(e~™)|? representa a esséncia de fy(\) de um modelo linear

geral, tal que:

£ = (e )P (25)
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torna-se clara as vantagens em se utilizar a forma padronizada do peri-
odograma 2-4, tanto em termos interpretativos como termos assintéticos. Em
termos interpretativos é possivel visualizar facilmente o acesso aos desvios do
espectro empirico comparado ao hipotético; j4 em termos assintéticos pode-
mos ver que a distribuicdo desse termo independente da densidade espectral,
ou seja, o caso nao normalizado do periodograma estaria amarrado as possiveis

hipéteses nulas.

2.2.1
Estatistica de Teste Classica

A estatistica para testar se a sequéncia X de tamanho n ¢é de fato gerada
por um processo linear M, ,2 ;, (modelo de média p, variancia o? e densidade
espectral f,) é construida sob um cardter de teste de aderéncia, tomando a

forma':

B(n, X, My 424,) = sup

A€[0,m]

[(p-2) s e

Tal que 62 é calculado como sendo:

f2 " Inx(2) p )
S e (27)

A distribuigao da estatistica de teste foi obtida através de simulagao e
disponibilizada em Kluppelberg e Mikosch (1996) (23), sendo esta invariante
aos processos geradores, dentro das classe dos modelos lineares. Os valores

criticos para a estatistica de teste sdo dados na tabela 2.1.

Tabela 2.1: Valores criticos da estatistica de teste.
5% | 10% | 95% | 99%
1.29 | 1.38 | 2.91 | 3.48

2.2.2
Estatistica de Teste Robusta
Uma tentativa de se estender a estatistica de teste de forma a induzir um
cardter robusto foi desenvolvida, substituindo-se o desvio padrao utilizado (o),
LA estatistica apresentada aqui é uma modificacdo da sugerida por Starica e Granger

(2005) (41), substituindo-se o periodograma por ele considerado pelo sugerido em Shumway
e Stoffer (2000) (40)
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pelo MAD (desvio absoluto mediano), uma alternativa robusta para estimar a
variabilidade dos dados.

Obviamente a distribuicdo assintética desta estatistica de teste robusta,
¢ diferente da estatistica de teste classica inicialmente apresentada. A dis-
tribuicdo foi obtida por simulacao e os valores criticos para a estatistica de
teste robusta sao apresentados na tabela 2.2.

Tabela 2.2: Valores criticos da estatistica de teste robusta.
5% | 10% | 95% | 99%
099 | 1.31 | 3.28 | 3.71

Podemos observar que a distribuicao da estatistica de teste robusta
é levemente mais assimétrica a direita, resultando em valores criticos mais
elevados.

Essa extensao robusta, sugerida para a estatistica de teste, tem neste
primeiro momento um intuito muito mais exploratério que inovador, uma
vez que a preocupacado aqui ndo é de estudar as propriedades nem verificar
os pressupostos dessa nova estatistica, e sim, comparar o desempenho da
estatistica proposta originalmente em diferentes cendrios (capitulo 3) onde

podem ser encontrados outliers, por exemplo.

2.3
Identificacao dos Intervalos de Homogeneidade

A identificacdo dos intervalos de homogeneidade ao longo da série é
efetuada através de testes de aderéncia para modelos lineares no dominio
espectral utilizando as estatisticas apresentadas na secdo 2.2. O objetivo é
testar se em um intervalo os pardmetros do processo gerador dos dados nao
variam muito quando comparados aos parametros do modelo aproximado
tomado como hipdtese nula.

Basicamente a metodologia consiste em deixar os parametros (e conse-
quentemente a média e variancia) evoluirem temporalmente de acordo com
uma funcao step, onde eles sdo constantes dentro do intervalo de homogenei-
dade (estaciondrio), e significativamente diferentes entre consecutivos inter-
valos de homogeneidade; assumindo desta forma, que as caracteristicas es-
tocasticas do processo gerador de X; evoluem no tempo como um resultado de
mudancas continuas no mercado financeiro.

Considerando, por exemplo, que X; é gerado por um ARMA(p,q) com

parametros que sao fungoes do tempo teriamos:
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cb(t, B)[Xt - /,Lt] = @(t7 .B)Zt7 Zt = O€¢

Onde ¢; é i.i.d. com média zero e varidncia 1 e B é o operador de atraso.
Nossa metodologia consiste em aproximar as fungoes ®(t, B), O(t, B), u; e oy
por funcoes step, constantes dentro do intervalo de homogeneidade definido.

Os intervalos de homogeneidade sdo construidos monitorando-se mu-
dancas na funcéo de distribuicao espectral de X;. Inicialmente comegamos com
um periodo/bloco estaciondrio Xy, Xm,,,, ..., Xm, descrito por M, 25, e
verificamos se as p proximas observacoes Xy, ,; - - - ; Xm,,, também pertencem
a este intervalo de homogeneidade, testando a hipdtese de o modelo linear
M, 52,1, também se ajustar bem aos dados Xp,,, ., -, Xm,,,, sub-amostra
tamanho s que contém os p novos dados.

Com isso a inclus@o no teste de apenas (s — p) observacoes provenientes
do bloco anterior (estaciondrio) é feita para que durante toda a varredura o
teste nao seja afetado pelo tamanho dos blocos antecessores (estacionarios)
de modelo M, 52 s, penalizando assim com o mesmo rigor as préximas p
observagoes. O tamanho s é mantido constante durante toda a varredura da
série.

Neste teste a hipétese nula é que a sequéncia Xy, ..., Xppy,, €
estacionéria com modelo linear também descrito por M, ;2 1, . Se 0 valor obtido
pela estatistica de teste encontra-se dentro do intervalo de confianca dado pela

sua distribuicdo assintodtica, entdo o intervalo de homogeneidade é estendido

de forma a incluir as observagoes X,,.,,, ..., Xm, ,; caso contrario um novo
intervalo de homogeneidade ¢ iniciado pelo bloco Xy, ., ..., Xi,.,, 0 modelo

que descreve este novo bloco é re-estimado e o procedimento de construcao dos

intervalos de homogeneidade é reiterado.
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