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3
Filtro de Kalman

3.1
Os Trés Enfoques: Predicao, Filtragem e Suavizacao

Uma representacdo em espaco de estado de umaesdperal € motivada

por dois objetivos principais, quais sejam:

» dado um instanté, estimar e/ou prevar, com base na-algebra
{,=20(Y,,Y,,...Y,), sendo jO{12...n}, e depois interpretar os

resultados obtidos;

s uma vez previstar, , prevery,.

Dessa forma, teriamos que primeiramente estimar @ievera, para que
pudéssemos atingir os dois objetivos. A dependeUdalgebra {; abordada,

temos entéo trés questdes a serem consideradas:

* set>j, temos entdo uma operagaopdedicdoou previsdode a, ;
* set =], temos entdo uma operacaofilteagem ou atualizacdode
a,;

* set <], temos entdo uma operacaostvizacaoou interpolacéo

dea,.

Nas proximas secOes, serdo apresentadas as equagdesivas que
determinam o filtro de Kalman para os trés tipooperacao enunciados acima.
Para tanto, faz-se necessario antecipadamenteslestatmos a seguinte notacao

dada por:
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* &, =E@/{);

* Ry =H(a -a,)@ -a,)];

S A Fq

* R=Rig

* U EY-EM/{) =Y -Za -d;

° Ft EV(Ut/Zt—l)zztRZtl-'-Ht;

nas quais:

- &,; € um vetor aleatorio definido como a esperancaicamal dada umaU -
algebra{; no contexto de normalidade ou, em caso de umaseptacdo em
espacgo de estado mais amplo, como o estimador latieao dea,com base em

Y., Y,,....Y; ou a projecao ortogonal do vetor de estadosobre o conjunto de

todas as combinagbes lineares das coordenadad,\d&gY(',....Y;" . Comq o
intuito de facilitar a notacdo, ser4 admitida aagab E(./.) em ambos os casos,

sem perda de interpretacdo, uma vez que os dtasngatos sdo muito similares
em termos algébricos;

- B,, representa a matriz de erros médios quadrati@@mdicionais associados
as projecdes de,,; . Especificamente no contexto de normaliddgg, representa
também a matriz variancia-covariancia condiciorslad dada umad-algebra
g

- a, e B representam, respectivamente, nota¢des simplfecpdraa,,,_, e P,,_;,
definidos acima onde=t — 1 em ambos 0sS casos.

- U, é denominado deetor de inovacdoque éo conteudo informacional dg
que nao esta presente efp,. v, possui média incondicional nula e variancia

condicional dada porF,. Além disso, temos quey,,u,,...U, S0 nao

n


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0713590/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0713590/CA

Filtro de Kalman 22

correlacionados. Num contexto especifico de nodudk, v, possui também
variancia incondicional dada pd¥, uma vez quey, e (Y,,Y,',...,Y; ')’ sd@o nao
correlacionados para todq D{lz,...,t—]} ou, como nesse caso especifico,
independentes. Ainda num ambiente Gaussiano, teyoesuv,,v,,...,U, S&ao0

independentes.

3.1.1

Filtro de Kalman: Previsdo e Atualizacao

Uma vez que o modelo de interesse esta represeatadam formato de
espaco de estado linear, podemos aplicar o filedkdlman, um conjunto de
equagOes recursivas utilizado, em especial, patabedscer algoritmos de
previsdo, atualizacéo e suavizacao.

Os seguintes conjuntos de equacdes constitueniro dié Kalman ou as
recursdes de Kalman para previsao (ou predicath)adizacédo (ou filtragem) para

um dadot D{lZ,...,n}, seguindo a notacao ja explicitada na secdo anteri

Ay =Ty, +C

. ¢Filtro deKalman:equacdesle predi¢ao (3.1
Ra=TR:T+RQR }

a‘[/t = at + thl Ft_Ut

o }Filtro deKalman:equacfesleatualizac® (3.2)
Ri=R-RZ'F ZR

ondeF, é qualquer inversa generalizadakje

Séo pertinentes as seguintes observacdes acereauagdes do filtro de

Kalman enunciadas acima:

® Para maiores detalhes acerca da deducéo dodtkalman para previséo, atualizagdo e
suavizacgdo sob o contexto de normalidade, videdyad989, 1993) e Durbin e Koopman (2001).
Sob o contexto de estimadores lineares étimosppio lado, conferir Brockwell e Davis (2002) e
Shumway e Stoffer (2006) para uma leitura maisfapaada.
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1. As equacglOes do filtro de Kalman para previsao aliaacdo sao validas
num contexto geral, seja num ambiente Gaussianonas amplo. A

diferenca é que,,;, ondej =t — 1,t, consiste de esperanga condicional
dada umagd-algebrad; quando no ambiente de normalidade pleno e, em
caso contrario, é visto como o estimador lineanotde a, com base em
Y,,Y,,....Y;, cOmo mencionado na seg¢ao anterior.

2. As recursdes de Kalman produzem estimadores otinmosentido de que
sdo nao tendenciosos e minimizam a matriz de enédios quadraticos

incondicional associada a estimagéoade Quando o contexto Gaussiano

se aplica, temos que as recursdes de Kalman seé&madem esperancas
condicionais e, portanto, emestimadores oOtimos globais Em
contrapartida, as mesmas recursdes constituem-sstenadores lineares
otimos isto €, uma vez que restringimos nossa analsestanadores que
sdo combinagdes lineares das observacoes, tends qud as recursoes
de Kalman nos fornecem os estimadores linearesnjuienizam a matriz
de erros medios quadraticos incondicionais.

3. As equacdes de predicdo e atualizacao se intercoamnno sentido de
que os resultados adquiridos na equacgéo de presiigénecessarios para a
obtencdo dos resultados dados pela equacao deatéal e vice-versa.
Nesse sentido, € possivel gerar um filtro de Kalmairs sintético, através
do processo de substituicdo das equacdes de agfainas de previsao.
Esse processo origir@filtro de Kalman “2 em 1", dado pelas seguintes

equacgoes:

2 =Ta +o +Ky,

. }Filtro deKalman"2em" (3.3)
Ra=TRL*RQR

nas quaisK, =T,RZ,'F~ e L, =T, - K,Z,. Importante mencionar que a
nomenclatura “2 em 1” ndo é necessariamente addtadelmente na

literatura.
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4. A necessidade de se utilizar inversas generalizadss F, surge nos
casos em qud~, ndo é invertivel, nos casos em que ao menos usa da
coordenadas univariadas d& € combinacgdo linear perfeita das outras
coordenadas univariadas & e/ou & combinacdo linear perfeita das
coordenadas dev,,Y,,...,Y,,. Embora possamos evitar esses casos

singulares ao eliminar tais observacdes redundanteso de inversas
generalizadas, quaisquer que elas sejam, ndo wiopopriedade de

unicidade das recursdes de Kalman.

3.1.2

Filtro de Kalman: Suavizacéo

Nesta secdo, sdo apresentadas as recursdes denKadmeontexto de
suavizacgao, nas quais sédo consideradas todasoaagbes disponiveis para a
estimacdo do vetor de estado, inclusive as infobempaseadas em instantes de
tempo posteriores ao de andlise.

A operagao de suavizagao, usualmente, pode selidiivem trés enfoques,
a saber: ponto fixo, defasagem fixa e intervalo.fi® estudo dos dois primeiros,
em virtude de ndo corresponder ao escopo destartdicdo, ndo serdo aqui
examinados [vide Harvey (1989) e Anderson e Mob®&9) para um estudo mais
aprofundado desses dois procedimentos].

O enfoque de interesse para esta dissertac@nfoque do intervalo fixe-
consiste de equacdes recursivas dentro de um ¢ortagkward no sentido de
que as recursfes “andam de tras para frente”, pentto desde observacgdes
posteriores ao instante de tempo de analise aigtanie de tempo mais remoto.

Antes de apresentarmos as recursdes correspondemtasavizador de
Kalman sob o enfoque do intervalo fixo, € pertinente nrar que ha duas
formulacfes para o suavizador de Kalman que possliferencas consideraveis
guanto a eficacia computacional, embora sejam nateamente equivalentes
(com efeito, visto que tanto sob o contexto de resga condicional quanto sob o
contexto de estimadores lineares Otimos, a progdiedda unicidade do

suavizador de Kalman se mantém valida).
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Além disso, devemos inserir uma notacao adicioredtabelecida na secao

3.1. Para o que segug, =a,,, eV, =P, , ondea,, e P,, sdo definidos como

na secao 3.1., copEn.

Posto isso, seguem abaixo as equacdes recursieaslefinem as duas
formulacdes para o suavizador de Kalman [cf. Harid®89, 1993) e Durbin e
Koopman (2001)] sob o enfoque do intervalo fixosuavizador de Kalman
tradicional (SKT) e o suavizador de Kalman de de Jong (SK&m alusdo ao
artigo atribuido a de Jong (1989), onde essa fagawl € discutida de forma mais
abrangente e aprofundada:

é’t =a, t A\ (dﬁl - at+1)
Vt = Pt/t - A\(Ptﬂ _Vt+1)'6\I

o SuavizadodeKalmanTradiciond (3.4)
A =R T 'Ra
t=n-1n-2,..21
a,=a +Rr,
r.t—l = Zt I Ft_Ut + Lt Irt
V, =R -PN_P, Suavizadode KalmandedeJong (3.5)
Nt—l = ZtlFt_Zt + Ltht Lt
t=nn-1..21

com as condi¢des iniciais dadas pgr= eON, = 0. Ademais, F, e P,
correspondem a quaisquer inversas generalizadas Fdee de R,
respectivamente, le € definido igualmente como no filtro de Kalmané 1”
[vide equacéo (3.3)].

S&o0 pertinentes as seguintes observacOes acercaeqies;0es que

constituem os suavizadores de Kalman enunciado®saci

1. A nomenclatura utilizada para classificar as duasn@ilagbes para o
suavizador de Kalman n&o corresponde necessariem@éntdotada
formalmente na literatura. Entretanto, esta nonanE serd

eventualmente utilizada ao longo desta dissertacao.
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2. As observacOes de numeros 1, 2 e 4 pertinentequag@es do filtro de
Kalman para previsdo e atualizacdo permanecemagdiob o contexto de
suavizagao.

3. Fica patente que as equacgOes do filtro de Kalménosocontextos de

previsdo e atualizacdo, incluindo o filtro de Kam& em 17, sao

fundamentais para o calculo das equagfes de sgawizem especiad,,

P, v, e K para o calculo do SKJ &, R, a, e R, para o calculo do

SKT.

4. O SKJ apresenta vantagens consideraveis em reta;@KT, tanto do
ponto de vista teérico quanto ao que tange a afi@mécomputacional.
Uma vantagem teorica diz respeito ao fato de jaemhawma teoria bem
desenvolvida para a inicializacdo do SKJ, um paidticado na teoria
acerca do filtro de Kalman que sera visto em seg@sseriores desta
dissertagdo. Por outro lado, SKJ apresenta vargagempetitivas em
relacdo ao SKT no que diz respeito a implementagé&wputacional, quais
sejam:

* 0 SKT exige um numero maior de multiplicacfes epleracdes de

inversdo matricial (com efeito, sdo necessanas 1 inversdes

matriciais de P além das inversdes matriciais utilizadas no

T+
calculo do filtro de Kalman). Dependendo do tamadhomatriz
P.., 0 ganho computacional ao implementar o SKJ pagle s
mostrar consideravel, em especial em linguagenss“ati@as”;

e« Como mencionado na observacdo 3, o SKT exige o

armazenamento de,, R, a, e R,, onde usualmente,, e R,

possuem dimensdes maiores do gque F,”, o que confere maior
necessidade de memodria para 0 armazenamento dasirps
guantidades;

* As saidasr,, N,, K, e L, obtidas via a implementagéo do SKJ,
podem desempenhar papel importante na andliseagmdditicos
do modelo de estudo em espaco de estado, alémmdgtaivem-se

em quantidades necessarias ao célcula,deV,.
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5. No que concerne a minimizacdo de erros médios gtiens, o estimador
a, é mais preciso que,,, 0 qual, por sua vez, &€ mais preciso queuma
vez queV, <R, <P. Isso confirma a intuicdo de que mais precisa aera
estimacdo quanto maior for o conjunto de informacgdidizado ou, em
termos mais técnicos, mais ampla fogadlgebrad; a qual o estimador

estd submetido. Para uma demonstracdo dessa paxj®wjever Pizzinga
(2004), secéo 3.5, pagina 28.

3.2

Inicializacédo do Filtro de Kalman

Para que as recursdes de Kalman apresentadas;ias aateriores possam
ser implementadas, é necessario que o vetor dgoesiiaial a, seja definido de
uma forma adequada no que diz respeito aos seugmasde 12 e 22 ordens.

Entretanto,a e B, n&o s&o usualmente conhecidos, uma vez que, tieapra
€ pouco provavel que todas as coordenadas dodetstado sejam estacionarias.
Sendo assim, torna-se necessaria uma abordagemateiara lidar com o
problema deénicializag&o do filtro de Kalmanisto é, a definicéo de, e P,

Em Durbin e Koopman (2001), umodelo gerak proposto para o vetor de

estadoa,, dado por:

a,=a+Ad+ Ry, (3.6)
5~ OA,) (3.7)
o~ (0,Q,) (3.8)

no quala é vetorm x 1 de constantes) é vetorqg x 1 nao-observavel cuja
distribui¢cdo esta definida em (3.7), bem co®@ovd,n,) = E(,") = . Me R,

séo matrizes tais qué=[col | ...col I ] e R, =[col;I..col

e l.,] sendo que

I, # J,,0k#l, o que resulta e R, = ,(ha qual O representa um vetor nulo de

dimensaaq x (m-g). Finalmente, supfe-se q@¥ € uma matriz positiva definida
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e as coordenadas do vetar correspondentes as coordenadas nao-nulasdde
séo nulas.

Dessa forma, podemos desmembrar em dois blocos diferentes: um
correspondente asoordenadas néo-estacionariade a, presentes emAd e
outro correspondente @&®ordenadas estacionariade a,, presentes enRyy, .

Cumpre notar que é no contexto déo-estacionariedadeque encontramos
dificuldades para estabelecer médias e varianciesndicionais. Quandaz,
consiste de um processo estocastico estaciop@memos facilmente obtex, e
P, via a equagdo do estado, tendo apenas que, elveamte, estimar algum
parametro desconhecido.

Dispondo do modelo geral como estabelecido acinmaemos entdo
manuseark de forma que a variancia d& assuma unvalor arbitrariamente
grande a fim de refletir a total ignorancia a respeitas dcondicdes iniciais

referentes as coordenadas néo-estacionarias.de

Desse modoiemos entdo um problema ohecializacao difusa do filtro de
Kalman, uma vez que ao menos uma das coordenadas daleetdstado inicial é
tratada de forma difusa, ou seja, com a variangauraindo um valor
arbitrariamente grande.

Tendo em vista a solugcdo deste problenp@demos adotar dois
procedimentos de diferentes complexidades tanfmodto de vista tedrico quanto
do computacional, quais sejam:

- estabelecer um valor arbitrariamente grande, otagsamente, ndo infinito
para x, como algo entrd0®> e10’, por exemplo. Nesse caso, temos um
problema denicializacéo difusa aproximada

- manuseark de forma que ele tenda a infinito. Nesse casopsem

problema denicializacéo difusa exata

3.2.1
Inicializagao Difusa Aproximada

Como ja mencionado anteriormente, trata-se de whega& aproximada

para o problema de inicializacdo do filtro de Katmande se arbitra um valor
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suficientemente alto pare[vide Harvey e Phillips (1979) e Harvey (1989) para
maiores detalhes].

Entre as vantagens que esse procedimento possgoeiparacdo ao de
inicializacdo de forma exata, citam-se: trata-seim@ solucéo pratica e facil de
ser implementada; e ndo esta estruturado dentrndeontexto tedrico, o que
demanda poucos esforgos em termos de pesquisade.est

A opcao por adotar este tipo de procedimentoyposstretanto, alguns
inconvenientes, dentre eles:

- A dificuldade em se estabelecer o instante ohgpoad, a partir do qual as

recursdes de Kalman se estabilizam, ou seja, aguirm carater nao-

difuso. Nesses casos, sdo adotados usualmentalpnectosad hog que

nao possuem sustentacdo teorica quanto a valideska cescolha. Em

modelos univariados, por exemplo, usualmeht®rresponde ao nimero

de coordenadas néo estacionariagrdeconformeHarvey (1989);

- A possibilidade de que as recursfes implemeatada gerem resultados
confiaveis, devido a propagacdo de erros de apapdm ao longo das
recurs6es em decorréncia da propria instabilidadealtipo de processo.

3.2.2

Inicializagao Difusa Exata

Diferentemente do enfoque pratico da inicializaghmximada do filtro de
Kalman, esta metodologia esta bem estruturadaaléetum contexto teorico e
mais académico, fornecendo um procedimento maisvimente quando
comparado ao anterior. A inicializagdo difusa exaf@gsta em uma nova
formulacdo de recursdes para o filtro de Kalmae, spidividem em duas partes:
uma anterior ao instanté, incluindo-o, e outra que tem inicio eth+ 1 e
prossegue até o final da amostra.

O primeiro grupo se caracteriza por um conjunteegersdes que levam em
conta o carater difuso do processo de inicializag&pe o torna bem diferente do

conjunto de recursdes que definem o filtro de Kalmsual, como podemos ver
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na sequéncia, em que sao apresentadas as equagekefmem o filtro de

Kalman sob o contexto de inicializacdo exata. Asirgdes sdo dadas fior

Filtro de Kalman: Inicializacdo Exata

Foi =Z,P,.Z,' Fo = Z,PyZ,'+H,
M, =P,,Z' My, =P,Z'
FO=F.% F@ =-F{FFai
KO =TM, F® K® =TM, F® +T M F® (3.9)
L? =T, -KZ, LY =-KPz,
v =Y, -2,a° -d, a9 =T.a® +Ku® +c,
Poia = TP, L Py = TP, LO+T, P, LO+RQR’

nas quais
a® =a
P, = AA (3.10)
Py = RQRy

Segundo Koopman (1997)R,, se anula num determinado instante
implicando assim a anulagao d&,,; e F,,; paraj = 1, 2,... O momento
imediatamente anterior ao qu&, se anula € conhecido na literatura comno

Assim, a partir ded + 1, o filtro de Kalman inicial exato converte-eem
conjunto de recursdes coincidentes com o filtré&Kdienan “2 em 1” j& conhecido,
no qualR, =P, e a =a'” para os instantes posteriored. dessa forma, pode-se
extrair o instante de estabilizac@oa partir da implementacéo do filtro de
Kalman, o que confere uma vantagem significativacemparacao a inicializacéo

por aproximacao.

® Aqui, mencionamos as recursdes quarfdg, >0 nos instantes difusos. Nos casos

especificos em qud-,, =0 em pelo menos um destes instantes, as equacoas ead (3.9)

sofrem algumas modificagbes. Como ndo ha nestaertigfo nenhuma modelagem que se
enquadre neste caso especifico, optou-se por néciané-las. O mesmo argumento subsiste no
contexto de suavizacdo. Detalhes sobre este catmompser encontrados em Koopman e Durbin
(2003).
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De forma analoga, o carater eventual de difusinléddo vetor de estado
também provoca alteragfes significativas nas réesrdo suavizador de Kalman
de de Jong (SKJ). Abaixo, sdo apresentadas as recursdes ntexto de

inicializacdo exata, dadas por:

Suavizador de Kalman: Inicializacdo Exata

@ =100

19 =7, FOp© + OO 4+ O ©

NG =L NOLE

N =Z'FPZ +LO'NOLO + L' NOLO +LO'NOLY (3.11)
Nt(—zl) =z Ft(2) Z + Lgo) ' Nt(Z) Lt(O) + LEO) ' Nt(l) Lgl) + Lgl) ' Nt(O) Lgl) + Lgl)' Nt(l) Lgo)

a, = at(O) +Py rt(—ol) +P. rt(—ll)

Vi = PElt - PElt Nt(9l) PDI - PElt Nt(})lpc»,t - Poo,t Nt(f)lpljt - Poo,t Nt(—zl) Poo,t

onde

rd(o) =ry

W —

ry’ =0

¢ (3.12)
Ng” = Ng

NP =NP =0

Segundo a abordagem teodrica do suavizador de Kahoraya-se necessario
implementar estas recursfes somente no periodoreentgido entre o instante
e o0 instante 1. Para os instantes de tempo renenriesc as recursfes do
suavizador no contexto de inicializacdo exata ¢dem plenamente com o0s
apresentados para o SKJ anteriormente em (3.5 Rar estudo mais
aprofundado acerca do FKIE e do SKIE, conferir Koap (1997), Durbin e
Koopman (2001), capitulo 5 e Koopman e Durbin (2003

Dentre outros atrativos proporcionados na adocadnidelizacdo exata
para o filtro de Kalman, destacam-se:

- Por se tratar de uma solucdo exata, baseadaremmetodologia bem
estruturada, ndo proporciona erro de aproximagaamegspecial, a sua

propagacéao ao longo da implementacéo;
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- Promove a constituicdo apropriada de recurs@ea p suavizador de
Kalman, bem a construgéo de fungbes de verossingi#hexataspara a
estimagdo de parametros desconhecidos no contextaodmalidade,
inclusive no periodo anterior ao instadtencluindo-o. Isso sera mostrado

na secéo 3.4.

3.3

Imposicao de Restricdes ao Filtro de Kalman

Em determinadas situagdes, justifica-se a exeadgdiitro de Kalman com
0 vetor de estado obedecendo a determinadas destrigym exemplo pode ser
encontrado na implementacgédo do filtro de Kalmaitagh a anélise de estilo sob
0s contextos semi-forte e forte, os quais apresengatricdes de carteira e/ou de
assumir posicao vendida em qualquer das classaetvibs (vide capitulo 4 para
maiores detalhes).

Uma vez que o enfoque desta disserta@@mestéd centrado na aplicacéo de
analise de estilo forte, o que pressupfe o estabwdato de restricbendo-
lineares abordaremos tdo somente duas metodologias iradigaara imposicao
de restricbedineares de igualdadeao filtro de Kalman: diltro de Kalman
restrito aumentadce ofiltro de Kalman restrito reduzidoEssas metodologias se
aplicam mais a andlise de estilo semi-forte, qué lsegamente empregada nesta
dissertacao.

Para o que segue, devemos considerar a hipOtegeede vetor de estado
a, satisfaz restricdes lineares dadas por

Aa, =q, )1

nas quaisA é matrizk x m deterministica e conhecida ¢ é vetork x 1

observavel e possivelmente aleatorio.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0713590/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0713590/CA

Filtro de Kalman 33

Além disso, as seguintes observacdes mostram-sSegudes:

» Restrigbes afins do tip@a, +b, =q,, ondeb, assume um carater
exdgeno, podem também ser implementadas, bastamiceja
redefinido o vetom, parag’, ondeg’ =g, -b,.

* O numero de restricbes podem ser variantes no teNggse caso
especifico, sugere-se, para um dado instante dpotémzerar
apropriadamente as linhas dg& e de g, a fim de evidenciar
corretamente as reais restricdes do modelo. Unra dotma de
lidar adequadamente com esta questdo seria tratar g, com
dimensbe, variantes no tempo.

* Nos casos em quie>m (i.e. 0 numero de restricbesraior que o
namero de coordenadas do vetor de estado) outasloeA séo

linearmente dependentesvidencia-se a presenca de restricoes
redundantes, as quais podem ser eliminadas paraseu#e a
correta implementacao do filtro de Kalman sob ig3s.

331
Filtro de Kalman Restrito Aumentado

A metodologia ddiltro de Kalman restrito aumentad¢daqui por diante,
filtro aumentadg caracteriza-se por expandir a equacéo das olgfavg@ara que
sejam incorporadas as restricdes dadas na féyma- g, , apresentada em (3.13).

Nesse sentido, basta que substituamos na equagsabskervacdes original
apresentada em (2.1) as seguintes variavéispor Y’=(Y,',q")', Z, por
Z7'=(z,' A", d, pord’=(d,'0) e & por & =(g'0), 0 que resulta, por sua

vez, na substituicdo ded, por H/~'=diag(H,'0)', onde asmatrizes nulas

correspondentes ad.’, & e H possuem, respectivamente, dimensdes

equivalentes a 1 X, 1 x k e k x k. Mantendo a equacédo do estado original
inalterada, como em (2.2), aplicamos entdo o fitteo Kalman usual sob os

enfoques de atualizacdo e suavizagao.
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Como o filtro aumentado apresenta notaveis desyansaem comparacao a
metodologia do filtro de Kalman restrito reduzidoserem discutidas na proxima
secdo, optamos pardo utilizi-la nesta dissertacao, justificando assimpoaca
énfase dada a mesma nesta secdo. Para maioreBesletalerca do filtro

aumentado, incluindo algumas provas técnicas, Ridenga (2008).

3.3.2

Filtro de Kalman Restrito Reduzido

Uma alternativa mais atraente a incorporacdo deig@&ss ao filtro de
Kalman se encontra na metodologiafittoo de Kalman restrito reduzidddaqui
por diante filtro reduzido), o qual consiste basicamente em “reescrever agum
coordenadas do vetor de estado em funcdo de oufths’Marques, 2009),
resultando naeducdo do tamanho do vetor de estado e, por conseguiate,
reducdoda dimenséo da equacdo do estado, dai 0 seu @msultado assim
obtido é entdo substituido na equacéo das obs@wvagiinal que, apos algumas
manipulacdes algébricas e redefinicbes de matraegjire uma nova expressao,
mais sintética, a qual sera utilizada na aplicalg@filtro de Kalman usual para a
obtencéo das estimacdes desejadas das coordepadggsmdde estado.

O algoritmo a seguir exibe 0 passo-a-passo queggesr para construirmos
o modelo reduzido. Antes, porém, devemos considerhipotese adicional e
crucial de quey, € ¢, - mensuravel, ou seja, € funcéo afim d€Y,",Y,",....Y,")".

Cumpre mencionar que, neste algoritmo, foram sugasnos vetoresl, e

c,, tendo em vista facilitar a notagdo. Estes ternedretanto, podem ser

perfeitamente incluidos, uma vez que a modelagesassde dessa intervencao.
Ademais, o algoritmo é essencialmente 0 mesmodajpfesentado em Marques
(2009) e Pizzinga (2008), embora com uma notadacedite.

Posto isso, segue abaixo o algoritmo, estruturadsaguintes etapas:

Sejat um instante de tempo arbitrario.
1. Reescreva a restricao linear dada em (3.13), aeafarincorporar o vetor

de estado particionado, sendo a ma#iz de dimensa& x k e invertivel:
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Ay, + A0y =G (3.14)

2. Resolva a equagéo (3.14) parga, obtendo a seguinte expressao:

ay, = A]:tht - A]:tlAZ,taz,t (3.15)

3. Substitua, na equacéo das observacfes originalashadad.l), a expressao

de a;, deduzida na equacao anterior:

Yy =20y + 2,05, +E

Y, = Zy (AL G — A Ao, @) + 2,05, + &,

Y, = Z A — Z A A O + 2,05, 6 (3.16)
YUY, - Zy AL = (2o — Zy A A )05, £,

YO =250, te

4. Proponha uma equacéo do estado parade tal forma a preservar um

modelo em espa¢co de estado linear e obtenha onseguiodelo em
espaco de estado lineaduzida

thzzzm,taz,t +&, & ~(0OH,)
Aopy = T0400 ¥Ry M50 ~ (0,Qy,) (3.17)

Ay ~(8,1,P,;)

5. Para o modelo definido em (3.17), aplique o fileoKalman usual sob os

contextos de atualizagcdo e suavizacdo (i.e. nosscaem quet< j),

obtendo assina,,; .

6. De posse do resultado obtido no passo 5, calgylepara todot < j :

Ay = A]:tht - A]:tlAZ,taZ,t/ i (3.18)

Pl,t/j = (A]:tlAQ,t)PZ,t/j (A]:tlAQt)l (3.19)
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O filtro reduzido possui algumas vantagens con8idgs em relacdo ao
filtro aumentado, dentre as quais citamos:

* Pelo fato de a especificacdo da equacédo do estade dar no 4°
passo do algoritmo, apds o processo de reducaa-sviincorrer
em quaisquer riscos de inconsisténcia matematieapqaeriam
ocorrer em caso contrario. Nesse sentido, denotarseevidente
vantagem metodoldgica do filtro reduzido em cortfivonom o
filtro aumentado.

* Ao longo do processo de modelagem, podem-se cdafron
diversos modelos concorrentes mediante o0s critéraes
informacé&o, como AIC e BIC, entre outros. Temosientma vez
mais, uma vantagem metodologica do filtro reduzido.

« Em termos operacionais, tem-se uma notoria vantagerfiltro
reduzido, no sentido de que este produz redacdoda dimensao
da equacdo do estadoenquanto que o filtro aumentado
proporciona umaampliacdo da dimensdo da equacdo das

medidas

Para maiores informacfes sobre o processo de igfuosle restricoes
lineares em modelos em espaco de estado lineaeRizzinga (2008).

3.4

Estimacdo de Parametros por (  Quasi) Méxima Verossimilhanca

As matrizes do sistema, a sal&r, d,, T,, ¢, R, H, e Q, , constituem

papel essencial na implementacgéo do filtro de Kalrkgsas matrizes seguem em
geral um processo deterministico e conhecido agolalo tempo, eventualmente
(ou quase sempre) possuindo parametros desconbeaidgerem estimados,
usualmente viaguas) maxima verossimilhanca

Por outro lado, para que estes parametros possaests@mados por este
método, torna-se imprescindivel a construcdo dacédmn de quas)

verossimilhanca, a qual leva em conta as recurddedtro de Kalman na sua
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formulacdo. Nesse sentido, depreende-se que aagsindo vetor de estado, bem
como dos parametros desconhecidos, sesiddgtaneamente

A construcdo da funcdo deguas) verossimilhanca requer a informacao
antecipada de qual metodologia de inicializacadiltto pretende-se empregar
(inicializacado néo-difusa, inicializacdo difusa @@mada ou inicializacao difusa
exata), para os quais corresponde uma funcaogdas) verossimilhanca
diferente, apropriada a cada caso, 0 que serapgsteriormente.

Para as proximas secodes, referentes a estimacadgpas) maxima
verossimilhanca, sera admitida a hipotese dos ros@gh espaco de estado serem

Gaussianos. Denote par o vetor de todos os parametros desconhecidos,

distribuidos ao longo de todas as matrizes dons&te seu correspondente espaco
paramétrico poo.

A partir de uma série temporal observagay,,...,y, € avaliada emy ,

temos que a funcao de verossimilhanca, em ternragsgé dada por:

L@) = p(Y1s Y25e-sYn) = p(Yl)lJ P(Y:/{1) =|] P(Y:/{i-1) (3.20)

na qual¢, ={0,9}.

O estimador de maxima verossimilhangpor sua vez, consiste em avaliar

0 ¢ que maximize essa funcdo. Assim, defininfosla seguinte forma:

¢ =argmaxL(¢) = argmaxiogL(y) (3.21)
e

i)

Como usualmente as funcdes de log-verossimilhaiggsuco trataveis e
nao-lineares, meéetodos numéricos, como o0s do tp@si Newton sao
imprescindiveis no processo de maximizacdo. Nees#ds, apresentamos o

seguinte algoritmo, que pode ser de grande valgrowesso de otimizagao:

1. Estabeleca um valor inicial arbitrario, mas apragoi paray ,

digamosy © .
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2. A partir das matrizes do sistema construidas cose eany ©,
implemente o filtro de Kalman apropriado para aadelogia de
estimacado por maxima verossimilhanca empregadafi{ire de
Kalman inicial exato para funcéo de verossimilhashfasa exata,
etc).

3. Com as “saidas” obtidas da implementacédo do fdzd<alman,
avalie a funcéo de log-verossimilhanca ¢ift .

4. Com o otimizador de escolha, realize uma iteracédm c
logL(¢@@) e, desse modo, obtenpe .

5. Utilize critérios de convergéncipara avaliar a proximidade entre
w® e w®. Caso ndo seja atingida a proximidade desejada,
repetir todo o algoritmo, sendg® o novo valor inicial para

desencadear o algoritmo.

Para modelos lineares ndo-Gaussianos, pode-sertantilzar as funcdes
de verossimilhangca que aqui serdo apresentadasegimehto das exatas, as
quais se caracterizam por serem muito dificeisedens obtidas.

Neste contexto especifico, as funcbes de vero$singh sdo usadas na
qualidade defuncdes de quasi verossimilhanc&, de forma similar, os
estimadores de maxima verossimilhanca sdo denopsrastimadores de quasi
méaxima verossimilhancaNo entanto, deve-se atentar para os cuidadomadis

requeridos no tocante a inferéncia estatisticer de

3.4.1
Estimacdo por Maxima Verossimilhanca Nao-Difusa

Nos casos especificos em gn@o se verifica a presenca de elementos

difusos ema,, a fungdo de verossimilhanga, conhecida nesteextmnicomo

verossimilhanca decomposta pelo erro de predijg@dada em logaritmo por:

logL(y) = —%Iog(Zn) —%Zn:[log| F|+u'F o, ] OwOe (3.22)

t=1
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naqualy, =u,(¢) eF, =F ).

Uma vez estabelecida a funcéo de log-verossimithaoccontexto de nao-
difusibilidade, pode-se implementar o algoritmo remado na sec¢ao anterior,
empregando as recursdes do filtro de Kalman usoeste caso especifico.

Maiores detalhes acerca desta abordagem tedriestoieacdo, podem ser

obtidas em Harvey (1989) e em Durbin e Koopman 1200

3.4.2

Estimacéo por Maxima Verossimilhanca Difusa

Nos casos em que ao menos uma das coordenadgsedeatada de forma

difusa, o filtro de Kalman demanda um procedimetgdnicializacdo, que pode
se dar de formaproximadaouexatg conforme discutido na secédo 3.2 referente a
inicializac&o do filtro de Kalman.

De forma similar, devem-se construir fungbes de-viegssimilhanga
apropriadas para cada procedimento de inicializa¢ggm se tratando de
inicializacdo aproximada do filtro de Kalman, iggoquanda € pré-fixado em
um valor arbitrariamente grande, adota-se uma eemidicionalde (3.22), onde
sdo suprimidas ag informacdes iniciais que caracterizam o periodasdi do
modelo.

A escolha destd, no entanto, ndo possui qualquer embasamentcdaede
constituindo simplesmente numa escolha arbitrarincao log-verossimilhanca

no contexto de difusibilidade aproximada esta astada da seguinte forma:

Iogcoczw) = —MMQ(ZH) —% Zn:[log| R+ Ft‘lut], OyOoe (3.23)

2 t=d+1

ondeu, =y, () e F =F, ).
Por outro lado, sob o enfoque de inicializacaosdifexata, isto €, quando

manipulamosk de forma que ele tenda a infinito, temos que &d&ande log-


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0713590/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0713590/CA

Filtro de Kalman 40

verossimilhanca dada em (3.22) sofre algumas afiemanos instantes iniciais

correspondentes ao periodo difuso, se apresentnsieguinte fornfa

d n
logL(y) = —%Iog(Zn) —%Zlog|vat| —% Z[Iog|Ft| +Ut'Ft_1Ut], OpO0e  (3.24)
t=1

t=d+1

ondev, =u,(¥), F,, =F,, @) e F, =R ).

Similarmente ao que se da no contexto de inicigdiaalo filtro de Kalman,
0S mesmos itens que configuram uma notéria desyemtano filtro de Kalman
sob inicializagdo aproximada frente ao filtro ddrifan inicial exato reaparecem
no contexto de otimizagéo da funcéo de log-veraisamca.

Assim sendo, sob a abordagebig® k7, a escolha arbitraria d& pode
produzir aumento de viés em amostras finitagf/deom efeito:d pode néo ter
sido escolhido adequadamente, de formaayee P,,, podem n&o se constituir
em boas condic¢des iniciais).

Um agravante adicional a utilizacdo da log-verodsanca difusa
aproximada diz respeito a eliminacdo dasformacdes iniciais que caracterizam
o periodo difuso. Agindo dessa forma, pode-se recam sérias dificuldades na

otimizacdo dey , em especial quando se trata de séries pequenaguando ha

muitos parametros a serem estimados/em

3.5
Diagndsticos e Sele¢cédo de Modelos

Uma andlise de diagndsticos consiste basicamentnalegse grafica e/ou
inferencial dos residuos e pelo poder preditivoramelo ajustado, de forma que
os dados estimados reproduzam relativamente belados.

Quanto a analise de residuos, deve-se verificar ase inovacdes

padronizadas, dadas pot’ E(Ftyz)‘lut, nas quaisF, :(Ftyz)(Ft%) comt =

" Nos casos especificos onde,, =0 nos instantes difusos, a fungdo dada em (3.24)

apresenta algumas modificacdes. Como ndo ha nestartdcdo nenhuma modelagem que se
enquadre neste caso especifico, optou-se por ndcioné-la. Detalhes sobre este caso podem ser
encontrados em Durbin e Koopman (2001), capitulo 7.
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1,...,n, constituem vetores aleatdrios e identicaenaistribuidos, com meédia
constante e aproximadamente nula; homocedasticidadendicional e de
variancia em tordo de 1; auséncia de correlacéial ser possivelmente, com
distribuicdo normal, embora isso ndo seja impreseat.

Nesse sentido, as ferramentas usuais de averigdagsa@siduos consistem
em procedimentos graficos e descritivos, cqutat das inovagbes padronizadas
no tempo, funcdo de autocorrelacdo (FAC) e fungéautocorrelagéo parcial
(FACP), Q-Q plot com base na distribuicdo normattdgrama, média e variancia
amostrais, etc. Além disso, com o intuito de commgletar a andlise gréafica e
descritiva, usualmente sdo implementados testdspidteses de especificacoes,
de forma que sejam checadas o0s pressupostos ertdquésara este caso,
ferramentas usuais consistem em testes de autlag@weserial de Ljung-Box
aplicado sobre as inovacfes padronizadas (e tandmére o quadrado das
inovacOes padronizadas a fim de averiguar o cormapamnto heterocedastico dos
residuos), teste de Anderson-Darling e/ou Jarqua-B&ra averiguar normalidade
dos residuos, entre outros.

Cumpre salientar que mesmo nao havendo evidéneiammalidade nos
residuos, as fungdes de verossimilhanca ainda asfsnutilizadas na qualidade
de fungbes deguasi verossimilhanca e, de forma similar, os estimasiate
maxima verossimilnanca séo utilizados como estimedale quasi maxima
verossimilhanca. No entanto, deve-se atentar paacwdados adicionais
requeridos no tocante a inferéncia estatistica.

Quanto a analise do poder preditivo do modelo ajlesté recomendada a
averiguacao através de calculo de medidas dessjttomo gseudeR? e o Erro

Quadratico Médio (EQM) apresentado na sequéncia:

Pseudo-R* = [COFF(Yt ,\?m-l)]z

1o . (3.25)
EQM =—— > (Y, -Y,,.,)
n-d t=d+1

No tocante a selecdo de modelos, o uso de catdeanformacdo como
AIC e BIC séo usualmente utilizados, bem como derga observados para a
log-verossimilhanca calculada. Conforme Durbin eptaan (2001), os critérios
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de informacdo sob o contexto de espaco de estadenpser expressos da

seguinte forma:

AIC = Z[-2log L(@) + 2(q + w)]
n (3.26)
BIC = %[—ZIog L)+ (q+w)logn]

nos quaisw=dim(@ )e q=dim(Jd), vetores enunciados nas sec¢des anteriores.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0713590/CA




