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Criticas, Alternativas e a Reconstru¢cdo Formal

3.1.
Introducéo

Neste capitulo serdo apresentados alguns pontos importantes na histéria do
declinio das representagbes diagramaticas. Os diagramas que faziam parte da
linguagem mista dos Elementos ndo sdo encontrados nas provas homogéneas
(linguisticas) dos Grundlagen der Geometrie. As razdes que levaram a esta
mudanga sdo complexas, e derivam de varias fontes histéricas. A perda de
prestigio do simbolismo diagramatico pode ser observada ja nos primeiros
comentarios aos Elementos, e as vantagens de seu uso sdo questionadas
quando os métodos da algebra se revelam adequados a solu¢do de problemas
geomeétricos. Mais tarde, quando a consisténcia das teorias matematicas comeca
a ser questionada, e quando a intuicdo ja ndo pode servir como auxilio, surge
uma concepgao de demonstragédo na qual os diagramas nao tém cidadania.

Pretende-se apurar aqui em que medida se justifica adotar uma viséo tao
restritiva a respeito da linguagem das demonstracbes. Para isso, serdo
apresentadas as principais criticas que foram feitas as demonstragdes de
Euclides, com énfase naquelas relacionadas ao uso de diagramas nas
demonstragdes. Em seguida, serdo descritos alguns dos desenvolvimentos em
matematica que estdo relacionados, de maneira positiva ou negativa, com a
crise de fundamentos na matematica do século XIX, e com o desdém pelos
recursos diagramaticos em demonstragdes. Destacar-se-d0 os métodos da
geometria analitica e da geometria projetiva, a criagcdo das geometrias nao-
euclideanas, e o esforgo de rigorizagdo e fundamentacao dos diversos ramos da
matematica, no século XIX. Por fim, sera descrita a reconstrugdo formal da
geometria euclideana, nos Grundlagen der Geometrie, de Hilbert, seguida de
uma descricdo da concepgao de demonstragéo que surge vinculada a ela.

O objetivo do capitulo serd questionar em que medida a ado¢ao de uma
visdo exclusivamente sentencial de demonstracdo € um requisito necessario

para alcangar o rigor requerido por uma demonstragdo matematica.
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3.2.

Depois de Euclides

Muito embora os Elementos tenham sido aclamados como uma boa
sistematizacdo da geometria grega, seus méritos ndo os mantiveram fora do
alcance de criticas dos mais diversos tipos. A insatisfagao com a natureza ou a
escolha dos principios, ou entdo com relagdo aos métodos de demonstragao,
pode ser observada desde os primeiros comentadores. Nao obstante este fato,
algumas tentativas de melhorar aspectos da axiomatica euclideana acabaram
por expandir os horizontes da geometria (com a descoberta das geometrias nao-
euclideanas). Por outro lado, as criticas também acabaram tendo uma
consequéncia negativa: suspeitos de engendrarem demonstracdes falaciosas
devido ao seu apelo intuitivo, os diagramas passaram cada vez mais a serem
vistos como externos ao processo demonstrativo propriamente dito. Com isso,
mutilou-se uma parte importante do simbolismo da geometria euclideana em
nome de um maior rigor nas demonstragdes. E, quando a geometria euclideana
ja nao podia mais ser tomada como exemplo de ciéncia dedutiva rigorosa, Hilbert
propds a reconstrucdo formal da mesma, ou seja, uma versdo na qual os
diagramas e quaisquer apelos intuitivos ndo eram necessarios para 0 sucesso
das demonstragdes. Em que medida a versao hilbertiana faz justica ou mesmo
melhora o original € um assunto que sera discutido adiante, quando for
apresentada uma descricdo mais detalhada do sistema de Hilbert. Antes disso
serdo apresentadas apenas as criticas a obra de Euclides e os
desenvolvimentos por elas fomentados.

Alguns dos aspectos do sistema euclideano que ensejaram a sua
reconstrucao formal ja tinham sido alvo de criticas desde seu surgimento. Pontos
problematicos eram apontados em todas as partes dos Elementos, das
definicbes as proposi¢cdes demonstradas. Nestas, muitos dos problemas ja eram
vistos como oriundos das suas partes diagramaticas. Como se pretende mostrar,
no entanto, geralmente as primeiras criticas dirigidas aos Elementos estavam
relacionadas n&o tanto ao uso de figuras quanto ao modo como era apresentado
seu conteudo (escolha de principios, ordem de apresentacgdo, etc.). Embora as
primeiras objecdes aos Elementos também possam ser classificadas como
dirigidas ao rigor da axiomatica euclidiana, ja que apontam para possiveis falhas
que ela apresentava, ndo se pode equipara-las as objecdes formuladas pelos
autores modernos. Isto se deve ao fato de que as criticas modernas, em geral,

partem do pressuposto de que a linguagem matematica deve prescindir de
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elementos gréaficos. Assim, a maioria dos seus alvos esta direta ou indiretamente
vinculada com o uso de diagramas por parte de Euclides.

Talvez o uso de uma linguagem mista, textual e diagramatica ao mesmo
tempo, estivesse tdo arraigado na atividade matematica grega que dificilmente
sua legitimidade seria questionada pelos contemporaneos de Euclides e pelos
primeiros comentadores de sua obra — mesmo que alguns séculos separem uns
dos outros. De acordo com Netz, em Platdo e Aristételes é possivel encontrar
passagens sugestivas a respeito do quanto os diagramas eram intrinsecos a
atividade do gedbmetra — tanto que o termo diagramma é utilizado por ambos
como referindo-se tanto as demonstracbes quanto ao rigor peculiares da
atividade matematica, mas nunca como referindo-se a uma figura particular’.
Embora sempre deixem claro que as demonstra¢des dizem respeito a verdades
geométricas, e nao ao diagrama particular, ambos véem neste o0 meio
indispensavel pelo qual o gedmetra chega aquelas verdades®. E, mesmo que
matematicos como Arquimedes e Apolbnio tenham feito a matematica avancar
em termos de métodos e resultados com relagédo ao periodo classico, no que diz
respeito a sua pratica, a geometria ndo deve ter se desviado muito daquela
observada em Euclides. Além disso, muito embora as edicbes e comentarios do
texto euclideano tenham sido feitas muitos séculos depois dele, sabe-se que a
matematica ndo tinha se modificado muito neste interim.

O surgimento de novos métodos em geometria, no comego da era
moderna, somado a uma mudanga de concep¢ao a respeito do objeto das
teorias matematicas, fizeram com que a linguagem mista da geometria classica
perdesse credibilidade. Assim, as criticas tardias assumem um carater diferente
daquele que se observa nas primeiras. Embora as incorporem, as criticas
modernas as demonstracbes de Euclides vdo além ao rebaixa-las a meros
esbocos do que seriam verdadeiras demonstragoes.

Para manter a forma de apresentacao do capitulo anterior, as criticas aos
Elementos serdo apresentadas em duas etapas: primeiro serdo apresentadas as
criticas antigas aos principios escolhidos por Euclides, bem como as criticas as
demonstragdes das proposicdes; em seguida sera a vez das criticas modernas a

estes topicos serem analisadas.

' Netz 1999, pp. 35-38.
2 Cf. Knorr 1975, pp. 71-74.
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3.2.1.

As primeiras criticas

A escolha das definicdes, postulados e nogdes comuns, como seria de se
esperar, ja deve ter suscitado os primeiros descontentamentos com os
Elementos. Como ja foi dito anteriormente, é provavel que a escolha dos
principios (e também o modo como foram formulados) deva-se ao proéprio
Euclides, e assim, é provavel também que ele tenha alterado alguns aspectos
das apresentacgdes tradicionais, de modo a adequa-los aos principios e fins por
ele escolhidos. Obviamente, por mais adequadas que fossem, as escolhas de
Euclides ndo seriam aclamadas por todos nem mesmo em sua época. O
paralelismo, por exemplo, é apontado por Aristoteles como um tema a respeito
do qual ndo havia um consenso, de modo que seria de se esperar alguma
polémica®. Os primeiros comentadores dos Elementos, também foram os
primeiros a fazer o papel de criticos. Nos comentarios escritos por matematicos
como Heron, Porfirio, Pappus, Simplicio, Proclo e Apoldnio, bem como nas
edicdes de Theon de Alexandria, ja se encontram sugestdes de corregdes ou
melhoramentos em determinados detalhes da obra. Veja-se a seguir algumas
das principais objecdes.

As definigdes dos termos basicos utilizados nas demonstragbes dos
Elementos, tais como ponto, linha, e superficie, foram no principio criticadas em
virtude de sua formulacdo®. Suas definicbes (Defs. 1, 2 e 5) fornecem uma
caracterizacdo meramente negativa do que esta sendo definido. Por isso, a Def.
1, por exemplo, poderia ser adequada a coisas distintas, ndo servindo como uma
boa caracterizagao. Proclo argumenta, em defesa de Euclides, que a definigdo é
suficiente na medida em que apenas um dos elementos utilizados na obra cai
sob ela. Quanto ao carater negativo das referidas definicdes, seu argumento é o
de que as definicbes negativas sdo adequadas quando se trata da
caracterizacao dos principios primeiros de uma ciéncia. Simplicio, por seu turno,
diz que o carater negativo das definicbes se deve ao fato de Euclides proceder
por decomposicao de uma nocido mais complexa: dos corpos as superficies; das

superficies as linhas; e finalmente das linhas aos pontos. Os primeiros possuem

% Cf. Heath 1956, pp. 155-194.
* Sera utilizada aqui a tradugdo de Heath (Heath 1956) como fonte para a

descri¢ao dos comentarios e criticas aos Elementos.
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todas as trés dimensdes; as segundas, apenas duas; as terceiras, apenas uma;
e finalmente, os pontos ndo possuiriam nenhuma delas®.

De acordo com Proclo, a Def. 3, que diz serem pontos as extremidades de
uma linha, ndo se aplicaria a todas as linhas usadas por Euclides. Afinal, tanto
as retas tomadas como indefinidamente prolongadas quanto os circulos nao
possuem extremidades. Sua sugestao para enquadrar tais casos a definicao é a
de que se devem considerar tais linhas desde duas perspectivas distintas: uma
em que elas sdo consideradas enquanto sendo produzidas (caso em que
possuiriam extremidades), e outra em que elas sdo consideradas como uma
totalidade dada. De acordo com Heath, Proclo n&o iria tdo longe se Euclides
tivesse estabelecido que a divisdo de uma linha, ou a interseccédo entre duas
linhas também determinam pontos, pois isto introduziria a possibilidade de serem
utilizados pontos sobre qualquer parte de uma linha dada. Ambos os pontos de
vista, entretanto, parecem nao atentar para o fato de que Euclides chega até
mesmo a usar, sem nenhuma justificativa aparente, pontos arbitrarios sobre
retas dadas, como em 1,5, por exemplo.

As definicbes de reta (Def. 4) e de plano (Def. 7), cujo emprego da
expressao “esta posta por igual” torna dificil a sua compreensao, parecem ser
tentativas por parte de Euclides de oferecer versbes mais abstratas que as
definicdes correntes, provenientes da escola platénica, de acordo com as retas e
planos sdo, respectivamente, linhas e superficies cujas extremidades cobrem os
meios. Em seu comentario, Heron sugere definicdes alternativas que incluem
expressoes do tipo “esticada ao maximo”, ou “todas suas partes se ajustam as
outras da mesma maneira”.

Na definicao de angulo (Def. 8) observa-se outra inovagao de Euclides. Ao
defini-lo como inclinacdo entre duas linhas, Euclides cria uma alternativa a
definicbes como a de Aristételes, na qual o angulo é definido como uma linha
quebrada. Nao obstante este fato, a expressao “e nao estdo postas sobre uma
reta” parece estar deslocada, dado que nao é feita nenhuma restricdo quanto ao
tipo de linhas que podem formar angulos — a melhor ocasido para usar esta
expressao seria na de angulo retilineo. De acordo com uma sugestdo de Heron,

deve-se entendé-la como estipulando que as linhas ndao devem ser continuas.

° Este ponto de vista, diga-se de passagem, combinaria com a sugestdo
apresentada no capitulo anterior, de acordo com a qual é mais facil entender a estrutura
do Livro | dos Elementos comegando pelas ultimas proposigcdes e voltando aos principios

a que elas se reduzem.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0610721/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0610721/CA

78

Esta formulacao, no entanto, envolveria nogdes pouco abstratas, como “quebrar”
uma linha (que a destituiria do carater continuo). No entanto, a definicdo de
Euclides parece necessitar mesmo de um ajuste. A referida expressédo poderia
migrar para a definicdo seguinte, e ser substituida na original pela restricao de
que as linhas ndo sejam coincidentes.

Sobre a classificacdo dos tipos de angulo retilineo (Defs. 10, 11 e 12),
Proclo observa que a de angulo agudo € vaga, pois dizer apenas que ele é o
angulo menor que o angulo reto permite que ele também se aplique aos angulos
formados por uma reta e um semicirculo ou da circunferéncia de um circulo com
a tangente. Deve-se observar, no entanto, que como a definicdo de angulo
retilineo menciona apenas linhas retas, as definicbes dela derivadas devem ser
entendidas também em relacdo a linhas retas.

Como seria de se esperar, a Def. 23, de paralelas, também gerou muitos
comentarios e criticas. A par da formulacdo de Euclides, que nao menciona
distancia entre as duas retas, havia a formulacdo alternativa que usava esta
nogao: paralelas sao retas que, estando no mesmo plano, permanecem sempre
& mesma distancia uma da outra. Por esta caracteristica, esta teoria de paralelas
€ denominada por Heath de teoria da equidistancia. Além desta, havia a teoria
da dire¢do, de acordo com a qual retas paralelas sdo aquelas que formam
angulos iguais com uma transversal. Tais alternativas, no entanto, requerem
para seu desenvolvimento apropriado ou a prdpria nog¢ao de paralelismo, ou um
postulado de carater muito mais complexo que o quinto postulado euclideano.

Como se pode notar, as criticas antigas as definicdes geralmente dizem
respeito ao modo como seus conteldos sido apresentados, e nao raro sao
equivocadas. Assim, as alternativas oferecidas, em geral, ndo sdo mais do que
modos diferentes de expressar os mesmos fatos que aparentemente eram de
dominio comum na época.

O préximo grupo de principios, os postulados, também recebeu sugestdes
de melhoramentos por parte dos primeiros comentadores. Proclo e Simplicio
apresentam demonstragbes para certas assungdes deixadas implicitas por
Euclides, como da unicidade da reta entre dois pontos (Post. 1) ou de suas
extensdes (Post. 2). Suas demonstragdes, no entanto, sdo baseadas em fatos
que sO6 o diagrama pode mostrar, e deste modo nao apresentam nenhuma
vantagem com relacdo a omissao das mesmas.

Apesar de usar uma nogao nao-definida, a saber, a de “distancia”, o Post.
3 nao parece ter suscitado controvérsias. A palavra em questao, de acordo com

Heath, aparece pelo fato de ndao haver entdo uma palavra equivalente a “raio”,
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pelo que a formulagédo do postulado ndo deve ter soado estranha. Além do mais,
palavras nao definidas abundam nos postulados, como foi observado no capitulo
anterior — muito embora “distancia” seja a unica de carater geométrico a néo
possuir defini¢ao.

Ja com relacdo ao Post. 4, como seria de se esperar, as inquietacoes
suscitadas sdo muitas. Proclo relata sugestdées de mudancga de classificagdo do
mesmo, passando de postulado a nogdo comum, ja que ele nao esta formulado
de modo a ser interpretado como uma construgao permitida no sistema, tal como
acontece com os demais. Além de comentarios deste tipo, também nao faltaram
tentativas de demonstrar o postulado ou de mostrar seus pontos fracos por meio
de contra-exemplos.

Mas nenhum dos postulados ou quaisquer outros elementos da obra foram
origem de tanta polémica quanto o quinto postulado. Como foi dito acima,
Aristételes ja apontava, em seu tempo, a teoria das paralelas como carente de
um tratamento verdadeiramente cientifico. E Euclides, que viveu logo depois de
Aristoteles, deve de fato ter sido o primeiro a aceitar a impossibilidade de se
demonstrar o paralelismo a partir das nogbes geométricas mais basicas tais
como aquelas representadas pelos trés primeiros postulados. Isto € manifesto
pelo fato de ele ter estabelecido, como postulado, que sob determinadas
condigbes duas retas devem se encontrar, € ndo o contrario. Com efeito, a
maneira como o postulado é formulado indica o quanto o paralelismo deve ter
sido um assunto delicado para os gregos. Chega a ser improprio chamar o Post.
5 de “postulado das paralelas”, uma vez que na sua formulacdo a palavra
“paralela” nao é mencionada.

Com relacédo as nogdes comuns, sabe-se, através de Proclo, que Apoldnio
tentou oferecer provas para as mesmas. Esta atitude, no entanto, vai de
encontro ao que o proprio Aristételes sugerira na descrigdo de uma estrutura
axiomatica. Nesta, certos principios devem ser tais que sua verdade seja
indubitavel, de modo que uma tentativa de prova-los seria inutil. Também pelas
palavras de Proclo se sabe que Heron propés um conjunto reduzido, com
apenas trés nog¢des comuns, deixando de lado as duas ultimas (que estipulam a

igualdade dos coincidentes e a inclusdo prépria da parte no todo®). O fato de que

® Quando se considera que os diagramas séo utilizados em Euclides de maneira
tal que algumas obviedades sdo deixadas implicitas no texto (como sera mostrado no

ultimo capitulo), de fato pode-se suspeitar da legitimidade das nogdes comuns
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as ultimas nog¢des comuns tenham sido consideradas deslocadas é evidenciado
pelas sugestbes de que o quarto postulado deveria migrar para o grupo de
nogdes comuns: as Ultimas nogdes comuns, de fato, ndo parecem ser principios
comuns a todas as ciéncias, uma vez que empregam uma terminologia cuja
natureza parece ser geométrica (vejam-se as palavras “coincidir”, ou “ser maior”
— tomadas com relagao a figuras no plano). Todavia, ha algo no quarto postulado
que o diferencia até mesmo destas nogbes comuns, a saber, ele ndo estabelece
algo 6ébvio, capaz de ser percebido pela contemplacao dos diagramas.

Por outro lado, houveram também os que sugeriram um aumento do
numero de nogdes comuns. Muitas das sugestdes eram formas de tornar textual
fatos que os diagramas deixam subentendidos. Assim, vé-se sugestbes do tipo
“O todo é igual a soma de suas partes”, ou “Duas linhas retas nao encerram
espacgo”. Tais nogdes comuns apdcrifas, no entanto, se assemelham bastante as
N. C. 4-5. Esta semelhanga faz com que Heath sugira que talvez o numero
menor de nogdes comuns, sugerito por Heron, faga mais justica ao que seria a
escolha de Euclides. “O todo é maior que a parte”, de acordo com a visao de
Heath, poderia ter sido uma interpolacdo de algum editor com vistas a dar
respaldo a express6es como “o menor igual ao maior, o que é absurdo”, que
aparecem pela primeira vez em |,6 e que contradizem relagbes mereoldgicas nos
diagramas das provas por absurdo. Do mesmo modo, “Coisas que coincidem (ou
se ajustam) sao iguais” respaldaria o método de superposicdo em |,4. De fato,
pode-se dizer ao menos que, com a utilizacdo dos diagramas, tais nogdes
comuns soam como tantas outras sugestdes que visam tornar textual o que é
mostrado apenas no diagrama, como que dois segmentos de reta distintos nao
podem ter mais que um ponto em comum.

As objecdes as proposicoes demonstradas, diga-se de passagem,
baseiam-se em larga medida na auséncia de principios como estes no grupo
escolhido por Euclides. A primeira proposicao €, sem duvida, o exemplar favorito
dos que argumentam que as demonstragdes euclideanas carecem de rigor
completo. Seria necessario assumir, de acordo com criticos de todas as épocas,
algo como que duas retas ndo possuem um segmento em comum, ou entdo que
dois circulos distintos podem possuir no maximo dois pontos em comum, ou
ainda um principio de continuidade que assegurasse que as duas

circunferéncias possuem em comum os pontos que o diagrama sugere. Por isso,

mencionadas. Que coisas coincidentes sejam iguais, e que o todo seja maior que suas

partes, sao fatos que o diagrama por si s6 pode mostrar sem margem para erro.
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a primeira proposi¢cao demonstrada nos Elementos é tida como deficiente.

Proclo oferece, em seu comentario a esta proposicdo, construgdes de
tridngulos isésceles e escalenos. Tais construgbes, todavia, ndo possuem
nenhuma utilidade nas demonstragbdes seguintes, e muito provavelmente foi em
virtude desta inutilidade que nao foram incorporadas por Euclides as proposicoes
demonstradas. Proclo, no entanto, vé nas demonstracbes alternativas ou
complementares um bom motivo para o exercicio de aplicagdo dos principios.
Assim, da varias demonstrac¢des para diferentes casos possiveis (em termos de
configuracao inicial do diagrama) das proposicées 1,2 e 1,3.

A proposicdo 1,4, apesar de peculiar por introduzir o método de
superposi¢cdo e também por utilizar apenas nogdes comuns, ndo recebeu dos
primeiros comentadores a atengcdo que mais tarde lhe seria devotada. Heath
observa que mesmo Proclo ndo da muita atencdo ao que seria uma formulagao
conversa da quarta nogao comum, quando Euclides assume no comego da
prova que os segmentos sobrepostos aos segmentos dados devem coincidir por
serem iguais. Com efeito, do fato de serem coincidentes pode-se concluir que
sdo iguais, mas do fato de serem iguais ndo se segue que devem coincidir —
novamente, algo que deve ter passado despercebido por conta da confianga nos
diagramas como fontes de informagdo. Do mesmo modo, passou despercebida a
construgado de 1,6, que acaba por contradizer as atribuicbes feitas na parte
textual da demonstracdo — o que revela uma certa naturalidade com relacao e
este tipo de demonstragdo. Os comentarios as demonstragdes restantes nao
apresentam diferengas significativas com relagao aos primeiros — em geral, eles
apresentam casos desconsiderados por Euclides, servindo mais como uma
expansdo do que como uma tentativa de correcdo do sistema. E importante
lembrar apenas que alguns acréscimos podem ter sido feitos ao corpo de
proposi¢cdes demonstradas — de modo a ressaltar textualmente fatos que
deveriam ser apresentados diretamente pelo diagrama. Tais modificagdes, no
entanto, ndo seriam relevantes a ponto de interferir na organizacao das
demonstragdes.

Em resumo, por conta de discrepancias e desacordo com relagdo a
formulacdo de alguns principios e a execugdo de algumas demonstracoes,
Theon de Alexandria, o primeiro a reeditar o texto euclideano, alterou muito do
seu conteudo com vistas a torna-lo mais claro. Por isso, acrescentou principios,

proposicdes, e estendeu as demonstragbes para casos desconsiderados por
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Euclides’. As alteragdes, no entanto, podem ser vistas como frutos de
divergéncias quanto ao conteudo da obra, mas nunca com relacdo a
confiabilidade dos métodos utilizados. O uso de diagramas, até entdo, era visto
como uma caracteristica peculiar da pratica geométrica, e ndo como algo a ser

evitado.

" Cf. Heath 1921, pp. 357-364.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0610721/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0610721/CA

83

3.2.2.

As criticas modernas

Se no inicio as sugestdes de alteragdes dos Elementos diziam respeito a
maneiras diferentes de se apresentar o0 mesmo conteudo, com as
transformacgdes sofridas pela matematica ao longo do tempo as criticas vao
sendo dirigidas a outros alvos. O método axiomatico, embora continuasse em
esséncia 0 mesmo que se vé em Euclides (com um conjunto de principios
simples, estabelecidos de antemao, e a partir dos quais se derivam os resultados
mais complexos), ganhou um carater mais abstrato, como foi dito acima. Isto
implicava que principios mais basicos, que em Euclides eram explicados em
termos intuitivos com vistas a delimitar o tema tratado, deveriam também tornar-
se explicitos com vistas a tornar as inferéncias dependentes exclusivamente
daquilo que é estabelecido explicitamente como principio. Como em Euclides até
mesmo os termos mais basicos eram definidos (talvez por motivos impostos pelo
préprio uso dos diagramas), suas definicbes passam entdo a serem vistas como
nao-matematicas, ou simplesmente inuteis. Os conceitos utilizados para as
primeiras defini¢gdes (tais como parte, comprimento e largura) ndo parecem ser
de cunho técnico ou especifico, e ndo sao usados alhures a exemplo dos termos
que eles definem (ponto e linha), os quais comparecem nas definicdes
posteriores. A maneira aparentemente informal, visual, como s&o introduzidos os
primeiros conceitos faz com que as primeiras definicdes soem desnecessarias,
ja que, desde um ponto de vista moderno, “ponto” e “linha” deveriam ser
tomados como nogdes primitivas, dispensando defini¢ao.

Esta é a visdo dos que propuseram reconstrucbes da sistematica
euclideana, tais como Pasch e Hilbert®, e que perduraram ao longo de quase
todo o século XX. Muito provavelmente influenciado por pontos de vista desta
natureza, Kline alega, em sua apresentacdo da axiomatica euclideana, que por
definirem os termos por meio de outros que de nao serdo utilizados, as primeiras

definigdes “ndo servem a nenhum proposito 16gico™

. A definicdo de ponto vista
acima recorre a nocao de “parte”, mais exatamente atribuindo a pontos a
auséncia de partes. Isto implicaria que os pontos ndo podem ser decompostos

em unidades menores — diferentemente, por exemplo, das retas, que por

8 Greenberg 1972, p. 12, cita outros nomes que se engajaram em projetos desta
natureza, a saber, Peano, Pieri, Veronese, Veblen, Robinson, Huntington e Forder.
® Kline 1972, p. 59.
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definicdo possuem comprimento e podem ser divididas. Sua fungdo no
diagrama, assim, fica reduzida apenas a marcar determinadas posi¢des. Kline
reclama que uma tal tentativa de salvar a definicdo euclidiana seria frustrada,
pois ficar-se-ia devendo uma definigao de “posigao”*°.

Na visdo de autores como Kline e Greenberg'', por exemplo, definicdes
como as de reta e plano recorrem a conceitos com certo apelo sensivel, cuja
utilidade diz respeito apenas a fins explanatérios — um expediente que nas
teorias axiomaticas modernas € considerado desnecessario. Mas deve-se
conceder que Euclides parece tentar uma formulagdo mais abstrata das
definicbes usadas pelos platonicos, por exemplo. E, embora ainda haja uma
semelhanca com aquelas, as definicbes euclideanas parecem depender menos
da imaginacao de uma manipulagdo empirica do seu objeto — afinal, para que as
extremidades cubram os meios de retas e planos € necessario que tais objetos
sejam vistos desde uma delas. Por tratarem de idéias primitivas, e como tais ndo
sujeitas a analise nas teorias axiomaticas modernas, as definicdes que se queira
dar a termos como “ponto”, “linha” e “reta” soardo como meras explanacdes
informais do significado destes termos. Com relagdo as definigbes mais
avancgadas do Livro |, alega-se que ndo ha razao para a inclusao de defini¢cdes
como as de ‘rombo” ou de “trapézio”, ja que estes termos nao sao utilizados na
obra. Também sio desnecessarias, sob esta perspectiva, as proprias definicbes
gerais de linha e angulo, uma vez que apenas as linhas retas e os angulos
retilineos sao utilizados na obra.

No que diz respeito aos trés primeiros postulados, reclama-se a auséncia
de uma clausula de unicidade para as entidades introduzidas por eles. Nas
versdes modernas, os postulados aparecem como afirmacdes de existéncia e de
unicidade dos elementos introduzidos (em lugar de “(...) tragar uma reta (...)" 1é-
se “Existe e € Unica a reta (...)". O quarto postulado, por sua vez, é geralmente
derivado como teorema em teorias como a de Hilbert, sendo seu carater peculiar
e as consequéncias de sua introdugdo como principio simplesmente ignorados
pelos criticos modernos. Ja as polémicas envolvendo o quinto postulado, como
sera visto adiante, perpassam toda a histéria dos Elementos, desde sua primeira
aparicao até sua reconstrucao formal. Por ora, cabem alguns comentarios a

respeito de sua versao mais usual.

19 Cf. Kline 1953, p. 41.
" Cf. Greenberg 1972, p. 10.
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A versao utilizada na modernidade, alias, é diferente da formulagdo de
Euclides, de maneira tal que o referido carater construtivo do postulado
euclideano pode ser colocado em risco uma vez que ele seja interpretado como
versando sobre paralelas — nog¢ao que introduz elementos de carater suspeito
desde um ponto de vista finitario. Com efeito, a versao mais adotada do Post. 5,
e que pode com mais justica ser chamada “Postulado das Paralelas” é aquela
apresentada por John Playfair em sua apresentagido da geometria euclideana,
no século XVIlIl — mas cuja formulacdo ja € aludida no comentario de Proclo.
Nesta formulacao, o tema n&o sao retas que se intersectam, mas sim paralelas:

Postulado das Paralelas (Playfair-1795): Por um ponto externo a uma
reta dada passa apenas uma paralela.

A versao de Playfair é tida como mais simples que a de Euclides, talvez
justamente por n&o implicar nenhuma relagdo univocamente determinada entre o
angulo reto e o paralelismo — ja que, em geometrias alternativas, como sera visto
no segundo capitulo, nem sempre eles estdo vinculados. N&o obstante, a
despeito da aparente vantagem aos olhos dos estudiosos modernos, esta versao
nao pode ser facilmente assimilada ao postulado euclideano. Em primeiro lugar,
ela muda o carater do postulado — de construtivo para teorético. Além disso, ele
introduz a paralela como sendo Unica, sendo que nos Elementos sua unicidade é
demonstrada em 1,29-30. Mas, talvez o aspecto mais prejudicial para a
compreensao do espirito da obra de Euclides é a subtracdo da importancia do
diagrama (isto é, da construgao que ele representa) na aplicagdo do postulado. E
mesmo que se aponte para o quarto postulado como um exemplo semelhante
(por nao ser construtivo), isto ndo seria suficiente, pois mesmo que nao introduza
uma construgdo, e portanto um modo de se produzir o diagrama, o Post. 4
introduz uma regra importante para a sua leitura'> — fundamental para a
derivagao dos teoremas. Assim, em vez de uma geometria construida a partir de
diagramas basicos, o postulado de Playfair cria uma geometria de carater mais
tedrico e menos algoritmico, para a qual valem resultados que ndo necessitam,
em ultima instancia, recorrer a construgdes ou leitura do diagrama.

Do grupo de nog¢des comuns, a mais criticada € a quarta, que de acordo

com a visdo dos comentadores modernos teria sido introduzida com vistas a

12 Afinal, tomado em conjungdo com a Def. 10 (de angulo reto e perpendicular), o
postulado estabelece que a perpendicularidade de duas retas implica que os angulos
que elas formam uma com a outra sdo todos iguais — 0 que é bastante relevante do

ponto de vista diagramatico.
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assegurar a legitimidade do método de superposicédo. Além disso, a coincidéncia
é tida como uma nogao vaga que s6 pode ser entendida em relagdo com alguma
forma de experiéncia sensivel. As primeiras nogdes comuns n&o parecem
apresentar problemas, uma vez que se assemelham as leis l6gicas para a nogao
de igualdade nas teorias axiomaticas modernas.

Se os principios foram o principal alvo das primeiras criticas aos Elementos
— geralmente por questdes de gosto, por assim dizer —, foram as proposigoes
demonstradas que passaram a receber mais criticas com o passar do tempo.
Com as proposi¢cdes demonstradas, mais especificamente com a entrada dos
diagramas nas demonstragdes, se delineiam de maneira mais marcante as
diferencas entre as criticas formuladas pelos contemporéneos de Euclides e
seus primeiros sucessores, por um lado, e aquelas formuladas nos tempos
modernos, sobretudo no século XIX e até pelo menos a primeira metade do
século XX.

Com o diagrama fora de cena, os principios escolhidos por Euclides
tornam-se de fato insuficientes para a demonstragdo das proposi¢des. E sem o
aspecto dindmico apresentado pela geometria de Euclides, as proposicboes
envolvendo transporte ou manipulagdo de figuras ficam deslocadas nas
reconstrucdes modernas. Deste modo, reclama-se, por um lado, da inexisténcia
de principios que regulamentem determinados passos da demonstracao cuja
justificacdo sé pode vir pela contemplagdo do diagrama; e por outro, sdo
consideradas suspeitas, ou simplesmente ignoradas, as proposigdes que
envolvem transporte ou qualquer outro tipo de manipulacdo das entidades sobre
as quais versa a demonstragdo. Veja-se a seguir algumas das criticas mais
comuns que sao dirigidas aos Elementos com base nas referidas
transformacgoes.

Kline, em Mathematical Thought — From Ancient to Modern Times, oferece
na descricdo do declinio da matematica grega uma boa sintese das fontes de
descontentamento com a obra de Euclides na modernidade'. Em suma, as
queixas mais comuns envolvem: (i) a auséncia de justificagdo para a
determinacado de pontos por meio da intersecgdo de linhas no diagrama; (ii) a
falta de generalidade que a escolha de uma configuracdo diagramatica pode
ocasionar; (iii) o uso do método de superposicao; (iv) a falta de um tratamento
adequado para casos envolvendo a nocdo de infinito; e (v) as limitagdes

impostas pela escolha da construtibilidade como critério de existéncia e pela

® Kline 1972, pp. 171-182.
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restricdo as linhas planares para a solugao dos problemas.

Um exemplo que cai sob o item (i) € dado pela propria proposicao 1,1. Quer
por sua posicdo privilegiada, quer pela relativa simplicidade com que é
apresentada, a proposi¢ao tornou-se alvo facil para a identificacdo de falhas no
sistema euclideano ocasionadas pela confianga excessiva nos diagramas. Como
ja bem se sabe, ndo ha nada que assegure a existéncia do ponto C, uma vez
que nao ficou estabelecido que dois circulos realmente se intersectam quando
sao executadas as construcdes requeridas. Seria necessario, a fim de livrar a
demonstragdo de sua dependéncia do diagrama, uma clausula que
estabelecesse que os dois circulos gerados a partir daquele segmento se
intersectam em dois, e apenas dois, pontos distintos, ou a suposi¢cdo da
continuidade da reta. Em 1,2, de modo semelhante, nada asseguraria a
existéncia dos pontos de interseccéo entre as extensdes das pernas do tridngulo
equilatero e os circulos, muito embora elas sejam os raios dos mesmos. Em
ambos os casos, falta um principio que estabeleca que os circulos ou as retas,

que passam a ser vistos como “colecdes de pontos”'*

, possuam a propriedade
de serem continuos, pois assim estaria assegurado que elas possuem um
elemento em comum quando se cruzam.

Em 1,2 manifesta-se também um aspecto mencionado no item (ii).
Demonstra-se o transporte de segmentos apenas para a configuragao particular,
mas falta um passo que assegure que o método se aplica ao transporte de
qualquer segmento a qualquer ponto do plano. Do ponto de vista moderno, a
mera repeticdo do enunciado de maneira geral na protasis, seguida da sua
repeticdo para um caso particular na exposi¢cao (ekthesis) e na especificagao
(diorismos), e de uma retomada em forma de sintese da demonstracdo na
conclusao (sumperasma), nao é suficiente para assegurar generalidade — como

I"*. Mesmo em obras inseridas

sugere Mueller em sua interpretagdo do Livro
num contexto de reinterpretacdo da obra de Euclides com vistas a livra-la de
mal-entendidos, € possivel encontrar criticas semelhantes a esta. Beeson, em
seu sistema construtivo para a reproducdo da geometria euclideana'®, alega que
esta proposi¢ao constitui um entrave do ponto de vista construtivo, uma vez que

pressupde que o ponto A deva ser diferente dos pontos B e C (cuja tradugao

" Kline 1972, p. 88.

> Mueller 1981, p. 13. Este tdpico serd retomado no segundo capitulo, quando
forem apresentadas as defesas a este tipo de critica.

'® Beeson 2009a e 2009b.
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formal introduz uma disjungdo, de acordo com o autor, em funcdo da
possibilidade de casos distintos — A#B ou A#C).

O método de superposicao (iii), empregado pela primeira vez em |,4, talvez
seja uma das deficiéncias mais apontadas no sistema euclideano. Chega a ser
um consenso entre os comentadores que Euclides evita ao maximo utilizar o
método, o que reforcaria a tese a respeito da inadequacao do mesmo. Kline
apresenta duas objecbes ao método de superposig¢do, cujo unico fundamento
seria a N. C. 4: por um lado, ndo ha base légica para que se utilize a nogéo de
movimento, e por outro, deve-se pressupor que as figuras mantém suas
propriedades espaciais quando movidas de uma posicdo a outra'’. Em geral, a
superposicao dependeria de fortes pressupostos a respeito do espago fisico.
Outro autor a criticar o método de superposi¢cdo nesta mesma base é Russell.
Ele vé no uso da superposicido — que ele também alega ser fisicamente
necessaria em Euclides — um artificio desnecessario pelo fato de ser desprovido
de significancia matematica'®.

As objecbes dos itens (iv) e (v) sao dirigidas por Kline a matematica grega
como um todo, mas atingem diretamente as escolhas metodologicas de
Euclides. De acordo com (iv), a matematica grega n&o foi mais préspera porque
evitou utilizar o conceito de infinito, quer em termos de infinitamente grande ou
pequeno, quer em termos de processos infinitos. Por conta disso, de acordo com
Kline, Euclides formula o Post. 5 referindo-se a duas retas que se encontram em
um ponto, e nao como duas paralelas dadas em sua infinitude. Do mesmo modo,
considera os segmentos de linha prolongaveis tanto quanto necessario, mas nao
os considera como totalidades infinitas dadas. Mas o maior dano causado por
esta restricdo ao horizonte do finito esta na impossibilidade de resolugcao de
alguns dos problemas mais caros aos gregos, a saber, o calculo de areas
limitadas por curvas e de volumes contidos por superficies quaisquer. O método
de exaustdo, de Eudoxo, envolvia uma aproximagao continua da area ou volume
desconhecidos por meio de outras ja conhecidas, mas a resolugdo da tarefa
envolve uma operacao infinitaria. Além disso, como as figuras impunham aos
gregos um modelo qualitativo e ndo quantitativo de geometria, o que se sabia
fazer era traduzir a area desconhecida em termos da area de uma figura dada,
mas numericamente também desconhecida. Por estas razdes, tais problemas sé

encontrariam solugao apés a invencao do calculo, por Newton e Leibniz.

' Kline 1972, p. 87.
'8 Cf. Heath 1956, p. 227.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0610721/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0610721/CA

89

Associado a esta limitagdo da geometria grega esta a restricdo da nogao
de existéncia ao ambito do que é construtivel com o uso de retas e circulos (v)'.
Por causa desta restricio com relacdo aos meios autorizados nas
demonstragdes, outro grupo importante de problemas permaneceu sem solugéo,
a saber, a quadratura do circulo, a trissec¢ao de um angulo e a duplicagao de
um cubo. Como, na visao de Kline, tal critério de existéncia é demasiado limitado
nos Elementos, a matematica era obrigada a deixar de lado descri¢cdes de
propriedades geométricas importantes.

Por conta disso, do mesmo modo que os postulados formulados em
linguagem normativa sofreram modificacdbes em suas versdes modernas,
também as proposi¢cbes classificadas como problemas foram traduzidas em
linguagem descritiva, de modo que nas reconstru¢gbes modernas dos Elementos
ha apenas teoremas. Numa geometria entendida como uma teoria a respeito de
um dominio abstrato de entidades cuja existéncia é postulada, ndo ha mais lugar
para um procedimento passo a passo de se introduzir as entidades geométricas
numa espécie de cenario fisico — o qual, diga-se de passagem, foi talvez o
motivo para que autores como Gauss considerassem a geometria uma ciéncia
empirica. O que se observa nas teorias axiomaticas modernas sao
caracterizacbes abstratas de entidades e relagdes, e um procedimento para que
sejam derivadas consequéncias meramente légicas destes pontos de partida.

A caracteristica comum deste segundo grupo de criticas diz respeito a
rejeicdo do recurso aos diagramas nas provas euclideanas. Tal rejeicdo deve-se
a varios fatores, dentre os quais se destacam: 1) o sucesso da utilizagdo dos
meétodos analiticos em geometria; 2) o surgimento de uma concepgao de
matematica independente de vinculos com verdade ou realidade — e
consequentemente, com a intuicdo; e 3) o aumento da demanda por rigor e
pureza dos meéetodos em matematica, ligado a uma visdo depreciativa das

representacdes diagramaticas com relagcéo a este ideal. Como sera visto no que

'° Detlefsen menciona o caso de Wallis, no comeco da modernidade, bem como
de Bolzano, no séc. XIX, como criticos deste tipo de restricdo. Ambos compartilham a
visdo segundo a qual as propriedades dos objetos geométricos em si devem ser
independentes de suas constru¢cdes — o que justificaria o primeiro a utilizar métodos
algébricos para solucéo de problemas geométricos, e o segundo de livrar a andlise da
influéncia da geometria em suas demonstragdes, as quais introduziam circularidade por
ser a geometria menos geral que a analise, tida como a teoria geral da quantidade, em
contraposigdo a teoria das quantidades espaciais, ou geometria (Detlefsen 2008, pp.
183-188).
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segue, tais fatores formam parte do pano de fundo da reconstrugdo formal dos

Elementos.
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3.3.
Alguns fatores que desencadearam areconstrucdo formal dos
Elementos

De acordo com o que visto na sec¢ao anterior, a recepg¢ao da obra de Euclides na
modernidade foi marcada por criticas que remontam, na maior parte das vezes,
a utilizagdo dos diagramas nas demonstracdes. Apesar de as criticas anteriores
nao serem dirigidas especificamente a este ponto, o uso dos diagramas como
meio de demonstragdo constituia mesmo antes de Euclides um assunto
polémico. Pelo menos desde Platdo®®, o método utilizado pelos gedmetras era
criticado na medida em que dependia de constru¢cdes de figuras, quando a
demonstragcdo propriamente dita versava sobre objetos ideais. Posteriormente,
os requisitos aristotélicos com respeito a no¢gdo de demonstracdo, embora nao
fizessem nenhuma oposi¢cao explicita ao uso de diagramas (em geometria),
deram origem, na transicao para a modernidade, a uma concepg¢ao para a qual
uma verdadeira demonstracédo deve fornecer a causa do resultado demonstrado.
Por conta disso, muitas das demonstragdes euclideanas, dentre as quais a da
soma dos angulos internos de um tridngulo, passaram a ser vistas como
inferiores porque recorriam a construgdes nao relacionadas de maneira
essencial com o objeto?’.

Os diagramas, contudo, continuavam sendo constitutivos da pratica da
geometria, dado que ela ainda era vista como a ciéncia do espago, cuja natureza
era descrita de maneira fiel pelos principios euclideanos. E, muito embora se
alertasse para o perigo de se considerar os diagramas in concreto durante a
demonstracdo®, o tnico método disponivel para um geémetra grego era toma-
los in abstrato. Assim, uma demonstragdo n&o dizia respeito ao triangulo
desenhado, mas sim ao tridngulo qua figura plana de trés lados.

No entanto, na modernidade, o desenvolvimento de novos métodos,
somados a discussao ainda viva a respeito das demonstracbes matematicas,

fizeram com que o papel dos diagramas como instrumentos de prova fosse se

% Uma confrontagdo do ponto de vista platdnico com o método empregado nos
Elementos pode ser vista em Lassalle Casanave 2005.

#! Cf. Mancosu 1996, pp. 10-15.

2 Ja em Arquimedes ¢é possivel identificar a preocupagdo em livrar as
demonstragdes de qualquer influéncia de meios que ele denomina “mecéanicos” (cf.

Detlefsen 2008, p. 181).
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tornando cada vez mais supérfluo, quando nao prejudicial e ilegitimo.

Serao descritos a seguir alguns dos desenvolvimentos em matematica que
se relacionam direta ou indiretamente com a rejeicdo das representagdes
diagramaticas em geometria. Serao analisados, nesta ordem, a geometria
analitica, a geometria projetiva, as geometrias nao-euclideanas e a crise de

fundamentos na matematica do século XIX.
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3.3.1.

A geometria analitica

Se Mueller esta correto ao afirmar que a histéria da matematica no século XIX é
a historia da substituicdo da geometria pela algebra e pela analise®, é possivel
dizer que o passo fundamental rumo a este desfecho foi dado alguns séculos
antes, quando pela primeira vez se cogitou a possibilidade de se utilizar os
métodos algébricos para solucionar problemas geométricos. Uma das
realizacbes mais importante deste periodo foi justamente a combinacdo dos
métodos geométricos utilizados desde os gregos com o instrumental simbdlico
da algebra, desenvolvida no oriente. Tal combinagdo havia sido tentada
primeiramente por Frangois Vieta®* (meados do século XVI), mas foi em 1637,
com La Géométrie, de René Descartes, que os métodos da algebra foram
aplicados de maneira sistematica & geometria classica®.

A referida obra é composta de trés livros. No primeiro, encontram-se
solugdes para problemas relativos a linhas planares. Uma vantagem do método
faz-se notar logo de inicio: um problema proposto por Pappus € nao-resolvido
pelos gregos, que dizia respeito a construgdo de um ponto determinado relativo
a quatro segmentos dados, mostrou-se soluvel pelo método cartesiano, sem
utilizacdo de elementos que extrapolassem o ambito da construtibilidade por
régua e compasso. Nos livros restantes, sdo tratadas questdes concernentes a
natureza das linhas, bem como a construcdo de sélidos e super-sélidos®.
Descartes aplicou a nogéo de variavel, da algebra, ao método de mapeamento
da geometria dos egipcios e babildnios para a resolu¢do dos problemas da
geometria classica?’. Deste modo, trouxe o numero de volta a geometria,

desfazendo o que Kline chama de “um passo atras” dado pelos gregos com a

% Mueller 1981, p. 1.

2 Vieta fora responsavel pelo aprimoramento dos métodos da algebra, que
evoluira de um modo quase informal de raciocinio, passando pela simbolizagdo dos
termos mais utilizados e culminando na utilizagdo dos simbolos de maneira abstrata (Cf.
Reid 1963, p. 61).

% Para uma descricao detalhada da referida obra, recomenda-se a leitura de
Mancosu 1996 (pp. 65-91), a qual guiara a descricdo do método cartesiano nos
paragrafos seguintes deste trabalho.

%A geometria cartesiana, vale lembrar, possui ainda a vantagem de nao
necessitar restringir-se a trés dimensoes.

T Cf. Reid 1963, p. 67.
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descoberta, pelos pitagoricos, das grandezas incomensuraveis: a substituicdo do
numero pela forma, ou seja, pela representagdo diagramatica da reta (o que,
como o préprio Kline reconhece, era uma manobra compreensivel dada a
ameaca que tal descoberta representava)®.

De acordo com o proprio Descartes, qualquer problema em geometria
pode ser reduzido a termos tais que o conhecimento do comprimento de
algumas linhas é suficiente para a demonstragdo desejada. Fazendo meng¢ao ao
trabalho de Mahoney, Mancosu sintetiza as principais caracteristicas da
metodologia algébrica que se instaurou na matematica do século XVII, e que foi
adotada por Descartes em sua Géométrie: a adogcao de um simbolismo
operatdrio; uma énfase maior nas relagdes entre os objetos do que nos objetos
mesmos; e liberdade com relagdo a questdes ontoldgicas®.

Na interpretacdo que posteriormente tornou-se usual para a geometria
cartesiana, o plano euclideano torna-se uma teia uniforme de pontos
coordenados, definidos de modo univoco por sua posicdo com relagcdo a duas
linhas perpendiculares cuja intersecgao representa o marco zero do sistema,
chamado “origem”°. Um ponto é representado por um par ordenado (x,y), que
indica a sua posicdo com relagdo tanto ao eixo horizontal (x) quanto ao eixo
vertical (y) do plano. Assim, o par ordenado (3,6), por exemplo, identifica o ponto
que dista 3 unidades da origem no eixo horizontal, e 6 unidades da origem no
eixo vertical.

Tal como acontecia nos Elementos, entre este ponto e qualquer outro
diferente dele existira uma reta. Tome-se o ponto origem, de coordenadas (0,0):
entre ele e o ponto (3,6) havera uma reta, que necessariamente passara pelos
pontos (1,2) e (2,4). Isto ndo se deve mais ao ato de fragar que Euclides pedia
que se concedesse no primeiro postulado, mas sim a operagao aritmética que
relaciona as duas coordenadas (neste caso, a multiplicagdo). Pode-se notar que
nas coordenadas dos referidos pontos a posicdo y mantém uma relagao
constante com relag&o a posicédo x: 0 numero na posigao y € sempre o dobro do
numero na posigao x. Assim sendo, é possivel dizer que as coordenadas da reta
em questdo obedecem a regra y = 2x. E sera esta equacao, e ndo mais as letras

que indicavam os pontos nos Elementos (como, por exemplo, AB), o que

*® Kline 1953, p. 38.
% Mancosu 1996, p. 85.
% por esta razdo, o simbolo que indica o ponto em questdo néo é o zero, e sim a

letra ‘o0’.
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identificara esta reta. O circulo, que como a reta era ferramenta essencial para
as construgdes da geometria euclideana, na geometria analitica é apenas mais
uma linha, descrita por uma equacgéao (a saber, x? + y? = r?, onde r representa o
raio da circunferéncia, ou seja, a distancia entre o ponto que sera o centro do
circulo e qualquer ponto da circunferéncia). A linha reta e o circulo, ou a régua e
0 compasso, que por séculos determinaram o modo de se fazer geometria,
foram substituidos por sequéncias lineares e ordenadas de simbolos abstratos,
que a principio ndo guardam nenhuma relagdo com seus denotados. Isto
permitiu que problemas que representavam verdadeiros nés para os antigos —
como a determinagdo da area sob uma curva qualquer, ou a de uma tangente a
uma curva num ponto determinado — fossem atacados de maneira mais simples,
e dessem origem a uma nova e poderosa ferramenta: o calculo®".

Uma vantagem do novo simbolismo fez-se notar logo de inicio: a
possibilidade de se prolongar indefinidamente uma linha reta dada, que era
postulada por Euclides, torna-se consequéncia do proprio “nome” da reta em
Descartes. Nos Elementos a reta AB poderia ser prolongada até o ponto I desde
que este ainda nao estivesse em jogo na demonstracdo. Na Géométrie, por sua
vez, o prolongamento da reta acima até o ponto (4,8) (ou (5,10), ou ainda (6,12),
ou mesmo (124,248)) ja esta garantida desde o comego pela equacédo que a
descreve. E se porventura este ponto ja esteja sendo usado na demonstragéo,
isto &, pertenca também a alguma outra linha cuja equacédo esteja sendo
também usada, tal coincidéncia ndo apenas ndao ameaga o andamento da
demonstragdo, como pode ainda revelar-se util para a mesma. A estratégia de
Descartes se dividia em trés etapas: primeiramente, supondo a solugdo do
problema como dada, deve-se nomear as linhas que sao julgadas necessarias
para sua solugdo, ou seja, dar a cada elemento o maior numero de
caracterizagdes possivel, ja que sera o equacionamento destas o que permitira a
descoberta das magnitudes daqueles elementos que ainda ndo sdo conhecidos.
A sequir, as relagdes entre as magnitudes sdo expressas por meio de operagdes
aritméticas (adicao, subtracdo, multiplicagao, divisao e extracdo de raiz). Se uma
magnitude determinada pode ser expressa de duas maneiras diferentes, estas

podem ser equacionadas. Por fim, usa-se a algebra para solucionar as

*" Para mais detalhes a respeito do calculo integral e do calculo diferencial, que
foram métodos que surgiram em fungdo das tentativas de se solucionar,
respectivamente, os problemas mencionados, cf. Reid 1963, pp. 78-96; Kline 1980, pp.
127-138.
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equacgdles, e as magnitudes inicialmente desconhecidas passam a ser expressas
em termos daquelas ja conhecidas. Embora pouco intuitivo se comparado ao
método euclideano, o novo método permite, por sua uniformidade, um
procedimento mais objetivo, direto ao ponto que interessa. De acordo com
Descartes, tal caracteristica faltava ao método grego de se fazer geometria, pelo
que talvez eles nao tenham sido capazes de encontrar as solugbes para
determinados problemas, mesmo que, a0 menos em principio, isso estivesse ao
seu alcance®.

As demonstracbes da geometria analitica, de um modo geral, exigem
estratégias menos elaboradas, ou pelo menos ndo requerem alguma apreensao
intuitiva do que esta sendo demonstrado, para que se atinja o fim desejado.
Tudo depende de um procedimento quase mecanico, um calculo, que parte de
dados relativos a determinados pares ordenados e equagdes, bem como da
suposicao de que a solugao buscada € possivel, e apés um determinado niumero
de passos apresentara o resultado desejado em termos numeéricos, sejam eles
unidades de comprimento, de area ou de volume®.

Greaves aponta pelo menos duas vantagens do método cartesiano com
relagdo ao método descritivo da geometria euclideana: 1) a uniformidade e a
simplicidade notacional, bem como o alcance instrumental que tal simplicidade
engendra, fizeram com que as construgdes da geometria analitica ficassem em
geral mais simples do que as da geometria euclidiana; e 2) por serem gerais e
independentes de configuragdes espaciais, as equagdes da geometria analitica
fazem desaparecer a necessidade da consideracdo de casos distintos para
diferentes configuragdes que as figuras poderiam assumir, no caso da geometria

euclideana®.

%2 Mancosu 1996, p. 68.

* O método cartesiano, vale lembrar, é adequado nao apenas para operagdes
geométricas em até trés dimensdes, mas também para um numero arbitrario delas. Isto,
no entanto, apesar de possivel ndo era visto como algo dotado de sentido, uma vez que
a geometria ainda estava fortemente vinculada ao estudo do espaco tal como o intuimos,
ou seja, o0 espaco tridimensional.

% Cf. Greaves 2002, p. 37. E importante lembrar, todavia, que embora pudessem
assumir diferentes configuragdes, Euclides ndo considera diferentes casos diagramaticos
em suas demonstragdes, levando a cabo apenas uma demonstracdo para cada
problema ou teorema. Outro ponto sobre o qual cabe uma observacéao, relativo ao texto
de Greaves, diz respeito a afirmagao de que Euclides utilizaria diagramas marcados em

suas demonstragdes (com marcas para angulos retos e para identificar congruéncias).
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Mesmo que muitos tenham se oposto a adogdo dos métodos algébricos, as
alegadas vantagens do método prevaleceram, e fizeram com que fosse
questionada pela primeira vez a posicdo da geometria como “a rainha das
matematicas”. A geometria projetiva, posteriormente, rivalizou com a geometria
analitica, apontando justamente para a possibilidade de métodos ao mesmo

tempo gerais e mecéanicos em geometria sintética.

Isto, entretanto, &€ apenas uma conjetura da parte de Greaves, e como sera visto no

préximo capitulo, tudo indica que Euclides ndo se utilizava de tais recursos.
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3.3.2.

A geometria projetiva

Apesar do sucesso do método cartesiano, a clareza intuitva e a boa
fundamentacgao légica dos Elementos fazia com que alguns matematicos ainda
defendessem a adequacao dos métodos sintéticos em geometria, dada a intima
relagcdo entre estes métodos e os aspectos intuitivos relacionados ao tema da
geometria, bem como as vantagens da geometria sintética sobre a analitica no
que diz respeito a compreensdo do tema tratado. Além disso, como observa
Kline*, a estrutura dedutiva da geometria possuia uma boa reputacdo devido a
boa fundamentagao logica de seus métodos, dependente em larga medida da
axiomatizacao presente nos Elementos, enquanto que a aritmética e a algebra
nao passaram por uma estruturagcdao axiomatica daquele tipo, sendo antes um
conjunto de técnicas para a resolugdo de problemas particulares. E mesmo que
fosse possivel a traducdo da maioria dos problemas destas disciplinas em
termos geométricos, as “criaturas” oriundas das novas técnicas ndo eram vistas
com bons olhos, muito embora se revelassem Uteis para a solugao de muitos
problemas antes insoluveis (dentre tais criaturas, destacam-se os numeros
negativos e complexos, e os espagos de mais de trés dimensdes)*'.

Além da reputagdo duvidosa, os métodos algébricos ndo se mostraram
adequados para a representacdo de alguns resultados oriundos de um novo
dominio onde as figuras desempenhavam um papel central, a saber, a assim
chamada geometria projetiva, cujos principios fundamentais se devem ao
engenheiro e arquiteto Gérard Desargues (meados do século XVII). A geometria

projetiva pode ser descrita como o estudo das figuras euclideanas tal como as

%% Kline 1980, p. 125.

% para uma comparagao entre os estilos de raciocinio peculiares a geometria e a
algebra antigas, ver Hgyrup 2005.

A algebra, alias, era vista por Descartes como um mecanismo de andlise para
problemas geométricos (dai a nomenclatura “geometria analitica” para a geometria de
Descartes), e ndo como um método independente em matematica. Algebra e aritmética
tornaram-se independentes da geometria somente por volta do final do séc. XVII, mas a
proliferagdo de resultados sem uma fundamentagao logica adequada tal como a que a
geometria possuia foi uma das causas da crise de fundamentos na matematica no
século XIX. Para maiores detalhes sobre o periodo criativo que a liberdade dos
procedimentos algébricos e aritméticos ocasionou, ver o sexto capitulo da obra de Kline
supracitada.
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vemos no espago, uma vez que hasceu sob influéncia da adogao da perspectiva
nas pinturas renascentistas. Nelas o plano bidimensional das telas era
trabalhado de modo a representar o espaco tridimensional da realidade. Dito de
outro modo, ela estudava as propriedades das figuras que permaneciam
constantes quando estas eram projetadas sobre outras figuras (um quadrado,
por exemplo, mudara muitos de seus aspectos se “desenhado” sobre uma
esfera, embora preserve algumas caracteristicas basicas).

A geometria projetiva inverteu a abordagem da geometria analitica. Na
ultima partia-se dos principios para as figuras, usando a algebra como um modo
de operar sobre eles para por fim retornar as figuras para a representagao dos
resultados a que se chegava. Na primeira, por sua vez, eram as figuras os
pontos de partida, e as operagdes sobre estas € que seriam determinantes para
a interpretacao dos principios. Deste modo, algumas alteragées com relagao aos
principios da geometria euclideana foram necessarias, como sera visto adiante.

Se a énfase na métrica que a aritmética e a algebra langaram sobre a
geometria euclideana revelou-se util para a solugédo de alguns problemas, pode-
se dizer que foi este mesmo carater que trouxe empecilhos para sua utilizagao
na geometria projetiva, como sustentava Gergonne®®. O dictum cartesiano sobre
a suficiéncia do conhecimento do comprimento de algumas linhas para a solugéo
dos problemas geométricos, com efeito, deixa de ser valido para situagcdes em
que a métrica cede lugar a uma espécie de topologia, ou seja, situagbes nas
quais o que interessa sao as posigoes relativas de umas figuras com relagao a
outras (situagbes em que a visualizagdo parece imprescindivel para a
compreensao daquilo que esta sendo tratado).

De acordo com a interpretacdo de Greaves, mesmo que os matematicos
envolvidos em restaurar a primazia dos métodos sintéticos sobre os analiticos
nao tenham tido sucesso, seus esforgos ressaltaram dois pontos importantes: 1)
que os diagramas podem ser tornados independentes de uma semantica, sem
que com isso se perca o rigor demonstrativo, e 2) que operagdes graficas sobre
eles podem revelar-se tdo gerais e mecanicas quanto as da algebra®. Um dos
problemas que a geometria projetiva tentava resolver dizia respeito a falta de
generalidade do método sintético, onde a demonstracdo de cada teorema
poderia requerer uma estratégia diferente — em algebra, todavia, o método é

uniforme: a execugao repetida de transformagdes de formulas de acordo com

% Citado em Greaves 2002, p. 41.
% Greaves 2002, pp.41-42.
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determinadas regras®’. Pretendia-se criar para a geometria com diagramas um
método geral como o da algebra. Foi este o espirito que animou, ja no século
XIX, o trabalho de Poncelet, e que fez com que seu nome se tornasse um dos
mais importantes da geometria projetiva.

Veja-se mais detalhadamente a estratégia de Poncelet para a eliminagao
das distingdes de casos das demonstragbes em geometria sintética. Considere-
se 0 caso em que o diagrama de uma determinada demonstragao apresente
duas retas, AB e CD. Na geometria sintética classica*!, duas situagdes sao
possiveis para a representagdo destas retas: ou elas se intersectam num ponto
E, ou elas sao paralelas, isto &, elas nao se intersectam de todo. Sabe-se que,
na geometria euclideana, a posi¢ao relativa do ponto de intersec¢édo das retas,
bem como o angulo de inclinagdo entre elas (no caso de as retas serem
concorrentes), sdo aspectos irrelevantes, uma vez que ndao podem contar como
fontes de informacdo para a demonstracdo em curso*’. No entanto, se sdo
concorrentes, o diagrama deve apresentar seu ponto de intersecg¢ao E, e a prova
vai valer para todas as variagdes possiveis nas posicoes das retas AB e CD e do
ponto E. Todavia, ndo se podera dizer que o resultado cobre o caso de
paralelismo, visto que o diagrama explicitamente falha em representa-lo. Na
geometria analitica, porém, apenas um procedimento cobre ambas
configuragdes, uma vez que as equagdes das retas simplesmente ndo terédo
solugdo comum, no caso de paralelismo, ou possuirdo uma e apenas uma

solugao comum, no caso de concorréncia

0 Como se pode notar pela descrigdo do Livro | dos Elementos, as proposi¢oes
demonstradas convergem, por assim dizer, para as demonstragdes finais, de modo que
quase toda demonstragdo ali presente dependa da demonstragdo imediatamente
anterior. O método algébrico, por sua vez, revelou-se mais fértil porque dispensava a
necessidade de se ter sempre presente os significados dos termos com os quais se
lidava, possibilitando um procedimento quase automatico. Com isso, tornou-se possivel
alcangar resultados para além daqueles que seriam intuitivamente concebiveis —
caracteristica que se revelou de vital importancia para os desenvolvimentos da geometria
no século XIX.

*' A denominagao de “geometria sintética classica” esta sendo adotada aqui para
que se evite atribuir & geometria euclideana propriamente dita (que esta sendo entendida
como parte daquela) procedimentos que ndo foram efetivamente usados nos Elementos,
como por exemplo o tratamento de casos distintos.

*2 Mais detalhes sobre os aspectos do diagrama que podem ou que ndo podem

ser utilizados nas demonstragdes serdo dados no capitulo seguinte do presente trabalho.
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O objetivo de Poncelet era aumentar o poder do método sintético de modo
que um diagrama apenas servisse para ambos os casos, tal como faziam as
equagles algébricas no método analitico. Assim, baseando-se no assim
chamado principio de continuidade*®, que ele préprio formulara, e tomando
emprestada dos métodos algébricos a possibilidade de utilizar elementos para os
quais ndo ha interpretacao intuitiva (no caso, os elementos imaginarios da
algebra), Poncelet criou uma representagdo diagramatica que englobava ambos
os casos. Nesta, o ponto E jaz fora das retas, mas mesmo assim faz o papel de
ponto de intersecgdo delas: ele € um ponto imaginario cuja posigado esta no
infinito. Deste modo, tanto um diagrama de duas linhas que nao se intersectam
servira para provar um resultado para casos de intersec¢do, quanto um
diagrama de duas linhas concorrentes servira para o caso de paralelismo —
afinal, o ponto que aparece no diagrama é um elemento simbdlico, utilizado para
fins de demonstracdo, e que portanto pode ou ndo possuir uma referéncia. Tal
como um diagrama para reductio, em Euclides, sua funcdo €& permitir
determinados passos nas demonstragoes.

De acordo com Greaves, a estratégia de Poncelet resultou numa mudanca
drastica com relagcdo a interpretacdo dos diagramas geométricos e,
consequentemente, ao alegado tema da geometria. Ao propor os diagramas
como signos complexos sobre 0s quais uma determinada gama de variagdes €
permitida sem prejuizo para a situagao por eles representada, Poncelet ataca a
tese tacita, mas presente na maior parte das criticas a falta de generalidade nas
demonstragdes euclideanas, segundo a qual ha uma correspondéncia um-a-um
entre os diagramas e seus denotados. Rompe-se, assim, com a visdo da
geometria como uma ciéncia a respeito de um dominio de entidades cujas
propriedades basicas sao intuitivamente asseguradas, e dos diagramas como
meras ilustragbes dos objetos da geometria. Os diagramas de Poncelet ndo séo,
como os da geometria Euclideana, figuras construtiveis com régua e compasso.

Eles sdo antes simbolos abstratos, convencionais, € ndo candidatos naturais

* Em linhas gerais, este principio estabelece que, se um diagrama satisfaz um
conjunto de condigdes iniciais, um determinado conjunto de transformag¢des em algumas
de suas partes sera tal que as propriedades que valiam para as condigdes iniciais do
diagrama continuardo valendo para as suas versdes modificadas. Em Kline 1980 (p.
164), encontra-se a alegagéo de que Poncelet teria se valido de métodos algébricos para
justificar o principio antes de utiliza-lo, o que revela o quanto estes métodos estavam se

tornando centrais na matematica da época.
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para a representacdo de uma situagao especifica.

No entanto, o choque na visao tradicional a respeito do tema da geometria
causado pelo trabalho de Poncelet, acabou resultando em um maior descaso
com relagcédo ao uso de diagramas em provas geométricas. As dificuldades de se
encontrar representacbes adequadas para casos envolvendo paralelismo, ou de
fundamentar os objetos imaginarios introduzidos no sistema, contribuiram para
que a geometria comegasse a ser vista como uma ciéncia de estruturas formais,
para a qual qualquer relagdo com a realidade é irrelevante. Como, por outro
lado, nenhuma investigacao de carater filoséfico a respeito do papel dos
diagramas nas demonstragbes foi levado a cabo, os resultados da geometria
projetiva acabaram por acelerar o desaparecimento do diagrama no ambito das
demonstragdes. Isto porque a independéncia da geometria com relagdo a
intuicao foi mais facilmente percebida do que o carater simbdlico, convencional,
que os diagramas podem possuir. O que os mantinha em uso era a suposicao de
que, em certo sentido, eles eram (ou representavam suficientemente) os objetos
sobre os quais a geometria versava. Como a manipulagado dos diagramas como
simbolos complexos tampouco se revelou uma tarefa simples, a tentativa de
resgata-los acabou por acelerar seu ocaso nas demonstragdes geométricas. Um
indicio desta atitude pode ser percebido nos tratamentos dados a geometria
projetiva a partir de entdo: na maioria deles ndo ha um diagrama sequer, e as
demonstracdes séo levadas a cabo de maneira exclusivamente algébrica. Assim,
0 sucesso dos métodos analiticos, que se revelaram uteis até mesmo para a
prépria geometria projetiva*, acabou por ofuscar a tentativa de resgate dos
meétodos sintéticos, os quais seriam ainda mais prejudicados com as
transformagdes que a geometria viria a sofrer até o final daquele século.

De fato, o panorama que comecgava a se delinear era de crise. Quando a
relacdo da matematica com a realidade passa a ser questionada, surgem
questdes quanto a sua justificabilidade. Ora, se antes a geometria era tida como
uma ciéncia consistente por partir de principios intuitivamente claros, a partir do
momento que a intuicdo sai de cena, algum outro parametro deve assumir seu
lugar. A geometria projetiva, contudo, ndo foi a Unica responsavel pelo

rompimento com a visao tradicional segundo a qual as teorias matematicas em

4 Veja-se, por exemplo, o desenvolvimento dos sistemas duais de geometria
(devido a Plucker), nos quais as interpretagbes para determinados termos primitivos sao
invertidas (o que é ponto, por exemplo, em um sistema torna-se linha no outro, e vice-

versa), sem que com isso os resultados sejam invalidados.
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geral, e a geometria em particular, possuem como pontos de partida verdades
evidentes acerca do mundo. Em realidade, a principal mudanca por ela
engendrada foi ter tirado os diagramas do posto de representantes par
excellence das entidades geométricas. Até entdo, os axiomas*® da geometria
eram vistos como verdades acerca do comportamento de determinadas figuras
no espago, e os diagramas como representagdes (ainda que imperfeitas) delas.
Mas, embora os diagramas tenham ganhado um carater convencional, tal como
os simbolos da algebra, os axiomas das teorias geométricas ainda eram vistos
como verdadeiros acerca de algo, e ndo meras convengdes. Em certo sentido,
pode-se dizer que o0 advento da geometria projetiva livrou a linguagem da
geometria de sua relagdo com o mundo fisico, mas ainda foram necessarias
outras transformagdes para que seus axiomas seguissem 0 mesmo caminho. A

descricao destas transformacgdes € o objetivo da préxima secao.

* A partir deste capitulo, a terminologia sofrer& uma pequena alteracao.
Doravante, a palavra “axioma” sera utilizada para fazer referéncia, indistintamente, aos
principios que Euclides classificava como postulados e nogdes comuns. “Postulado” sera
utilizado apenas em contextos especificos onde houver o contraste com a obra de

Euclides.
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3.3.3.

As geometrias ndo-euclideanas

O surgimento das geometrias n&o-euclideanas no século XIX foi o resultado de
uma longa historia de controvérsias a respeito do postulado das paralelas, a qual
remonta aos tempos imediatamente posteriores a sua formulagdo. Foi objetivo
dos comentadores durante um longo periodo de tempo, como ja foi dito, tentar
se livrar do quinto postulado mostrando que ele pode ser demonstrado a partir
dos demais axiomas. O primeiro a se dedicar a esta tarefa, de acordo com
Proclo, foi Ptolomeu. O préprio Proclo também oferece em seu comentario uma
tentativa de demonstra-lo. Apés ele, muitos outros seguiram o mesmo caminho.
Este foi o caso de Saccheri, Lambert e Legendre, todos ja na era moderna, de
meados do século XVII até o comeco do século XIX. Todos eles falharam com
relacdo ao objetivo de provar a dependéncia do quinto postulado. De um modo
ou de outro, suas demonstragdes utilizavam principios que eram equivalentes a
ele.

A tentativa de Proclo foi infrutifera porque assumia pressupostos que se
revelam dependentes do quinto postulado. Talvez influenciado pelo diagrama, se
possa pensar que da definicdo de paralelas que Euclides apresenta (a saber, de
retas que nao possuem pontos em comum) se siga que elas permanecem a uma
distancia constante uma da outra. Este foi o erro de Proclo. Sua proposigao
estabelece que, se duas retas s&o paralelas, uma perpendicular a uma delas
também sera perpendicular a outra, ou, em outras palavras, uma reta que corte
uma delas também cortara a outra. Para o sucesso da demonstragdo, no
entanto, deve-se pressupor que as retas em questao ndo se afastam uma da
outra. Isto, todavia, ndo fica assegurado pelo simples fato de que elas nado
possuem ponto em comum, uma vez que duas hipérboles podem n&o possuir
ponto em comum sem que a distancia entre as mesmas permane¢ca a mesma
em todos os pontos. Esta € uma propriedade que sé pode ser demonstrada com
o auxilio do quinto postulado ou de um equivalente.

Saccheri e Lambert deram os primeiros passos em uma nova direcao:
tentar uma prova indireta da dependéncia do quinto postulado. Procuraram
derivar uma contradicdo a partir da substituicdo do quinto postulado por um
enunciado equivalente a sua negacdo. O maximo a que chegaram foi a
enunciados contra-intuitivos. Com isso, Saccheri pensou ter provado
indiretamente o postulado das paralelas. Lambert, por sua vez, mesmo tendo

chegado a resultados semelhantes, ndo caiu no mesmo engano de Saccheri, e
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nao sustentou ter provado o postulado. Com efeito, algo que contradiga os
dados da intuicdo ndo é uma contradicao légica, como deveria ser o caso para
que houvesse de fato uma prova nos moldes da reductio ad absurdum. Ja no
comeco do século XIX, Legendre caiu no mesmo engano de seus antecessores,
a saber, pensou ter provado o postulado quando na verdade o tinha substituido
por afirmagdes equivalentes.

Deste modo, a teoria das paralelas tornou-se um dos problemas centrais
na geometria do século XIX. Dentre os que se dedicaram ao estudo do tema
nesta época destacam-se, além do ja mencionado Legendre, Gauss, Lagrange,
D’Alembert, Wachter, Schweikart, Farkas Bélyai e seu filho, Janos Bodlyai, e
Lobacevskii. Gauss foi um dos primeiros a abandonar as tentativas de provar o
quinto postulado e comecar a extrair consequéncias de sua negacgao, por volta
de 1813 — pelo que por vezes se atribui a ele a criagdo das geometrias nao-
euclideanas. O mesmo caminho seguiram Schweikart e Taurinus. Este ultimo foi
O Unico a publicar seus resultados, como elementos de uma nova geometria,
mas ele préprio duvidava da possibilidade de tal teoria.

Foi apenas em 1823 que o problema do quinto postulado ganhou uma
solugdo, ou que alguém ousou acreditar nela, ja& que Gauss e Bdlyai ja tinham
alcangado resultados semelhantes. Lobacevskii havia trabalhado alguns anos no
problema, e apds ter, como os outros, tentado dar uma prova para o quinto
postulado, percebeu que o0 mesmo nao continha a “verdade” que se lhe queria
atribuir, afinal, ndo podia ser provado por dedugdo, mas apenas, segundo
acreditava Lobacevskii, por meio de experimento. Ele seguiu os passos de
Saccheri e Lambert, derivando consequéncias da negacado do quinto postulado
tanto quanto lhe permitiam as regras de derivagdo e a auséncia de contradi¢ao
I6gica. O novo postulado assegurava que por um ponto exterior a uma reta dada
passam pelo menos duas paralelas. Se este postulado contradissesse os
demais, se chegaria a alguma contradigdo légica no curso das dedugdes. Assim,
0 quinto postulado seria provado indiretamente. No entanto, se a sua negagéao
nao se mostrasse contraditéria com os demais postulados, ficaria demonstrado
que ele é independente dos demais, e que se poderia desenvolver uma cadeia
de consequéncias tomando a sua negag¢ao como postulado. Lobacevskii chamou
de imaginaria a geometria criada a partir deste processo dedutivo, afinal ndo
concebia para ela uma aplicagao possivel ao espaco fisico. Nao obstante este
fato, seu trabalho foi o precedente das assim chamadas geometrias néo-
euclideanas, que se diferenciam entre si, de maneira geral, pelo tratamento dado

a negacao do quinto postulado da geometria euclideana em cada uma delas.
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Retomando os Elementos, o Post. 5 estabelece uma relagcdo entre a
interseccao entre duas retas e a magnitude dos angulos que elas formam com
uma terceira. Ja em sua formulagdo mais usual, devida a Playfair, o postulado
estabelece que por um ponto externo passa apenas uma paralela a uma reta
dada, o que o torna mais digno de ser chamado “postulado das paralelas”. A
formulagdo de Euclides e a de Playfair sdo consideradas equivalentes, muito
embora a ultima inclua uma clausula de unicidade da paralela que nao pode ser
deduzida diretamente do primeiro. Por conta disso, este postulado pode ser
negado de duas maneiras: 1) estabelecendo que ha retas que obedecem as
relagdes de magnitude entre os angulos mencionados, mas que no entanto ndo
se encontram, 0 que seria uma maneira de se negar mais diretamente a
formulagao euclideana; ou 2) estabelecendo que por tal ponto externo: 2a) nao
passa nenhuma paralela a reta dada, ou 2b) passam varias. Tanto 2a) quanto
2b) podem ser vistas como contradizendo a formulagdo de Playfair, mas nao
parecem contradizer diretamente o quinto postulado tal como formulado por
Euclides — uma vez que este ndo menciona paralelas, deixando em aberto se
elas sdo Unicas, e até mesmo se existem ou ndo. Como sera visto adiante, no
entanto, a primeira variante da segunda maneira de se negar o postulado
contradiz os demais principios. Deste modo, o surgimento de outra geometria a
partir de 2a) requer modificagbes ndo apenas no postulado em questdo, como
também em outros principios.

A versao alternativa do quinto postulado apresentada em 1), bem como em
2a), é aquela adotada na geometria hiperbdlica. A versdo presente em 2b), por
sua vez, deu origem a geometria eliptica. Criada por Riemann, por volta de 1860,
0 seu substituto para o quinto postulado euclideano assegura que duas retas
sempre se encontrardo, ou seja, que nao existem paralelas tal como definidas
em Euclides. A simples substituicdo do quinto postulado euclideano por este, no
entanto, daria origem a uma geometria inconsistente. Para que se entenda
melhor esta afirmacio, sdo necessarios alguns esclarecimentos a respeito do
restante do sistema euclideano, ou seja, daqueles principios e resultados que
nao pressupdem o quinto postulado.

No Livro | dos Elementos, tais resultados incluem as 28 primeiras
proposi¢cdes demonstradas, ja que a primeira utilizagdo do referido postulado
acontece em [,29. Até 1,28, sabe-se que angulos alternos internos iguais,
formados por duas retas com uma transversal, implicam paralelismo. Mais ainda,
a proposicao 1,31, que apresenta a construgao de uma paralela a uma reta dada,

também n&o depende do quinto postulado — ela poderia ter sido apresentada
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imediatamente apds 1,27, o que tornaria possivel, neste fragmento de geometria
euclideana sem o quinto postulado, a construgdo de uma paralela. O postulado
apenas é utilizado quando se trata de demonstrar que a paralela a uma reta
dada, por um ponto externo dado, é unica. Em suma, em Euclides o postulado
das paralelas ndo é usado para a propria construgdo da paralela*®! Como, no
entanto, ele é utilizado na demonstragao da unicidade da paralela, deve-se dizer
que é neste ponto que a geometria de Euclides e a de Lobacevskii diferem — na
geometria hiperbdlica, conforme descrito acima, a paralela nao é unica.

Ja no caso da geometria eliptica, as diferengas com relagao a Euclides
surgem bem antes. Como foi dito, nesta geometria ndo existem paralelas. Isto,
no entanto, contradiz os principios da geometria neutra, uma vez que, € possivel
deduzir a existéncia de paralelas apenas dos quatro primeiros postulados.
Adicionar um postulado que negue tal resultado obviamente acarretaria
inconsisténcia. Por conta disso, algumas mudancgas adicionais séo requeridas
para a construcdo da geometria eliptica. O modelo usual para a geometria
eliptica é a superficie de uma esfera. Sobre tal superficie, uma reta deve ser
entendida em termos de circulos maximos. Como estes necessariamente se
intersectam em dois pontos, deve-se também entender de outra maneira a
existéncia das retas: elas ndo sdo univocamente determinadas por dois pontos
quaisquer, uma vez que por aqueles pontos que podem ser considerados polos
da esfera passarao infinitas “retas”, no sentido definido. Além disso, as retas nao
sdo prolongaveis indefinidamente, e relagdes de estar entre, propriedades de
tridangulos e mais um significativo numero de resultados também devem ser
modificados. Em especial aqui, a existéncia de paralelas, demonstrada sem o
postulado euclideano, ndo pode ser aceita, pois quaisquer duas retas se
encontrardao em dois pontos distintos. Isto implica que o simples acréscimo do
axioma da geometria eliptica aos da geometria neutra resultaria numa teoria
inconsistente. Por esta razdo, alguns dos principios, tais como a propria

definicdo de paralela, tiveram de sofrer alteracdes a fim de que fosse possivel

6 Atualmente, aqueles resultados que podem ser obtidos sem o uso do quinto
postulado constituem o fragmento chamado de geometria neutra (cf. Greenberg 1972,
pp. 95-98). Tal denominacao foi aqui evitada, no entanto, porque os axiomas deste
fragmento sdo retirados da geometria de Hilbert, e ndo da geometria euclideana. E os
axiomas de Hilbert, como sera visto adiante, diferem bastante dos de Euclides. A
diferenga mais significativa € a auséncia de um equivalente para o quarto postulado

euclideano.
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esta outra nova geometria.

O ponto que diferencia a geometria euclideana da hiperbdlica, e mesmo da
neutra, € a possivel quantidade de paralelas por um ponto. Mas o que a
diferencia da eliptica envolve ainda a nocado de perpendicular. Afinal, a
demonstragao 1,31, de Euclides, depende apenas de |,27-28, que estabelecem
apenas que angulos alternos internos iguais, formados por duas retas e uma
concorrente, implicam paralelismo. Como é possivel, sem o quinto postulado,
construir uma perpendicular a uma reta a partir de um ponto externo a ela (1,12),
a aplicagdo da mesma construgcdo a esta reta perpendicular resultara uma
configuragcdo na qual duas retas, cortadas por uma terceira (a perpendicular),
possuem os angulos alternos internos iguais (afinal trata-se de angulos retos),
pelo que pode-se dizer que a reta dada é paralela a segunda perpendicular
construida.

De fato, 1,31 depende de 1,27, que por sua vez depende de 1,16 (teorema
do angulo externo), que estabelece um resultado que nao é valido em geral na
geometria eliptica — pois 0 ponto F, que esta sobre a reta bissetriz do lado AC do
triangulo, ndo necessariamente cai no interior do angulo ABC, pois ele pode ser

0 polo oposto de B, e assim estar sobre o prolongamento de BC.

Este resultado remonta a 1,9, que constréi a bissetriz de um angulo, e
supde a existéncia de um ponto semelhante ao ponto F acima, no interior do
angulo. Por conta de tais demonstracoes, Greenberg é levado a afirmar que
demonstragdes como 1,16 sdo exemplos dos perigos que o uso dos diagramas
pode trazer ao raciocinio dedutivo. E de se perguntar, no entanto, se tais criticas
fazem sentido numa reconstru¢ao mais fiel da geometria euclideana, para a qual
casos como estes sdo aceitos ndo apenas em fungédo do diagrama, mas também
por conta de assungdes como a de que as magnitudes tratadas sejam sempre
estritamente positivas, de maneira que colapsos de linhas como o que é acima

sugerido ndo seriam casos legitimos. Esta discussdo sera retomada
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posteriormente. Por ora, deve-se voltar a atengao para as consequéncias, para a
geometria euclideana, do surgimento de geometrias alternativas a ela.

Com a demonstracado da possibilidade de tais geometrias alternativas, a
geometria poderia ser vista como independente de sua relagdo com o espaco,
muito embora o préprio Lobacevskii, por exemplo, ndo visse a sua geometria tal
como alguém familiarizado com as teorias axiomaticas formais poderia ver. Seu
interesse estava mesmo em descobrir algo sobre as caracteristicas do espago
real, uma vez que para ele as verdades da geometria eram como as da fisica, e
deveriam ser verificadas por experimento. Para ele a derivagcdo de
consequéncias da negacgdo do quinto postulado estava legitimada apenas na
medida em que poderiam ser Uteis na indicagdo do caminho que deveriam seguir
0s experimentos para tornar a geometria uma ciéncia mais precisa.

Estava aberto um novo caminho. Em vez de geometria, geometrias. Em
lugar da relacdo com o espaco fisico, a consisténcia légica como fundamento.
Mas, ja nas ultimas décadas do século, ainda eram poucos 0s que se animavam
a trilhar o novo caminho. A geometria euclideana ainda era, na pratica, a
geometria. Como as geometrias ndo-euclideanas ndao eram tidas como fundadas
em propriedades intuitivas do espaco, provar a consisténcia de cada uma delas
era uma necessidade para que as mesmas se tornassem mais que meras
“criagcBes légicas”, como eram consideradas até mesmo por seus idealizadores.

Era necessario, ao menos, que fosse oferecida uma demonstracao de
consisténcia relativa, isto €, uma demonstragdo de que as novas geometrias séo
consistentes se outra teoria que as incorpore também for. Dada a natureza do
problema, e o fato de que, até entdo, a geometria euclideana era tida como o
ramo da matematica mais bem fundamentado, por alicercar-se em principios
intuitivos e evidentes, seria ela o parametro para a consisténcia das demais*’. A
estratégia utilizada para provar a consisténcia das geometrias ndo-euclideanas
consistiu em oferecer modelos, na geometria euclideana, que satisfagam os
axiomas das novas geometrias. A tarefa de provar a consisténcia das novas
geometrias se dedicaram matematicos como Beltrami, Klein, Cayley, Poincaré e
Riemann.

Um dos modelos utilizados para a demonstragdo da consisténcia da
geometria eliptica, como sugerido acima, foi a superficie de uma esfera. Sem

entrar em maiores detalhes, a demonstragdo baseia-se sobre o fato de que os

*" Com efeito, nos séculos XVII e XVIII, por exemplo, ela ja havia sido cogitada

como base para a demonstracdo da consisténcia da algebra e da analise.
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circulos maximos de uma esfera, que representam as retas da geometria
eliptica, comportam-se de acordo com o que é estipulado pelas proposi¢coes dos
Elementos. Assim, se ha alguma inconsisténcia na geometria eliptica, cujo
modelo é a superficie da esfera, também havera inconsisténcia na geometria de
Euclides, dado que os axiomas e teoremas da geometria eliptica neste modelo
podem ser traduzidos em teoremas da geometria euclideana.

A geometria hiperbdlica, por sua vez, teve sua consisténcia demonstrada
de maneira mais engenhosa. Uma das razdes diz respeito ao fato de que néo
ha, como no caso anterior, um candidato natural a modelo da geometria
hiperbolica na geometria euclideana. Como, no entanto, tudo indicava que o
postulado das paralelas era independente dos demais*, a sua negacdo também
nao poderia revelar-se contraditéria com relagdo a eles. Se assim fosse, isto
indicaria que os outros quatro seriam suficientes para deduzir o postulado das
paralelas como teorema. Mas os esforcos de Saccheri e Lambert revelaram-se
vaos neste sentido. Disso se segue que a independéncia do quinto postulado
fica assegurada uma vez que se demonstre que a consisténcia da geometria
euclideana implica a consisténcia da geometria hiperbdlica.

Num dos modelos escolhidos para a demonstracéo, devido a Klein, o plano
hiperbdlico é interpretado como a area de um circulo no plano euclideano. Os
pontos na circunferéncia sdo considerados externos ao plano hiperbdlico, e as
retas sdo tidas como cordas (segmentos que ligam pontos na circunferéncia do
circulo, os quais, por estarem fora do plano hiperbdlico, caracterizam tais cordas
como abertas) que ligam estes pontos entre si.

Valerdo também os teoremas euclideanos para o interior do circulo,
embora algumas alteragdes devam ser feitas quando se trata da congruéncia de
angulos e areas*. Todas as modificacdes, entretanto, sdo feitas de modo que os
termos primitivos da geometria hiperbdlica substituem os seus equivalentes

euclideanos na interpretacao dos termos definidos. Assim, na definicdo de

*8 Como bem observa Greenberg, tanto Lobacevskii, quanto Bolyai e Taurinus
desenvolveram uma trigonometria hiperbdlica a partir da trigonometria tradicional, de
modo que qualquer problema de consisténcia com a primeira implicaria inconsisténcia da
ultima (Greenberg 1972, p. 184).

49 Alteragbes que, vale lembrar, também s&o necessarias no modelo eliptico.
Afinal, a soma dos angulos internos de um tridngulo, por exemplo, sera maior que dois
retos na geometria eliptica, e menor na hiperbdlica. Outra curiosidade: na geometria
hiperbdlica vale, para identidade de tridngulos, o critério angulo-angulo-angulo (que na

geometria euclideana implica apenas similaridade, mas n&o identidade).
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“paralelas” todas as ocorréncias do termo “reta” sdo substituidas por “corda
aberta”. Todos os axiomas da geometria hiperbdlica podem ser demonstrados
como teoremas da geometria euclideana, de modo que a demonstracéo de uma
contradi¢cdo na primeira implica que a mesma contradicdo pode ser derivada na
ultima. Fica assim estabelecida a consisténcia da geometria hiperbdlica
relativamente & geometria euclideana®.

Tais provas de consisténcia, entretanto, ndo terdo valor se a consisténcia
da propria geometria euclideana estiver sob suspeita. Com os sucessivos
impactos causados pelas transformagbes descritas, ao final do século XIX a
geometria euclideana de fato ja ndo desfrutava da mesma reputagdo de antes.
Nesta época, Klein também mostrou que todas as diferentes geometrias podem
ser vistas como partes da geometria projetiva. O que as diferencia entre si é o
tratamento que cada uma da a nogao de congruéncia. Além disso, Greaves
observa que alguns resultados em analise — como a descoberta de fungdes
continuas nao-diferenciaveis, por Weierstrass, e a demonstracdo da
impossibilidade da trisseccdo de um angulo na geometria euclideana, por
Wantzel — langavam mais suspeitas sobre a confiabilidade que a intuigdo
geométrica pode possuir, bem como apontavam mais vantagens do método
analitico sobre o sintético, ja que a referida demonstracéo n&o é possivel com os
meios disponiveis em Euclides®. Além disso, de acordo com Kline, o fato de
sempre haverem termos primitivos nas teorias axiomaticas faz com que
aplicagdes totalmente diferentes sejam possiveis para a mesma teoria,
dependendo da interpretacdo que se quer dar a tais termos®2. A observacdo de
Kline pode sugerir que, num sistema que langasse mao de diagramas, uma
configuragao diagramatica utilizada para provar que a soma dos angulos de um
tridangulo é igual a dois retos também pode ser utilizada para provar que tal soma
€ maior ou menor que isso, pois 0 que muda de um caso para outro diz respeito
apenas aos principios adotados com relagdo a medidas de angulos e
paralelismo.

Por conta de todas estas inovagdes descritas, a geometria necessitava
passar por uma espécie de reforma. Sua situagcdo nao era tdo grave quanto a da
analise, uma vez que seus conceitos e métodos nao eram tidos como obscuros,

nem deram origem a contradi¢des. Mas uma melhoria da linguagem, algumas

*® Para maiores detalhes da demonstragao, cf. Greenberg 1972, pp. 184-190.
*! Greaves 2002, p. 61.
%2 Cf. Kline 1980, p. 181.
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adi¢cdes aos principios, e sobretudo reparos onde a visualizagdo do diagrama
supria a falta de principios seriam mais que bem-vindos. A tarefa de reconstruir a
geometria euclideana se dedicaram Pasch, Veronese, Pieri e Hilbert, seguindo
um movimento de rigorizagdo que ja havia se iniciado no ambito da andlise, e

que sera descrito a seguir.
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3.3.4.

A crise de fundamentos

As mudangas ocasionadas na matematica pelo surgimento da geometria
analitica vao muito além do dmbito da geometria. Com o advento do calculo, e a
possibilidade de se utilizar métodos da geometria e da algebra para investigar
propriedades dos numeros reais, bem como dos métodos da algebra para
estudar propriedades do mundo fisico (os diagramas, vale lembrar, eram vistos
como instancias fisicas, representagdes aproximadas do que seriam as
instancias dos conceitos geométricos — sem que se tivesse claro quais seriam
estas instancias), um universo cheio de criaturas estranhas também havia se
formado no ambito da analise. Quando Weierstrass deu um exemplo de uma
funcao continua mas nao-diferenciavel em nenhum ponto, por exemplo, reforcou
a convicgdo de que as aparéncias ndo sao suficientes para assegurar resultados
matematicos — uma vez que, por sugestdo da representacdo grafica de uma
funcao continua, pensava-se que toda fungao deste tipo era diferenciavel, isto é,
em sua representacao grafica, sua curva sempre deveria possuir uma tangente,
exceto em pontos isolados (picos). Em geometria, como foi visto, foram as
criticas as demonstragdes de Euclides e a criacdo de novas geometrias que
alertaram para este fato. De um lado e de outro, as ameacgas provinham da
confianga sugerida por aspectos visuais (das figuras geométricas, no ultimo
caso, e das representacdes graficas para as fungdes continuas, no primeiro). A
proliferacdo de resultados e de polémicas em diversos ramos da matematica fez
surgir, assim, a necessidade de uma revisao de seus fundamentos.

Ao descrever o estado de coisas na matematica dos séculos que
antecedem a crise de fundamentos (séculos XVII e XVIII), Kline ilustra bem a
tbnica que até entdo animava os estudiosos. Os matematicos desta época, diz
ele, eram “seduzidos por férmulas”, a tal ponto que a mera derivagdo de umas a
partir de outras por métodos como o calculo integral ou diferencial ja era
suficiente para que se aceitasse um resultado®. Os motivos por tras de tal
atitude envolvem, dentre outras coisas, 0 sucesso da aplicagdo dos novos
métodos da matematica a fendmenos fisicos. A correspondéncia aos fatos
empiricos era, neste contexto, uma substituta para a demonstracao rigorosa dos
resultados matematicos.

A euforia desta geragao, embora tivesse proporcionado a descoberta de

%% Kline 1980, p. 168.
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muitos resultados, também foi responsavel por uma relativa desordem no ambito
da teoria de numeros. “A fascinagao pelo simbolismo sobrepujou e consumiu sua
razao”, diz Kline, que apesar de reconhecer este fato, ainda assim enaltece esta
geracao de matematicos por terem tido a coragem de se aventurar em todas as
diregbes possiveis, embora sem muita atencdo para a consisténcia de seus
métodos. Assim, em meados do século XVII, iniciam-se debates a respeito dos
fundamentos para os métodos do calculo (que envolvem o sistema dos numeros
reais e a algebra), uma vez que nog¢des como as de numero negativo e de
numero complexo ndo eram vistas com bons olhos. Estes debates receberam
énfase quando as geometrias nao-euclideanas abalaram a crenga na relagéo
entre a matematica e o mundo fisico. Pois, embora ainda fossem consideradas
meras criagdes logicas, as geometrias ndo-euclideanas ja eram um alerta de que
as proposi¢coes da matematica e as verdades do mundo ndo necessariamente
coincidem.

Mesmo que os métodos utilizados pela teoria de numeros fossem
considerados mais independentes da experiéncia que os da geometria, a analise
ainda nao estava livre dos perigos que a confianga na intuicdo poderia suscitar.
Neste contexto, a ameacga estava em confiar nos métodos do calculo baseando-
se apenas no sucesso de sua aplicagao para interpretar e predizer fenbmenos
fisicos em mecénica, dinamica, eletricidade e engenharia. De fato, a evidéncia
intuitiva ou o sucesso na aplicagdo empirica dos resultados ja ndo significava
muito, uma vez que as novas geometrias, por mais contra-intuitivas que
pudessem parecer, ndo se revelavam contraditérias — o que lhes assegurava o
carater de teorias matematicas.

A impossibilidade da derivacdo de contradigdes (se ndo em um sentido
absoluto, pelo menos com relagdo a teoria mais aceita acerca do assunto) a
partir dos axiomas, assim, passava a ser o parametro para a aceitagdo de
teorias. Além disso, passou-se a dar mais importancia a outras propriedades dos
sistemas axiomaticos, como a independéncia de seus axiomas (o conjunto de
axiomas escolhido deve ser econd6mico a tal ponto que seja impossivel a
deducio de um axioma a partir dos demais). Assim, além de ter sua consisténcia
demonstrada, os axiomas de uma teoria devem ser demonstrados

independentes entre si®*. A questdo da independéncia dos axiomas, vale

* A demonstragcdo da independéncia de um axioma é feita por meio da

apresentacdo de modelos que satisfagam os axiomas restantes, mas nao satisfagam o

axioma testado. Como se pode deduzir qualquer coisa a partir de uma contradigéo,
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lembrar, ndo pode ser vista como equiparavel a questdo da consisténcia. A
independéncia dos axiomas € um aspecto que néo interfere na validade de uma
teoria axiomatica. Seu ponto é relativo a economia e elegancia do sistema, mas
nao a sua legitimidade enquanto sistema dedutivo.

Inicia-se, com isso, uma fase de profundas transformacdes nas teorias
matematicas, originadas da necessidade de se adequar as teorias a estes novos
requisitos. As mudancas poderiam ser observadas tanto com relagcdo a
linguagem quanto com relagédo aos métodos e ao carater das teorias. Alguns
matematicos perceberam a necessidade de um trabalho de rigorizacdo e
fundamentacgao légica das teorias a fim de afastar os inconvenientes trazidos
pela intuicdo, e ao mesmo tempo legitimizar os conceitos e métodos da analise.
Com vistas efetuar esta tarefa, surge no século XIX o chamado movimento
critico — no qual se inserem, ao longo de todo aquele século, figuras como
Bolzano, Abel, Cauchy, Weierstrass, Dedekind, Cantor e Peano.

Os trés primeiros tentaram fundamentar a analise sobre a nogao de
nimero®. A geometria, como foi visto, ja havia tido sua reputagdo maculada pela
descoberta de geometrias alternativas, e embora ainda nédo se duvidasse da sua
consisténcia, sabia-se que a geometria de Euclides também ndo se adequava a

nova nogao de rigor, e ndo poderia, portanto, constituir uma base segura®. Mas

explica-se por que o teste de consisténcia deve ter sido efetuado antes do de
independéncia. Além da consisténcia e da dependéncia dos axiomas, outras
caracteristicas, tais como simplicidade e relevancia, podem ser utilizadas para classificar
sistemas axiomaticos. Comparando sistemas axiomaticos a conjuntos de regras que
definem um jogo, Reid faz uma analogia que ajuda a entender a natureza do método
axiomatico. Se o conjunto de regras é tal que muitas excegbes podem ser apontadas, ele
nao é simples. Se ha regras desnecessarias, que podem ser derivadas da aplicagao das
demais, as regras nao sdo independentes, e portanto falta economia. Se uma regra
permite o que outra proibe, o conjunto de regras € inconsistente. Se, finalmente, mesmo
que o conjunto de regras possua todas as caracteristicas necessarias, o jogo é tdo sem-
graga que mesmo a vitoria nao traz satisfacdo, o conjunto de regras ndo caracteriza um
jogo relevante ou importante (Reid 1963, p. 25).

** Num movimento que Detlefsen denomina “des-geometrizagdo” — mais que
aritmetizagéo — da analise (Detlefsen 2008, p. 182).

% Embora os trabalhos sobre as geometrias alternativas ainda ndo fossem
amplamente conhecidos, os estudiosos ja estavam cientes da sua possibilidade (logica,
ao menos), e talvez isso ja fosse suficiente para que a geometria ndo fosse considerada

uma boa candidata a fundamento da matematica. Cf. Kline 1980, p. 174.
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mesmo que Bolzano, Abel e Cauchy, e depois deles, Weierstrass (ja por volta de
1860), Cantor e Dedekind (na década seguinte), tenham tido sucesso em
clarificar os conceitos e métodos da analise recorrendo aos metodos da
aritmética, eles nao obtiveram sucesso na rigorizagdo da teoria de numeros
como um todo por conta da falta de clareza a respeito da nogcao de numero
racional, necessaria para a definicdo dos irracionais e consequentemente para o
entendimento dos numeros reais como um todo. Todos eles tomaram por
garantidas as propriedades dos numeros racionais e as estenderam, mudando o
que devia ser mudado, aos numeros irracionais. A assim chamada
“aritmetizacdo da andlise”, ou a eliminagao dos infinitésimos, sé foi alcancada
por obra de Peano, que utilizando-se de resultados ja alcangados por Dedekind,
estabeleceu axiomaticamente as propriedades dos numeros inteiros positivos e
delas derivou o conceito de numero racional.

No que diz respeito a geometria, mesmo que as geometrias nao-
euclideanas também tivessem sido demonstradas consistentes relativamente a
geometria euclideana neste interim, a consisténcia desta ainda era tomada por
garantida apenas em virtude de sua relagdo com o espaco fisico. Uma
demonstracdo de consisténcia logica da teoria euclideana, bem como um
tratamento axiomatico mais cuidadoso, ainda eram necessarios. Para levar a
cabo estas tarefas, estudiosos como Pasch, Veronese, Pieri e Hilbert
desenvolveram aprimoramentos de modo a fazer com que a geometria
euclideana satisfizesse o rigor formal requerido. Assim, modificagdes nos grupos
de axiomas, nas definicdes, nas demonstragdes e na linguagem empregada
foram feitas com vistas a enfatizar o carater dedutivo da teoria.

Pasch foi o primeiro a se dedicar a tarefa, e em sua obra intitulada
Vorlesungen uber Neuere Geometrie, de 1882, ja se encontra o clamor que se
tornou um lema daquela geracdo: a fim de que sejam verdadeiramente
dedutivas, as demonstragcdes devem ser independentes dos diagramas®’.
Embora o préprio autor admitisse que a escolha dos termos primitivos de seu

sistema provinham da experiéncia®, ele conseguiu mostrar que a geometria

%" Citado em Greaves 2002, p. 66.

%0 processo de obtengao de conceitos matematicos pela abstracdo de aspectos
de uma realidade fisica dada era visto por Pasch como caracteristico na origem de uma
teoria matematica. Este ponto de partida, no entanto, ndo poderia influenciar na
aceitagao dos teoremas da teoria, que devem ser alcangados por meio de dedugéo,

apenas (cf. Greaves 2002, p. 67).
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pode ser desenvolvida independentemente de sua relagdo com o espaco™. A
nova geometria referida no trabalho de Pasch é a geometria pura — uma teoria
essencialmente  voltada para fins demonstrativos, sem qualquer
comprometimento com a interpretacdo de seus termos. Por essa razao, os
diagramas geométricos, considerados como interpretagdes para as sentencas da
geometria, ndo poderiam fazer parte das demonstragdes na geometria pura.

Greaves salienta que o trabalho de Pasch marcou época, e serviu como
padrdo para os Grundlagen der Geometrie, de Hilbert, em 1899. Como, no
entanto, o tratamento dado por Pasch aos termos primitivos e ao simbolismo de
seu sistema ndao eram de facil entendimento, o trabalho de Hilbert ficou mais
conhecido por aprimorar tais aspectos. Hilbert buscou manter seu sistema o
mais proximo possivel daquele dos Elementos, muito embora seu simbolismo
abstrato permitisse qualquer interpretacédo possivel — em vez de planos, linhas e
pontos pode-se sempre pensar em mesas, cadeiras e canecas de cerveja, de
acordo com sua famosa frase. Deste modo, conseguiu livrar-se do residuo
intuitivo que ainda era possivel detectar na obra de Pasch, cujos termos
primitivos eram obtidos por experiéncia e possuiam um significado®. De acordo
com as palavras do proprio Hilbert, seu objetivo era fornecer uma analise légica
das relagdes espaciais tais como as percebemos®’.

Contudo, como bem observa Kline, a rigorizagdo nao acrescentou
nenhum resultado novo as teorias ja existentes®’. Mesmo que a algebra, a
aritmética e a geometria tenham sido rigorizadas no sentido pretendido, a légica
apenas sancionou o que a intui¢do ja havia conquistado para estas teorias. Além
do mais, nenhuma prova de consisténcia absoluta foi oferecida. As provas de
consisténcia oferecidas por Pasch e Hilbert eram relativas a teoria de numeros,
cuja demonstragao de consisténcia ainda era tarefa a realizar.

Pode-se dizer, neste sentido, que o esforco de rigorizagao trouxe mais

beneficios a légica e a filosofia da matematica do que a matematica

% De acordo com Kline, a independéncia da geometria com relagdo ao espago
fisico, a despeito de sua aplicabilidade a ele, ja havia sido observada por Grassmann em
1844 (Kline 1980, p. 191).

€ pasch fornece, por exemplo, uma explicagdo do significado de “ponto” muito
semelhante ao que se encontra na primeira definicdo dos Elementos (cf. Greaves 2002,
pp. 66-67).

o 0Os Grundlagen der Geometrie serdo descritos mais detalhadamente na
sequéncia.

82 Kline 1980, p. 194.
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propriamente dita. O movimento critico, diga-se de passagem, também
proporcionou importantes transformag¢des na légica, devidas a autores como
Boole, Peirce e Frege. O ultimo, inclusive, chegou a ver nela a base sobre a qual
se deveria fundar a matematica (com excec¢ao da geometria, a qual ele, tal como
Kant, considerava sintética a priori, e portanto impossivel de ser reduzida a
relagdes logicas®®). Em geometria, os trabalhos de Pasch e Hilbert sdo
exemplares da empreitada que tinha como objetivo principal oferecer bases
seguras e independentes da intuicdo para a geometria euclideana. Em Hilbert,
como sera visto a seguir, 0 objetivo era uma exposi¢cdo das relagdes logicas
entre os conceitos geométricos, de maneira que fosse possivel entender como,
de maneira independente de qualquer recurso externo, os teoremas poderiam
ser derivados a partir dos principios, exclusivamente. De acordo com Detlefsen,
a crise de fundamentos remonta a discussao aristotélica a respeito da pureza
dos métodos de prova. De acordo com ele, a preservagdo dos métodos proprios,
ou seja, a proibicdo do uso de métodos oriundos de outros dominios, poderia
ainda ser vista, no periodo acima descrito, na busca por um método basilar em
matematica, sobre o qual todo o edificio desta ciéncia pudesse ser erigido®.
Sem entrar no topico ressaltado por Detlefsen, a seguir sera apresentada a
reconstrucdo proposta por Hilbert para a geometria de Euclides, vista em
principio como uma maneira de livrar aquela teoria das suspeitas que lhe

rodeavam.

% No entanto, tampouco as demais teorias, como se descobriria posteriormente,
poderiam ser reduzidas a légica.
& Detlefsen 2008, p. 193.
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3.4.

A reconstrucédo formal dos Elementos

Motivado pelo ideal de pureza dos métodos que deveria ser seguido pelas
teorias matematicas, Hilbert oferece uma reconstrucao formal da geometria
euclideana — marcando, com isso, o que Hallett identifica como o inicio do
estudo acerca dos fundamentos da matematica na era moderna®. Hallett
sustenta que o trabalho fundacional de Hilbert é construido a partir da retomada
dos métodos sintéticos em geometria®®, e tendo como pressuposto a crenga na
natureza intuitiva da geometria — que Hallett faz notar através de uma passagem
de uma obra anterior de Hilbert, onde o autor sustenta claramente esta visao.

De acordo com a visdo de Hilbert no periodo que antecede a publicagao
dos Grundlagen der Geometrie, a geometria nasce da contemplagdo das coisas
no espaco, € suas demonstragdes dependem, assim, da forma mais simples de
experimento que lhes € peculiar: desenhar. Isto, prossegue ele, representa um
entrave para o desenvolvimento da ciéncia na medida em que lhe falta um
meétodo geral ndo apenas para resolver determinados problemas, mas para
demonstrar a impossibilidade da resolugao de outros — algo que um método mais
refinado poderia prover. Por outro lado, a metodologia analitica, que € capaz de
dar respostas a este tipo de questao, faz com que o tema préprio da geometria
seja oculto sob a manipulagéo algébrica de signos, e com isso ndo propicia uma
boa compreensdo do que estd sendo tratado. Por conta disso, o objetivo de
Hilbert era fornecer para a geometria euclideana uma reestruturagdo em termos
sintéticos, tanto quanto fosse possivel, a partir de nogdes simples envolvendo
relagdes de incidéncia e congruéncia.

Na introducdo dos Grundlagen der Geometrie Hilbert deixa claro este
objetivo: estabelecer um conjunto de axiomas, o mais completo e simples
possivel, a partir dos quais se possa derivar os teoremas importantes da
geometria. Com isso, de acordo com ele, sera possivel entender melhor o
significado dos axiomas e a importancia das conclusdes que deles se seguem.
Seu trabalho pretende ser uma realizacdo do ideal que desde Euclides foi

buscado: oferecer uma analise légica da percepgao do espago®’.

% Hallett 2008.

% 0O autor aponta Monge como um dos responsaveis por este retorno da
metodologia sintética no século XIX (Hallett 2008, pp. 203 € ss.).

" Hilbert 1899, p. 2.
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Apods a curta introdugao, o autor comega a descrever os principios basicos
e o0s grupos de axiomas. Os termos basicos sdo introduzidos na primeira
definicdo. Eles sdo de trés tipos, a saber, pontos, linhas e planos®. Os pontos
serdo representados na linguagem do sistema por letras maiusculas (A, B, C...),
as linhas por letras minusculas (a, b, c) e os planos por letras gregas minusculas
(a, B, v...). As relagcbes entre estes termos, representadas por palavras como
“sobre”, “entre” e “congruente”, ndo sao definidas diretamente. A compreenséao
de seu significado acontecera de maneira indireta, por meio da aplicagao dos
axiomas aos elementos basicos mencionados acima. Uma vez que os axiomas
estipulam regras para o uso e a combinagido dos elementos basicos recorrendo
a estas relagdes, sera o resultado da aplicacdo deles que determinara as
caracteristicas destas relacoes.

Sao elas, diga-se de passagem, que determinam o agrupamento dos
axiomas. Hilbert os classifica em cinco grupos: o primeiro estabelece regras para
a nog¢ao de incidéncia, o segundo para a ordem, o terceiro para a congruéncia, 0
quarto para a nocao de paralelismo, e o quinto para a nocado de continuidade.
Sao 8 axiomas no primeiro grupo, 4 no segundo, 5 no terceiro, 1 no quarto e 2
no quinto, totalizando 20 axiomas préprios da geometria. A exemplo do que foi
feito com os Elementos, a seguir sera oferecida uma descricdo mais detalhada
de cada um destes grupos e de suas principais consequéncias relativamente a
geometria plana, bem como alguns pontos importantes no nivel meta-teérico —
cujo tratamento constitui uma inovagao relevante com relagao a Euclides. Pela
restricdo a geometria plana, ndo serdo apresentados os axiomas cuja utilizagao
seja exclusiva da geometria espacial, como a maioria dos que estipulam
relagdes para planos.

Os axiomas do Grupo I, como ja foi dito, estabelecem regras de acordo
com as quais a relagdo de incidéncia pode ser aplicada aos objetos da teoria e
podem ser lidos do seguinte modo:

1,1: Para quaisquer dois pontos A, B existe uma linha que contém cada
um dos pontos A, B.
1,2: Para quaisquer dois pontos A, B ndo existe mais que uma linha que

contém cada um dos pontos A, B.

% Pode-se perceber que a geometria de Hilbert ndo contard com uma das
ferramentas principais da geometria de Euclides, a saber, o circulo, cuja aparigao nos
Grundlagen resume-se a uma definicdo seguida a observagéo de que os teoremas sobre

ele, com base nesta definicdo, seguem-se dos axiomas.
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1,3: Existem pelo menos dois pontos sobre uma linha. Existem pelo
menos trés pontos que nao estdo sobre uma linha®.

O primeiro axioma é um equivalente do Postulado 1 de Euclides, enquanto
que o segundo cumpre uma tarefa que Euclides teria negligenciado: estabelecer
a unicidade da reta entre dois pontos. O axioma 1,3 completa o grupo de axiomas
para a geometria plana, ao estipular a existéncia de elementos que ndo podem
ser concebidos de maneira linear, ou, dito de outro modo, a existéncia do plano
(a qual nao é sequer tematizada por Euclides, a menos que se considere que a
construcao do triangulo equilatero, na primeira proposi¢dao, cumpra uma fungao

semelhante ao deste axioma).

69 Apesar de, como se pode ver, 0s axiomas serem expressos em linguagem
informal, eles podem ser apresentados em linguagem légica. As versdes formais (que
serao aqui diferenciadas por um asterisco ao lado da numeragao original) para os trés

primeiros axiomas s3o as seguintes®:

[,1*: VAVB [A#B — Ja [L(A,a) & L(B,a)]]

,2*: VAVB [A#B — Vavb[L(A,a) & L(B,a) & L(A,b) & L(B,b) — a=b]]

1,3*: Va3 A3B [A#B & L(A,a) & L(B,a)]

3A3BIC [A#B & B£C & A#C & va [ L(Aa) & L(B,a) & L(C,a)]

O simbolo “L” esta sendo utilizado para representar a relagdo de incidéncia, ou
“estar sobre”. As letras romanas mailsculas e minusculas, como ja foi dito acima, estao
pelos elementos da teoria (pontos e linhas, neste contexto), e os simbolos légicos sao

interpretados da maneira usual. Estas formulagdes s&o oferecidas por Mueller 1981, p. 2.
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Diferentemente de Euclides, antes de apresentar os demais axiomas
Hilbert ja enuncia alguns teoremas que podem ser derivados do primeiro grupo
de axiomas. No primeiro teorema Hilbert estabelece que duas linhas (entendidas
como duas linhas distintas) possuem um ponto em comum ou n&o possuem
nenhum. Logo em seguida, sdo apresentados os axiomas que vao regulamentar
0 uso da nogao de ordem, ou da relagdo de “estar entre” (a qual, por ndo ter sido
introduzida, o autor define antes de apresentar os axiomas). Hilbert menciona,
numa nota de rodapé, que estes axiomas foram primeiramente estudados por
Pasch, e a ele é devida a formulagdo do quarto axioma deste grupo. Eles sao
formulados como segue (a relacdo de “estar entre” sera representada
formalmente por “B”, de modo que “B(A,B,C)” signifique “B esta entre A e C”):

11,1: Se um ponto B esta entre um ponto A e um ponto C, entdo os pontos
A, B, C séo trés pontos distintos de uma linha, e B também estéa entre C e
A.

11,2: Para dois pontos A e C, sempre existe pelo menos um ponto B sobre
a linha AC tal que C esta entre A e B”.

11,3: De quaisquer trés pontos sobre uma linha ndo existe mais que um
que esteja entre os outros dois.

11,4: Sejam A, B, C trés pontos que ndo estao sobre uma linha, e seja a
uma linha no plano ABC que ndo contém nenhum dos pontos A, B, C. Se
a linha a passa por um ponto do segmento AB”', ela também passaré por

um ponto do segmento AC, ou por um ponto do segmento BC™.

" Para facilitar a expressdo formal do axioma, ndo sera utilizada a notacdo
sugerida por Hilbert para representar a linha que une os pontos A e C (a saber, “AC”),
uma vez que se segue dos axiomas de incidéncia que entre A e C s6 pode haver uma
Unica linha, e do axioma II,1 se segue que a relagao de estar entre s6 pode ser aplicada
a pontos que estao sobre uma mesma linha (cf. a este respeito, Mueller 1981, p. 2).

" Como no segundo axioma deste grupo, a notagdo alternativa de Hilbert para
planos e segmentos ndo serd adotada na versao formal, que se utilizard da notacao
inicial sugerida pelo proprio autor. A expressdo “no plano ABC”, por ndo ser util no
tocante a geometria plana, pode ser aqui ignorada.

2 As versbes formais deste grupo de axiomas, seguindo a sugestdo de Mueller,

seriam:
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O primeiro axioma deste grupo pode ser visto como a explicitagdo de
informacdes que em Euclides provinham do diagrama, tais como o requisito de
que trés pontos sejam colineares para que se diga que um deles esta entre os
outros dois, e o fato de que a inversdo dos pontos extremos nao altera a relagao
do ponto intermediario com relagcao aos extremos. O axioma Il,3, com fungao
semelhante ao primeiro, estipula a unicidade de tal relacdo, isto &, que de trés
pontos apenas um pode estar entre os outros dois. 1,2 equivale ao Postulado 2,
ou seja, a existéncia do prolongamento de uma linha dada.

O proprio Hilbert oferece uma leitura intuitiva do axioma 11,4: se uma linha
entra no interior de um tridngulo, ela também sai dele — ou seja, se corta um dos

seus lados, cortara também um dos outros dois. Ao que tudo indica, e pelo que

II,1*; VAVBYC [B(A,B,C)— A#B & B#C & A#C & 3a[L(A,a) & L(B,a) & L(C,a) &

B(C,B,A)]l

11,2*: VAVC [A#C — 3B[B(A,C,B)]]

I1,3*: VAVBYCVa[[A#B & B#C & A#C & L(A,a) & L(B,a) & L(C,a) & B(A,B,C)] — -

B(B,A,C) & "B(A,C,B)]

1,4 VAVBVCVa[A#B & B#C & A#C & -B(A,B,C) & -B(B,A,C) & -B(A,C,B) &

-L(Aa) & -L(B,a) & -L(C,a) & ID[B(AD,B) & L(D,a)] — 3IE[L(E,a) & [B(AE,C) V

B(B.E.C)III
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sugere a presenca de um diagrama como ilustragcdo, este axioma também supre
a auséncia dos diagramas na geometria pura. Estes, alids, aparecem pela
primeira vez na ilustragdo dos dois primeiros axiomas do grupo, e aparecerao
com frequéncia durante toda a apresentacdo dos axiomas e dos teoremas deles
derivados.

Apés a apresentacdo dos axiomas de ordem, Hilbert demonstra alguns
teoremas que se seguem deles e dos axiomas de incidéncia. O primeiro deles,
Teorema 3, estabelece a existéncia de pelo menos um ponto entre as
extremidades de uma linha. A demonstragéo, cuja ilustragdo diagramatica se da
por meio de tridngulos, recorre aos axiomas 1,3 e 11,2-4. O Teorema 4 mostra que
se trés pontos s&o colineares sempre um deles estara entre os restantes. No
Teorema 5 demonstra-se a transitividade da relacdo de estar entre. Dados
quatro pontos colineares, sempre é possivel identifica-los de uma maneira tal
que um ponto que esteja entre um ponto na extremidade e outro no interior do
segmento também estara entre o primeiro e o ponto da extremidade oposta. E o
Teorema 6 generaliza este resultado para qualquer numero de pontos
colineares. Ao que tudo indica, sobre este teorema repousa a demonstragao do
Teorema 7 (que estabelece a existéncia de infinitos pontos em um segmento de
linha), ja que para ele ndo é apresentada uma demonstragdo. Também sem
demonstracgao fica o Teorema 8, que diz que uma linha divide o plano em duas
regides, as quais pertencem todos os demais pontos que néo estado sobre ela.
Para estes vale uma das seguintes propriedades: ou eles estdo em regides
diferentes, e 0 segmento que 0s une possui um ponto em comum com a reta que
separa as regides, ou eles estdo na mesma regido, e neste caso o segmento

que 0s une ndo possui ponto em comum com a reta”. No Teorema 9 a

" No enunciado deste teorema parece haver um engano ou erro tipografico na
classificagado dos demais pontos — apresentados como n&o estando sobre o plano, € nao
como nao estando sobre a linha, como seria de se esperar. Ora, se os referidos pontos
nao estivessem no mesmo plano, poderiam haver dois pontos, um em cada uma das
regides mencionadas, tais que a linha que os liga ndo contém nenhum ponto em comum
com a linha que separa o plano em duas regibes, ao contrario do que assegura o
teorema. Além disso, a comparagao com o Teorema 10 (que n&o sera descrito por
possuir aplicagdo apenas na geometria espacial), que estabelece uma fungcao analoga
para um plano com relagdo ao espacgo, evidencia tal fato: neste teorema os pontos
separados sao aqueles que pertencem ao espago mas nao estdo sobre o referido plano.
Do mesmo modo, no Teorema 8 os pontos separados devem ser aqueles que, estando

sobre o plano dado, ndo estdo sobre a linha que o separa em duas regides.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0610721/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0610721/CA

125

separacgao de regides no plano se da com relacdo a poligonos (definidos como
um conjunto de segmentos AB, BC, CD...KL que conecta os pontos A e L). O
teorema estabelece que os pontos do plano que ndo estdo sobre os referidos
segmentos serao separados em dois grupos, a saber, os que estdo no interior e
0s que estdo no exterior do poligono. As propriedades para os segmentos que
ligam tais pontos sdo analogas as que valem para os pontos do Teorema 8.
Como se vé, todas estas demonstracdes servem para preencher lacunas
deixadas por Euclides, as quais talvez ndo fossem explicitadas por conta da sua
trivialidade em um contexto em que os diagramas estejam presentes.
O terceiro grupo de axiomas diz respeito a nogdo de congruéncia

(simbolizada por “=”):

1l,1: Se A,B sdo dois pontos sobre uma linha a, e C é um ponto sobre a

mesma ou sobre outra linha b, entdo sempre é possivel encontrar um

ponto D sobre um lado da linha b determinado por C tal que o segmento

AB é congruente ou igual ao segmento CD™,

11,2: Se um segmento CD e um segmento EF sdo congruentes a um

mesmo segmento AB, entdo o segmento CD é também congruente ao

segmento EF.

111,3: Sobre a linha a, sejam AB e BC dois segmentos que possuem

somente o ponto B em comum. Além disso, sobre a mesma ou sobre

outra linha b, sejam DE e EF dois segmentos que possuem somente o

ponto E em comum. Neste caso, se AB=DE e BC=EF entao AC=DF.

I11,4: Seja <(h,k) um &ngulo sobre um plano a e a’ uma linha sobre um

plano a’ e seja dado um lado definido de a’em a’. Seja h’ um raio sobre a

linha a’ que emana do ponto O’. Entéo, existe no plano a’ um e somente

um raio k’ tal que o dngulo <(h,k) é congruente ou igual ao angulo <(h’,k’)

e ao mesmo tempo todos os pontos interiores do angulo <(h’.k’) estejam

sobre um lado dado de a’.

™ Neste caso o uso dos simbolos para um par de pontos para representar um
segmento parece ser a alternativa mais econdmica para a expressao formal do axioma.
Deste modo, “AB” esta sendo usado para representar o segmento determinado pelos
pontos A e B. Também foi evitada a notagdo usada por Hilbert para os pontos, linhas e
segmentos neste grupo de axiomas, ja que a adogao de letras diferentes em lugar das

mesmas letras diferenciadas por apéstrofes parece dificultar a formalizagao.
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111,6: Se para dois tridngulos ABC e A’B’C’ valem as congruéncias
AB=A'B’, AC=A’C’, <BAC=<B’A’C’, entdo a congruéncia <ABC=<A'B’C’
também vale.

Com o primeiro teorema deste grupo fica assegurada a possibilidade de se
localizar, sobre qualquer linha a partir de um ponto dado, segmentos
congruentes a um segmento dado. Hilbert observa que o axioma requer a
possibilidade de se construir segmentos, mas que a unicidade do segmento
congruente pode ser demonstrada. Este requisito ndo era necessario em
Euclides, dado o carater construtivo de sua geometria — todas as figuras que
faziam parte da demonstracdo poderiam ser demonstradamente construtiveis.
Hilbert também salienta que a ordem dos pontos que determinam os segmentos
é irrelevante com respeito a sua congruéncia (pode-se dizer, por exemplo, tanto
AB=A'B’ quanto BA=A'B’). O axioma lll,2 estabelece a transitividade da relagao
de congruéncia, e Hilbert alerta para o fato de que nao é obvio que um segmento
seja congruente a si mesmo, mas que isto pode ser provado pela aplicagdo do
axioma lll,1 para a construcdo de um segmento A'B’ congruente com AB, e a
aplicagao do axioma Ill,2 sobre as congruéncias AB=EA'B’ e AB=EA’'B’. O axioma
seguinte, 11,3, estabelece a possibilidade de se somar segmentos. Com excecao
de Ill,2 (que corresponderia a primeira nogdo comum), todos estes axiomas,
como foi visto, sdo teoremas demonstrados em Euclides (embora o teorema 1,3
fale da subtracdo de segmentos, ndo é dificil imaginar uma estratégia
semelhante para a soma: bastaria que, com o segmento menor, se descrevesse
um circulo com centro na extremidade comum a ambos os segmentos, e em
seguida se prolongasse o segmento na dire¢gdo em que o circulo foi descrito).

11,4 estabelece para os angulos o que foi estabelecido para os segmentos
em lll,1, ou seja, a possibilidade de se identificar sobre uma linha dada no plano,
a partir de um ponto sobre ela, um angulo igual a um angulo dado. O polémico
teorema |,4, de Euclides, aparece nos Grundlagen parcialmente como axioma, e
parcialmente como teorema. Tal como Euclides, Hilbert pressupde a
possibilidade (e também a unicidade, diferentemente do caso dos segmentos
vistos em 1ll,2) de se construir angulos. Euclides, todavia, demonstra esta
possibilidade em 1,23, enquanto que em Hilbert ela permanece como axioma.
11,5, assim, estabelece que se dois triangulos possuem dois lados iguais a dois
lados, e o angulo por eles contidos também igual, entdo os angulos restantes
serdo iguais. Apenas a congruéncia das bases ¢€é demonstrada
subsequentemente. Assim, o primeiro caso de congruéncia de tridngulos se

transforma em um caso de congruéncia de dngulos apenas.
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Com este axioma Hilbert diz ser possivel a determinacédo da unicidade dos
segmentos de que fala lll,1. E a demonstracao deste fato se da por reductio ad
absurdum. O diagrama que ilustra a demonstracdo, neste caso, €
fundamentalmente igual ao diagrama da demonstracao 1,6 dos Elementos. A
unicidade do segmento é determinada pela unicidade do angulo, neste caso, de
modo que sobre a base AB do tridngulo ndo pode ser localizado um ponto B’ tal
que AB=AB'.

As consequéncias mais notaveis deste grupo de axiomas incluem alguns
resultados de congruéncia presentes nos Elementos. O Teorema 11, que
estabelece a propriedade dos tridngulos isdsceles demonstrada por Euclides em
1,5. O Teorema 12 é o primeiro critério de identidade de triangulos (lado-angulo-
lado) nos Grundlagen: sempre que dois triangulos ABC e A'B’C’ apresentarem
as congruéncias AB=A'B’, ACZA’C’ e <A=<A/, os tridngulos serdo congruentes
entre si. Dado que o axioma IlI,5 assegura a congruéncia dos angulos
remanescente, a Unica tarefa € demonstrar que as bases sao congruentes. A
demonstragao, por reductio, assemelha-se a demonstracido da unicidade do
segmento apresentada acima, recorrendo a unicidade do angulo congruente a
um angulo dado.

O segundo critério de identidade de tridngulos é apresentado logo na
sequéncia, no Teorema 13: se AB=A'B’, <A=<A’ e <B=<B’, entdo ABC=A'B'C’.
Este critério corresponde a primeira parte do terceiro critério euclideano (angulo-
lado-angulo), apresentado em 1,26, e seu complemento (o critério lado-lado-
angulo) é apresentado no Teorema 25. O Teorema 14 demonstra que os
angulos complementares de angulos congruentes também sdo congruentes
entre si (a segunda parte da proposicao 1,5, em Euclides). Como corolario deste
teorema se pode derivar a congruéncia dos angulos verticais (definidos como
angulos com um vértice comum, e cujos raios ou lados formam exatamente duas
linhas retas). Além disso, é possivel demonstrar também a existéncia de dngulos
retos (definidos como angulos congruentes aos seus complementos).

No Teorema 15 é demonstrado para os angulos contiguos o que foi
estabelecido como axioma para os segmentos contiguos: aditividade. Em
Euclides, tais resultados sempre dependiam da contemplagcédo do diagrama e da
pressuposicao de que o todo ¢é igual a soma das partes (por vezes interpolada as
nocdes comuns pelos editores). O terceiro critério de identidade de tridngulos
(que corresponde ao segundo critério de Euclides), lado-lado-lado, ¢é

demonstrado no Teorema 18. E a transitividade da relacdo de congruéncia para
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angulos (que em Euclides se seguiria sem mais da aplicagcao da primeira nogao
comum) é demonstrada no Teorema 197,

O Teorema 20 apresenta a comparagdo quantitativa entre angulos. Pelo
axioma lll,4, como foi visto, ficam estabelecidas tanto a possibilidade quanto a
unicidade da construgdo de um angulo igual a um angulo dado em um ponto
sobre uma linha dada (de um mesmo lado da mesma). Pela definicdo que
antecede este axioma, sabe-se que um angulo divide os pontos de um plano em
dois grupos distintos: os que pertencem ao interior do angulo, e os que
pertencem ao seu exterior. Com base nisso, e em alguns resultados
demonstrados, Hilbert faz notar que dados dois énngulos76 <A e <B, se a
construgdo de <A sobre o vértice e um lado de <B acarretar a ndo-congruéncia
dos lados restantes, entdo o lado restante do angulo construido <B pertencera
ao interior ou ao exterior do angulo original. O que o teorema demonstra é que
se ele for interior a <A, a construgdo de <B sobre <A, nas mesmas condicoes,
implicara que o lado restante de <A sera externo a <B.

Com esta possibilidade, e com o auxilio do Teorema 14, torna-se possivel
provar o que Euclides escolheu — injustificadamente, nas palavras de Hilbert —
como postulado: a congruéncia dos angulos retos (Teorema 21). A
demonstragao oferecida repousa sobre a possibilidade de se comparar
diretamente dois dngulos por meio da constru¢do de um sobre o outro de modo
a compartilharem determinados elementos — esta possibilidade, no entanto,
revelar-se-a dependente ndo de métodos sintéticos, mas sim da representacao
analitica dos pontos que determinam os angulos’’.

Ao final deste grupo de teoremas, Hilbert define “figura” e apresenta o
teorema geral para congruéncia de figuras (Teorema 28). Uma figura é definida
simplesmente como um conjunto finito de pontos, todos sobre um mesmo plano,
no caso de figuras planas. E a congruéncia de duas figuras depende da
possibilidade de se organizar em pares de maneira tal que todos os segmentos e
angulos de uma sejam congruentes aos da outra. No Teorema 29 fica

estabelecido um resultado equivalente a pressuposicdo euclideana da néo-

® Numa nota de rodapé, Hilbert atribui a Rosenthal a demonstracdo deste
teorema, e observa que na primeira edigdo dos Grundlagen esta relacao foi apresentada
como axioma.

’® Sera utilizado, para angulos, o simbolo “<” a esquerda da letra que designa o
ponto sobre o qual o referido angulo se encontra.

" Este assunto sera retomado na conclusdo desta secao.
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degeneratividade do espaco. Na linguagem dos Grundlagen, sempre sera
possivel, dada uma figura e um ponto, encontrar, para uma figura congruente a
ela, um ponto tal que as figuras formadas pela adi¢do de tais pontos as figuras
originais sejam também congruentes.

O quarto grupo é composto de apenas um axioma, nomeado “Axioma de
Euclides” (por ser o axioma que distingue a sua geometria das demais). O
axioma das paralelas é formulado em Hilbert da seguinte maneira:

IV: Seja a uma linha qualquer e A um ponto qualquer que ndo esteja
sobre ela. Entao existe no maximo uma linha no plano, determinada por a
e A, que passa por A e néo intersecta a.

Depois da introdugédo do axioma, o autor assevera que o0 mesmo simplifica
a fundamentacdo da geometria e facilita sobremaneira seu desenvolvimento’®.
Deste axioma segue-se o Teorema 31, que estabelece a soma dos angulos
internos de qualquer tridangulo. E depende dele também a demonstracdo das
propriedades do circulo, definido como o conjunto de pontos que determinam
com um ponto dado, e sobre um plano, segmentos congruentes entre si.

O quinto e Uultimo grupo de axiomas, denominados “Axiomas de
Continuidade”, é composto pelos assim chamados “Axioma de Arquimedes” ou
“‘de medida’, e “Axioma de completude da linha”. Eles sao formulados,
respectivamente, como segue:

V,1: Se AB e CD sdo segmentos quaisquer, entao existe um numero n tal
que n segmentos CD construidos contiguamente a partir de A, sobre o
raio de A até B, ultrapassardo o ponto B.

V,2: Uma extensdo de um conjunto de pontos sobre uma linha que
possua relagbes de ordem e congruéncia tais que preservariam as
relagbes existentes entre os elementos originais bem como as
propriedades fundamentais de ordem e congruéncia lineares que se
seguem dos Axiomas I-lll, e de V,1, é impossivel.

Estes dois axiomas estabelecem que as linhas com as quais lida a
geometria plana sao continuas, isto &, fica garantida a existéncia de pontos em
qualquer lugar da linha — vale lembrar que é a falta de uma suposicao
equivalente a estas que torna falha a demonstragao de 1,1 em Euclides, pois néo
fica assegurada a existéncia do ponto de interseccdo entre os circulos. A

completude da linha fica determinada pelos dois axiomas, e Hilbert considera o

’® “The introduction of the axiom of parallels simplifies the foundation of geometry

and facilitates its development to a considerable degree.” (cf. Hilbert 1899, p. 25)
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segundo a pedra fundamental de todo o sistema. Sobre os axiomas de
continuidade repousa a possibilidade de se identificar a geometria euclideana e a
cartesiana, e a demonstragdo da consisténcia dos axiomas depende desta
equivaléncia.

Apresentado o sistema, no Capitulo Il Hilbert dedica-se entéo a tarefa que
constitui um dos principais motivos da formalizacdo: a demonstracdo de
consisténcia dos axiomas. Como foi visto, a demonstracdo de consisténcia
requer a apresentacao de um modelo que satisfaga todos os axiomas, isto €, um
conjunto de objetos sobre o qual a interpretacdo dos axiomas ndo dé origem a
resultados contraditérios. O conjunto escolhido é extraido do conjunto dos
numeros reais: ele se constitui do numero 1 e de todos os resultados a que ele
pode dar origem pela aplicagdao sucessiva e finita das quatro operagdes
aritméticas (adi¢cao, subtracdo, multiplicacado e divisdo), além de uma operagdo
especial, a saber, [V1+w?|, onde “w” representa um nimero qualquer obtido pela
aplicagcdo de uma das operagdes mencionadas a 1. Como fica sugerido por
estas escolhas, os métodos da geometria analitica ser&o utilizados para dotar os
teoremas da geometria euclideana de uma interpretacao aritmética.

A demonstracao da consisténcia dos axiomas pode ser descrita em linhas
gerais como segue. Seja (x,y) um ponto cujas coordenadas sao numeros do
conjunto acima mencionado. Seja (u:v:w) a representagdo de uma linha por meio
de trés numeros do mesmo conjunto, na razdo estipulada. A equagao ux + vy +
w = 0 é lida como indicando que (x,y) pertence a linha (u:v:w). De acordo com
Hilbert, este modelo ja & suficiente para que os axiomas [,1-3 e IV sejam
satisfeitos. Como os numeros em questao pertencem aos numeros reais, e como
estes podem ser ordenados de acordo com sua magnitude, os axiomas de
ordem também se aplicam. A satisfagao do axioma Il,4, que estipula a existéncia
de pontos fora da linha, é satisfeita na medida em que se estipule que quando os
valores da equacgao acima difiram de zero, isto indicara que o ponto em questao
estd em um lado ou em outro da linha, conforme o resultado seja maior ou
menor que zero. As construgbes de angulos e segmentos sdo asseguradas
pelas operagdes da geometria analitica, e como o0s numeros que surgem por
meio da aplicacdo destas operacbes pertence ao subconjunto dos reais em
consideracdo, o axioma V,1 também é satisfeito. Resta apenas o axioma de
completude, V,2.

Para isso, Hilbert pede que se suponha a possibilidade de, sobre uma linha
g, se encontrar pontos para os quais os axiomas de ordem e congruéncia para

linhas, e o axioma de Arquimedes ndo valham. Seja um destes pontos
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denotados por N. Este numero partira a linha g em duas, e N funciona como um
corte de Dedekind para os numeros que ja existiam na linha. De acordo com o
método do corte, a linha fica dividida de maneira tal que ou uma de suas partes
tem um ultimo elemento, ou a outra tem um primeiro elemento. Se A é um destes
elementos, entao entre A e N ndo havera nenhum ponto pertencente ao grupo
dos pontos originais (para os quais valiam os axiomas). Pelos axiomas, segue-se
que ha um ponto B tal que N esta entre A e B. Pelo axioma V,|, existe um ponto
D tal que a soma de segmentos iguais a AN eventualmente ultrapassara B e
coincidira com D. Se o segmento AB for dividido em n partes congruentes, os
pontos que marcam a divisdo destas partes serdo pontos para os quais valem os
axiomas em consideracgao (ja que esta divisdo se segue de operagodes regidas
por estes axiomas). Seja W o ponto mais préoximo de A, e pertencente a este
grupo de pontos. Pelos axiomas de ordem, segue-se que AW é menor que AN,
uma vez que AB é menor que AD. Mas isto equivale a dizer que W esta entre A
e N, contrariamente a hipétese sobre a qual se construiu a demonstragao.
Assim, demonstra-se que o modelo escolhido satisfaz a totalidade dos axiomas,
€ que, portanto, eles sao consistentes.

Hilbert observa, ao final, que embora muitas geometrias possam ser
construidas satisfazendo todos os axiomas I-IV e V,1, apenas uma satisfaz a
todos eles e simultaneamente satisfaz o axioma de completude. Esta geometria
€ a geometria cartesiana, ou analitica. A geometria de Euclides, por ndo possuir
nenhum equivalente de tal axioma, pertence ao primeiro grupo. As
demonstragdes de independéncia dos axiomas escolhidos sao feitas logo em
seguida. Estas demonstragdes, todavia, ndo serdo aqui descritas em detalhe.
Por ora, basta ressaltar que elas constituem a razdo de ser da formalizagéo, ja
que nunca foi cogitada tal possibilidade com vistas a corrigir resultados aos quais
Euclides tivesse porventura chegado de maneira incorreta. Estas
demonstragdes, com efeito, sdo como as ultimas proposi¢des dos Elementos, no
sentido de ocuparem uma posi¢gdo para a qual a obra como um todo parece
convergir. Em Euclides o livro inteiro poderia ser visto como culminando em 1,48.
Em Hilbert ndo ha uma proposicdo demonstrada que sirva de guia para o
desenvolvimento do sistema. Mas as demonstracbes de consisténcia e
independéncia dos axiomas podem ser vistas como andlogas a ultima
proposicao do Livro | dos Elementos.

Com excecao da falta de explicitagcdo dos principios légicos utilizados,
pode-se dizer que o trabalho de Hilbert cumpre com os requisitos de uma teoria

axiomatica. O ponto de partida sdo trés termos indefinidos, e alguns axiomas
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que estabelecem relagcdes e propriedades para os mesmos. Todo termo
introduzido é definido com base no que ja se conhece, e a deducéo de teoremas
a partir dos axiomas se da exclusivamente por regras légicas. Mesmo que, como
bem observa Mueller, a transformacdo dos axiomas e demonstragdes em
linguagem formal fosse tomar um espag¢o exageradamente longo — a primeira
demonstragao, de acordo com Mueller, necessitaria em torno de cem féormulas
se os padrdes légicos fossem observados — tal expediente & sempre possivel”,
e as demonstragdes sao sempre finitas. Por fim, o sistema culmina com a
demonstragdo de que a escolha de seus axiomas € tal que evita repeticbes
desnecessarias, bem como o surgimento de contradi¢des.

E no minimo curiosa, e digna de nota, a alegacao de Hilbert de acordo com
a qual o quarto postulado de Euclides € desnecessario — pois ele demonstra esta
propriedade no Teorema 21. Quando Hilbert escreveu seus Grundlagen, deve-se
salientar, a necessidade de se aceitar os axiomas sem demonstragao era tida
como tao fundamental quanto a necessidade de termos indefinidos no sistema.
Além disso, e mais importante, Hilbert deveria ter se dado conta de que seu
sistema apresenta uma série de mudancas e acréscimos com relagao a
Euclides, dentre os quais a inclusdo do axioma Ill,4, usado na referida
demonstragcdo. Se Euclides analizasse os Grundlagen der Geometrie, poderia
igualmente se surpreender com a inclusdo, entre os axiomas, de algo que ele
demonstra de maneira relativamente simples na quarta proposicao de seu
sistema — e que poderia ter sido demonstrado antes, ja que nao langca mao de
nenhuma das proposigdes anteriores. E, finalmente, a demonstragdo de Hilbert
da igualdade dos angulos retos depende da comparagcdo quantitativa de
angulos, que por sua vez depende do referido axioma.

Outro ponto importante para a comparagao dos dois sistemas ¢é justamente
a comparacado quantitativa de angulos. Neste ponto o sistema de Hilbert
apresenta um desvio consideravel com relagcdo a Euclides e com relagdo a
geometria sintética em geral, por introduzir as coordenadas para a
representacdo dos elementos geométricos. Tal desvio, todavia, ndo fere os
objetivos de Hilbert porque, embora nos Elementos se torne possivel o
transporte irrestrito de angulos e segmentos no plano, o carater geral do sistema
e de seu simbolismo tornam irrelevante a comparacao efetiva de dois elementos
quaisquer. Tal procedimento exigiria que se realizasse com os diagramas algo

que esta para além de suas possibilidades enquanto simbolismo. Mesmo assim,

® Cf. Mueller 1981, p. 4.
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deve-se conceder que Euclides mostrar como um segmento pode ser
efetivamente transportado utilizando-se apenas dos meios autorizados, enquanto
o sistema de Hilbert ndo o faz explicitamente.

Deve-se ressaltar que a comparagao quantitativa de quaisquer objetos em
Euclides s6 é possivel quando ha entre os mesmos uma relacao de parte/todo —
caso em que é possivel afirmar que o objeto que esta contido no outro € menor
que ele. Para além disso, Euclides apenas mostra que é possivel comparar dois
angulos na medida em que um angulo pode ser construido em qualquer lugar do
plano — inclusive, obviamente, sobre outro angulo ja dado. Mas, para que ficasse
determinado por tal expediente qual dos angulos € o maior e qual € o menor,
seria necessario pressupor ou um dominio completo e uma precisdo impar no
uso dos instrumentos de desenho, ou a utilizacdo de uma nocdo de medida. A
primeira alternativa implicaria que a geometria euclideana é de fato empirica,
como varios matematicos importantes chegaram a sustentar. A segunda
alternativa, por sua vez, nao pode ser satisfeita plenamente, ja que, como foi
visto, a unica “unidade de medida” disponivel nos Elementos é o angulo reto.

Ja no sistema de Hilbert, que prescinde de diagramas, a comparagao
baseia-se em um sistema de medida muito mais afinado: os niumeros reais. Mas,
do mesmo modo que em Euclides, apenas a possibilidade é apontada, baseada
na possibilidade de se identificar a posigcdo de um dos raios de um angulo com
relagdo ao outro angulo por meio de equacgdes algébricas. A comparagao efetiva,
no entanto, dependera das equacdes que representam cada um dos elementos
a serem comparados, e também nao sera assunto da geometria enquanto tal,
mas sim da algebra e da aritmética.

Este contraste entre os dois sistemas é melhor percebido quando se
analisa o Capitulo VII dos Grundlagen, onde Hilbert apresenta um tratamento
para as construgdes com régua e compasso que podem ser efetuadas de acordo
com seu sistema de axiomas. Uma régua é apresentada como um meio pratico
adequado para a construgdo de uma linha entre dois pontos. Mas, sem o circulo,
problemas como construir segmentos ou angulos iguais a segmentos e angulos
dados requerem a introdugdo de uma escala, um instrumento com o qual seja
possivel determinar a magnitude de uma unidade nos dados do problema. A
delimitacdo do dominio de problemas que podem ser resolvidos com régua e
compasso, a proposito, dependera inevitavelmente de métodos da geometria
analitica.

Os métodos analiticos, assim, sédo utilizados tanto como substitutos das

operagbes com régua e compasso quanto como ferramentas para delimitar o
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escopo de sua aplicacdo. E que a ultima funcéo é a contribuicdo mais importante
que estes métodos é algo que fica claro nas ultimas observac¢des de Hilbert. Na
conclusdao de sua obra, ele alega que seu objetivo foi investigar de maneira
critica os principios da geometria. Isto foi feito na medida em que se apresentou
um método de acordo com o qual é possivel dizer se um problema qualquer
pode ser resolvido com o auxilio de determinados meios. De acordo com um
famoso dictum de Hilbert, “na matematica ndo ha ignorabimus”. Dada uma
questdo matematica, deve sempre ser possivel respondé-la ou mostrar que a
resposta € impossivel de ser alcangada pela aplicacdo dos métodos da teoria em
questao.

A demonstracédo da impossibilidade de determinadas operacdes, portanto,
desempenha um papel tdo importante como a demonstracdo de resultados
particulares. E a busca de respostas a questdes deste tipo (acerca da
possibilidade de determinadas demonstracdes) €, segundo Hilbert, intimamente
conectada com o requerimento de pureza dos métodos, que se tornou um dos
aspectos mais importantes da matematica do século XIX. Afinal, o rigor buscado
pelos que se dedicaram a revisdo dos fundamentos da matematica deveria ser
alcangado por meio da delimitacdo precisa dos principios e métodos necessarios
para a resolugao de determinados problemas.

Nas ultimas linhas, Hilbert reitera que seu objetivo fora justamente este,
para o caso da geometria elementar. Sua investigacdo possibilitou a exibicdo
clara de quais sdo os requisitos para a solucao de diferentes problemas em
geometria elementar. Mas fica aberta a questdo sobre, dentre varios métodos
possiveis para um mesmo caso, qual € o melhor. Nao sera possivel, de acordo
com as palavras de Hilbert, que alguém possa dizer, com base nos resultados
obtidos por meio da investigagdo dos fundamentos, que o método analitico &
melhor que o sintético para demonstrar a possibilidade de construgdo de um
angulo reto, por exemplo. O alerta daquele que levou a cabo a rigorizagao da
geometria, no entanto, parece ter passado despercebido. Pelo menos é isto o
que denuncia a auséncia dos diagramas na maioria dos livros de geometria do
século XX.

Pelo que foi visto, pode-se dizer que a obra de Hilbert deu a geometria
euclideana um tratamento axiomatico adequado aos padrdes de rigor em voga
apos a crise de fundamentos. Todas as assungdes implicitas em Euclides foram
tornadas explicitas, e principios foram adicionados ou subtraidos conforme

fossem necessarios ou desnecessarios para o desenvolvimento légico do
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sistema. A seguir serdo retomadas, a guisa de conclusdo, algumas das
modificagdes mais importantes.

Os termos indefinidos foram reduzidos a um minimo indispensavel (ponto,
linha e plano, apenas), e todos os termos introduzidos subsequentemente via
definicao sao tais que sempre podem ser decompostos em termos indefinidos.
As relacbes e propriedades que se aplicam a estes elementos sao
caracterizadas de maneira abstrata pelos axiomas que as introduzem, e
nenhuma interpretacdo informal € necessaria para que se as entenda.
Diferentemente do que fez Pasch, Hilbert ndo oferece nenhum tipo de
caracterizacdo informal dos termos primitivos da teoria. O entendimento a
respeito do que trata a teoria, alids, passou a ser visto quase como algo alheio
as demonstragbes matematicas, uma vez que o desenvolvimento da ldgica a
tornou suficiente para a verificacao de quais teoremas podem ser derivados dos
axiomas da teoria.

Isto se deve a outra melhoria que Hilbert efetuou com relagado a Euclides, a
saber, o tratamento explicito de todo e qualquer principio utilizado nas
demonstragdes. Desta maneira, todo resultado pode ter suas origens
completamente mapeadas a partir dos principios, pois se eles estdo todos
explicitamente formulados e um suposto resultado depende de consideracbes
que nao se encontram entre eles, entdo ndo se trata de um resultado
propriamente dito. Dito de outro modo, se uma proposi¢cao que € sabidamente
verdadeira ndo pode ser demonstrada logicamente a partir dos axiomas, algum
principio foi esquecido na formulagdo dos mesmos.

Para que a analise das relagdes logicas entre axiomas e teoremas fosse
possivel, seriam necessarias ainda tanto uma escolha perspicaz do grupo de
axiomas quanto a utilizagdo de uma linguagem regrada e uniforme. E pode-se
dizer que Hilbert alcangou ambos objetivos. Com efeito, mesmo que os axiomas
e demonstragdes dos Grundlagen sejam apresentados de maneira informal, isto
€, em prosa, um tratamento simbdlico € sempre possivel; e gracas a este
aspecto pode-se saber que todos os teoremas sao realmente consequéncias
l6gicas dos axiomas, ou seja, as férmulas que os representam sio obtidas por
meio de sucessivas transformacgbes das formulas que representam os axiomas.
Como as férmulas sdo compostas por simbolos que representam os termos
primitivos e definidos da teoria, e também por simbolos que representam os
operadores logicos, as transformacbes autorizadas sdo as que estdo em
conformidade com o que a interpretacado dos operadores l6gicos determina. Os

simbolos que representam elementos proprios da teoria desempenham um papel
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meramente coadjuvante, de modo que a demonstragdo pode ser efetuada sem
que seja necessario conhecer os seus significados. Neste sentido, Hilbert
também obteve éxito no desafio de mostrar a organizacao légica da geometria, e
afastar do ambito das demonstragdes quaisquer consideragdes oriundas do
dominio de aplicacdo desta teoria. O carater exclusivamente dedutivo da
geometria ficava assim evidente, pois com o trabalho de Hilbert foi possivel
mostrar que, tal como as demais teorias matematicas, a geometria pode ser
apresentada sem que seja necessario mais que a boa formulagdo dos axiomas e
a observacgao das leis logicas.

Pode-se concluir dizendo que o trabalho de Hilbert deve ser visto como
uma tentativa de levar a geometria a um nivel de abstracdo mais alto do que
aquele que se lhe atribuia a época. De acordo com Hilbert, a geometria
axiomatica tem a funcdo de estabelecer quais axiomas sao suficientes para a
derivagao daqueles resultados acerca dos quais se tem convicgdo por meio da
geometria intuitiva, ou escolar®®. Assim, uma analise l6gica da intuicdo espacial,
como ele mesmo denomina, é a tarefa prépria da geometria dos Grundlagen. E
por meio de uma investigacdo em termos axiomaticos que se pode determinar os
limites dos métodos, e revelar as conexdes logicas entre os conceitos de uma
teoria.

Deve-se ressaltar, todavia, que o préprio autor reconhece que seu trabalho
deixa a desejar por ndo ser levado a cabo de maneira exclusivamente
geométrica®', ja que introduz o sistema numérico para as demonstracdes meta-
tedricas. Isto, de acordo com o préprio autor, introduz o inconveniente de se
reduzir, por vezes 0 mais simples ao mais complexo — por exemplo, intersec¢ao
de linhas ao carater continuo dos numeros reais — agindo na contramdo das
diretrizes do projeto fundacional. O autor reconhece, desta maneira, que o
caminho esta aberto para o desenvolvimento de uma fundamentacido da
geometria que ndo recorra a aritmética, o que pode ser visto como a admissao
de uma possibilidade de uso dos diagramas de maneira tédo legitima quanto o
uso dos numeros € para a aritmeética. Todavia, a concepgédo de demonstragio
que surgia apos a crise de fundamentos nao parece vislumbrar tal possibilidade,

como sera visto a seguir.

8 Cf. Hallett 2008, p. 209.
81 Ver citagdo em Hallett 2008, p. 251.
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3.5.

A concepcéao padrao de demonstracao

Até o momento foram descritos eventos que de alguma maneira contribuiram
para o abandono das representagdes diagramaticas em geometria. Todos estes
eventos, no entanto, pertencem ao dmbito especificamente matematico, e talvez
por isso nao exerceram tanta influéncia no referido desfecho quanto o
desenvolvimento de uma concepcao de carater filosofico segundo a qual uma
demonstragao é algo exclusivamente linguistico, aliada a uma concepg¢ao da
linguagem em termos exclusivamente sentenciais. Esta concepg¢do, que se
poderia chamar a concepgdo padrdo de demonstragcéo, tornou-se amplamente
aceita sem muito questionamento por parte dos estudiosos — tendo maior
reputacao na filosofia da matematica do que na matematica propriamente dita.
Embora nao tenha sido defendida explicitamente por nenhum autor, basta que
se consulte um manual de matematica do século XX para que se perceba o
quanto ela é influente. Parece haver, entre os matematicos das geracdes
posteriores a crise de fundamentos, um certo consenso sobre os requisitos
basicos de uma prova — os quais incluem uma recusa de qualquer representacao
diagramatica, embora n&o deixem claro quais sdo as caracteristicas de um
simbolismo adequado para os fins demonstrativos, ou o0 que faz com que os
diagramas tornem-se indesejaveis desde um ponto de vista demonstrativo. Antes
de tratar especificamente deste topico, porém, devem ser mencionados alguns
desenvolvimentos em légica que ocorreram  paralelamente  aos
desenvolvimentos em matematica acima descritos.

O sucesso da utilizacdo do método algébrico para a solugado de problemas
em diferentes areas da matematica acabou evidenciando o quanto uma
linguagem simbdlica pode ser importante para teorias abstratas. De fato, isto
evita a interferéncia de elementos externos ao sistema, sugeridos pelo
significado informal das palavras, na compreensao da teoria. Este aspecto do
simbolismo vem a calhar para a légica, onde o significado das palavras
(“homem”, “grego”, “mortal”’, etc.) s6 faz dificultar a compreensdo do que
realmente se quer enfatizar (a regra de modus ponens, por exemplo). Leibniz,
por exemplo, ja havia percebido a possibilidade de uma ampliagdo do escopo da

I6gica por meio da adogcdo de um simbolismo abstrato, de modo a englobar
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todas as formas de raciocinio®. No entanto, ele ndo chegou a desenvolver
completamente um sistema simbdlico para a légica. Foi apenas dois séculos
depois dele que um tratamento simbdlico e axiomatico foi efetuado. Alguns
autores (Boole, Schroder, Peirce, Frege e outros) a partir de meados do século
XIX, se empenharam em estender a logica o rigor que ja vinha sendo
implementado com sucesso na matematica®.

Boole, por volta de 1840, havia notado que a algebra n&o necessitava ficar
restrita apenas a sistemas numeéricos, podendo ser utilizada inclusive para a
expressao formal das leis do pensamento. Uma das primeiras modificacbes com
relacdo & logica tal como era conhecida até entdo® foi a substituicdo da
linguagem verbal pela linguagem simbdlica, pelo que foi possivel uma
representacao algébrica para as leis do pensamento. Posteriormente, a partir da
década de 70, Peirce e Schréder desenvolveram sistemas simbdlicos para o
tratamento logico das relagdes, as quais ficavam de fora da légica aristotélica. E
foi Peirce quem primeiramente notou que as proposicdes podem ser tratadas
como funcgbes tais como as fungbes matematicas, de modo que os elementos
das proposigdes que representam objetos sdo representados pelas variaveis, e
0s que representam predicados ou relacbes sao representados como fungoes.
Além disso, deve-se também a ele o tratamento formal dos quantificadores. Com
o trabalho de Peirce, todos os operadores ldgicos necessarios para a
representacao dos raciocinios matematicos ja tinham sido detectados. Com isso,
os sistemas formais para as teorias matematicas estavam aptos a apresentar,
além de seus principios proprios, também os principios légicos.

Cabe aqui um paréntese para apresentar, de maneira breve, outra
contribuicdo de Peirce para a tematica abordada neste trabalho. Trata-se de sua
contribuigcdo para o estudo dos diferentes tipos de signo que uma linguagem
pode utilizar — o que o tornou conhecido como o fundador da semiética®®. Peirce

classificou trés espécies diferentes de signos, de acordo com a relagdo que eles

2 Uma vez que, até entdo, a logica ainda era entendida em termos da silogistica
aristotélica, basicamente.

% Por conta da utilizacdo de métodos semelhantes aos da matematica, o
tratamento rigoroso da logica também é conhecido como “matematizagéo da légica”.

 De acordo com Kline, Leibniz pode ser considerado o fundador da l6gica
simbdlica, muito embora seu trabalho ndo tenha se tornado conhecido até o comego do
século XX (cf. Kline 1980, p. 183).

8 peirce 2000.
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possuem com o objeto a que se referem e com o individuo que os interpreta. Um
signo é considerado um indice se sua significAncia depende apenas da
existéncia de seu objeto, mas ndo da existéncia de um intérprete. Impressdes
digitais na cena de um crime s&o exemplos de indices, assim como nomes ou
letras utilizados para identificar pessoas ou objetos numa foto. Um icone, por sua
vez, € um signo cuja significancia depende apenas da existéncia de um
intérprete. Uma peculiaridade dos icones é uma semelhanga estrutural com seu
objeto, de acordo com a qual um icone pode ser uma imagem, um diagrama ou
uma metafora. Diagramas geométricos sdo exemplos de icones, na concepgéao
de Peirce, para quem também algumas estruturas algébricas (tais como as
matrizes) sao representacdes deste tipo na medida em que refletem, de maneira
espacial, as estruturas a que se referem. Também sao icones pinturas ou outras
representacdes imagéticas. Por fim, um simbolo € um signo na medida em que
seus intérpretes concordem sobre seu designado. Os simbolos possuem
natureza puramente convencional, e seu objeto é definido também por
convencdo®. Sua teoria sobre os signos, porém, ndo recebeu por parte dos
matematicos a mesma atencao que seus trabalhos em légica receberam. Nao foi
polemizada, por exemplo, sua classificagcdo dos diagramas como icones e nao
como simbolos — o que poderia coloca-los no mesmo nivel do simbolismo
algébrico.

Frege, ja no final do século, aperfeicoou o que ja havia sido feito por seus
antecessores, visando néo apenas tornar os principios l6gicos 0 mais abstratos
possiveis, mas também estender o mesmo carater para o ambito das
demonstragdes. Neste sentido, seu tratamento axiomatico da légica constitui um
ponto central, € mostra-se profundamente sintonizado com o espirito da época.
Seu anti-psicologismo extremado o fez levar a légica a um nivel ainda maior de
abstracédo, bem como o fez ver nela a fundacgao ultima para a matematica. Neste
espirito, a tese segundo a qual os termos basicos das teorias matematicas sao
frutos de processos tais como a abstracdo sobre dados da experiéncia deveria
ser revista.

Nao obstante todas as transformagdes mencionadas, muitos matematicos
do século XIX e até mesmo do século XX continuavam utilizando-se dos
principios légicos de maneira informal, apenas. Nao havia uma preocupacido em
explicitar formalmente, juntamente com os axiomas da teoria, as leis légicas que

seriam utilizadas. O excesso de preocupag¢ao com o rigor era visto por muitos

% E neste sentido que a palavra esta sendo utilizada no presente trabalho.
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como pedantismo, ou como um empecilho para a pratica matematica
propriamente dita. As posi¢cées dos matematicos com relagdo ao rigor variavam,
e muitas vezes chega a ser dificil precisar de que lado estao figuras importantes
como Hardy, Weyl e Poincaré?.

Mesmo assim, a fundamentacdo logica e a preocupagao com o rigor
formal, devidas em grande medida a crise de fundamentos, acabaram tornando-
se quase obrigatérios para a matematica do século XX. E, como nao faziam
parte da linguagem natural, nem eram considerados um simbolismo a parte, os
diagramas nao tiveram lugar nos sistemas formais modernos — a despeito da
construgao de sistemas diagramaticos para a légica, por Peirce e Venn, ainda no
século XIX. O fato de nao se ter investigado a possibilidade de trata-los como um
simbolismo parece estar relacionado, ao menos no caso da geometria, a
semelhanca que eles possuem com seus objetos — que acaba por caracteriza-
los, na melhor das hipoteses, como icones, tal como Peirce os classificou.
Assim, foram vistos como instancias dos conceitos geométricos, e por isso
perigosos porque poderiam contrabandear para os sistemas formais elementos
nao autorizados pelos axiomas.

A discussao ndo era novidade. Como foi visto, ja em Platdo e Aristételes a
questao a respeito do que conta, afinal, como uma verdadeira demonstracao de
um resultado geométrico era um tema recorrente. Mas a modernidade deu-lhe
novos ares, gragas ao desenvolvimento de sistemas potentes tanto em
matematica quanto em logica, e ao afastamento da intuicdo como um recurso
para a compreensao destas teorias. Intuicdo e pureza de métodos, a esta altura,
eram tidos quase como diametralmente opostos.

Mesmo que os Grundlagen der Geometrie ainda ndao apresentassem os
axiomas logicos dos quais se utilizava em suas derivagbes (pratica que se
tornaria habitual a partir de entdo), a obra ja esta de acordo com a nova visao a
respeito da presenca de elementos como diagramas nas demonstracdes:
embora presentes como ilustracbes, nao fazem parte do sistema dos
Grundlagen. E, mesmo sem tomar uma posigao explicitamente contraria ao seu
uso, Hilbert chegou a comparar a manipulagédo dos diagramas com experimentos

fisicos, bem como dizer que uma vez que fossem formulados os axiomas, este

87 Hardy, por exemplo, sustentava uma posi¢cdo um tanto enigmatica ao dizer que
o rigor é uma questdo de rotina. J& Weyl considerava a l6gica como uma espécie de

higiene das idéias matematicas (citados em Kline 1980, pp. 194-195).
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tipo de expediente torna-se inutil®®. Mesmo que ainda nao fosse unanimente
aceita, a concepcao padrao de demonstragao ja tinha conquistado o seu lugar.

Como foi dito, uma consulta a um bom manual como o de Greenberg pode
fornecer uma caracterizagao suficiente daquilo que, a partir do final do século
XIX, passou a ser considerado uma verdadeira demonstracao. Na apresentacao
do seu sistema axiomatico para a geometria®, o autor adverte que alguns
requerimentos devem ser preenchidos para que o mesmo funcione. Eles incluem
nao apenas a aceitacdo dos axiomas geométricos, como também o acordo a
respeito de quais leis de raciocinio podem ser utilizadas na dedugdo dos
teoremas. Greenberg acrescenta ainda outro requerimento, que ele considera
ainda mais basico que os anteriores: que haja entendimento mutuo a respeito do
significado das palavras e simbolos utilizados no discurso.

A linguagem, como foi visto, passou a constituir um ponto importante na
construgdo de uma teoria. Embora se utilize na maior parte do tempo de
linguagem natural, Greenberg alerta que sempre deve ser possivel uma
expressao exclusivamente simbdlica para as sentencas da teoria. Faz-se
necessario, deste modo, que sejam elencados de antemao todos os simbolos
que formarado o alfabeto da teoria, a Unica fonte para as expressdes a serem
utilizadas. O alfabeto deve conter simbolos para os objetos da teoria (variaveis e
constantes individuais), para propriedades e relacbes que se aplicam a eles
(constantes para predicados e relagdes), simbolos para opera¢gdes matematicas
e também para operagdes logicas, além de simbolos auxiliares cuja fungcéao é
facilitar a leitura das formulas. Cada sentenca introduzida no curso da
demonstragdo deve ser justificada por uma das seguintes razdes: 1) por
hipétese; 2) por axioma; 3) por um teorema previamente demonstrado; 4) por
definigao; 5) por um passo anterior na demonstragao; 6) por regra légica®.

Uma caracterizagdo suficiente da concepgado padrao de demonstracgéo,
subjacente ao trabalho de Greenberg, bem com ao do préprio Hilbert, pode ser
dada nos seguintes termos: uma demonstracao deve ser 1) convincente; 2)

inspecionavel; e 3) formalizavel®. O primeiro requisito ndo é uma novidade, e

88 Citado em Greaves 2002, p. 72.

% Greenberg 1972.

% Cf. Greenberg 1972, pp. 33-34.

" Cf. Chateaubriand 2005, pp.281-282. A caracterizagdo oferecida por
Chateaubriand baseia-se no que diz Enderton em A Mathematical Introduction to Logic.

Também pode-se encontrar uma boa discussédo a respeito deste tépico em Sundholm
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tampouco representa um problema para as demonstragcbes a maneira
euclideana. Ja o segundo requisito requer a possibilidade de se verificar que
cada passo na demonstracao é dado de acordo com as regras pré-estabelecidas
— em principio, nada impede que as demonstragcdes de Euclides sejam assim
verificadas. O ultimo requisito, no entanto, representa o ponto problematico para
as demonstragdes que langam méo de representagdes diagramaticas. Até entéo,
nao obstante tenham sido desenvolvidos trabalhos como o de Peirce a respeito
da natureza dos signos, os diagramas ndo eram tidos como o tipo de
representacao que pode ser formalizado. As férmulas eram tidas, para todos os
efeitos, como sequéncias lineares e discretas de simbolos cuja composicéo e
manipulagcdo poderiam ser executadas de maneira maquinal, sem necessidade
de algum conhecimento a respeito das peculiaridades daquilo que elas
representam.

Uma demonstragido passou a ser vista como o processo de construir uma
determinada sequéncia de simbolos a partir de outras dadas de antemé&o, por
meio de regras que regem sua composi¢ao e decomposig¢ao. Posto deste modo,
uma demonstragdo poderia ser realizada por uma maquina cujas operagoes
respeitassem tais regras, pois uma vez que sejam formulados os axiomas, o
processo demonstrativo pode ser visto quase como algo automatico®.

As demonstrac¢des euclideanas, frente a tais requerimentos, ganharam, na
melhor das hipoteses, o estatuto de esbocos de demonstracbes. Com efeito,
mesmo que nao reste duvidas de que as demonstragbes euclideanas sejam
convincentes (vale lembrar que nenhum dos seus teoremas revelou-se falso com
a rigorizagao proposta por Hilbert), e que elas sejam finitas em termos de
numeros de passos, ndo se pode dizer que elas sejam inspecionaveis no sentido
estrito que é dado ao termo, significando a possibilidade de se inspecionar
algoritmicamente cada passo da demonstracédo. Além disso, também néo seria
possivel uma derivagcdo puramente légica das proposicdes, pois consideragdes
extra-logicas sobre a natureza dos conceitos da geometria acompanham em

geral as demonstrac¢des de Euclides.

1993. Para uma descrigao das razdes pelas quais pode ser util considerar os axiomas de
uma teoria em termos de sentengas e ndo em termos de descrigdes de fatos, sugere-se
a leitura do primeiro capitulo de Shoenfield 1967.

2 Tanto que, hoje em dia, pode-se dizer que uma demonstracdo, no sentido
descrito, deve sempre poder ser efetuada por uma maquina, como um computador, ou

uma versao mais antiga e abstrata, como uma maquina de Turing.
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Ha boas razdes, contudo, para que se adote uma postura mais condizente
com a pratica matematica. Chateaubriand critica um a um os requisitos
mencionados acima, a fim de mostrar que mesmo a concepcado formal de
demonstragdo nao esta a salvo de criticas e problemas tanto no nivel da
fundamentagdo quanto no nivel da aplicabilidade de tais requisitos. Quanto a
suposi¢ao de que a prova se destina a convencer alguém, Chateaubriand objeta
que nem sempre este € um dos objetivos de quem demonstra algo. Com efeito,
a demonstragcao pode ser feita por questdes estéticas, ou simplesmente pelo
prazer da atividade em si. Também € possivel que se esteja realizando uma
determinada demonstragédo com o objetivo de testar o poder de derivagdo de um
sistema axiomatico. Com relagcao a exigéncia de finitude, ha também bons
motivos para que se acreditar que, por vezes, uma determinada prova tenha
uma estrutura infinita. Algumas provas sdo dadas, outras podem apenas ser
descritas, segundo o autor. E € uma descricdo de uma prova o que € dado
quando se trata de demonstrar que uma determinada propriedade vale para os
infinitos membros de uma colegdo, por exemplo. Embora se possa estar
convencido pela demonstragao, e embora ela seja apresentada de modo breve,
ela possui uma estrutura infinita, mas isto ndo diminui seu carater de
demonstragao. Por fim, se uma demonstracdo deve poder ter seus passos
inspecionados por meio de um processo exclusivamente formal, algoritmico, a
fim de que traga convicgao final, entdo se estaria diante de uma situagéo
curiosa, uma vez que a execugao mecanica de um algoritmo faz justamente com
que a demonstragao torne-se algo enfadonho e aparentemente distante daquilo
que esta sendo demonstrado.

Fica claro que a concepc¢ao de demonstragédo surgida no século XIX esta
longe de ser satisfatoria. Sequer seria adequado chama-la formal ou sintatica,
como alguns autores o fazem, ja que se estaria pressupondo, com isso, que um
determinado grupo de representagbes, amplamente utilizado na pratica
matematica, ndo se enquadram na categoria de representagdes formais ou
sintaticas. Ao que parece, o sucesso de uma tal concepcéao é devido mais a falta
de um tratamento adequado do tépico do que a uma exigéncia genuina oriunda

da pratica matematica.
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3.6.

Consideracgoes finais

Com este capitulo pretendeu-se mostrar, tanto quanto a complexidade do
cenario permite, a trajetéria descendente das representagdes diagramaticas em
geometria rumo a um eclipse total na pratica moderna daquela ciéncia. Deve-se
ressaltar, contudo, que a descricdo oferecida acima nao resulta de uma analise
exaustiva ou mesmo suficiente, em termos histéricos, dos pormenores que
fizeram com que o tema fosse visto de maneira positiva por alguns, e negativa
por outros. O objetivo foi apenas mostrar uma das interpretacdes possiveis para
algumas das causas da rejeicdo as representagdes diagramatica em contextos
de justificacado na pratica matematica moderna, especialmente em fins do século
XIX e ao longo da maior parte do século XX.

Com a apresentagdo das primeiras sugestdes de melhoramentos no
método euclideano, pretendeu-se mostrar que as criticas antigas dificilmente
eram dirigidas ao uso dos diagramas nas demonstra¢des. Seu alvo era em geral
a escolha de principios ou estratégias demonstrativas por parte de Euclides. E
quando eram dirigidas de alguma forma ao uso dos diagramas, o objetivo era
apresentar a existéncia de casos negligenciados — ou seja, de diagramas
alternativos. Os diagramas, ao que tudo indica, eram considerados parte das
demonstragées. Isto, no entanto, nao significa que fossem utilizados de maneira
acidental, ingénua ou inconsciente. Os casos apontados por Proclo, por
exemplo, indicam o quanto fazia parte da pratica o exercicio das habilidades de
interpretacdo e deteccdo das configuracbes diagramaticas possiveis para um
determinado caso.

As criticas modernas, por sua vez, denunciam uma mudanga radical com
relacdo a esta pratica. Nelas o diagrama é visto como fonte de limitagbes, erros
e parcialidade nas demonstragdes — nos casos mais extremos, como um mal a
ser combatido para o bem da prépria geometria. Por um lado, pode-se ver nesta
mudanga um efeito do retorno dos numeros a matematica: segundo alguns
historiadores, desde a descoberta das grandezas incomensuraveis, por
Pitagoras, as representagdes numéricas passaram a ser vistas como imperfeitas,
suspeitas ou impotentes — talvez de maneira analoga ao que viria a acontecer
posteriormente com os diagramas. Por outro lado, a recusa dos diagramas é um
reflexo do rompimento com o uso de representacdes intuitivas ou pelo menos
sugestivas neste sentido, o que por sua vez vincula-se tanto a uma espécie de

“des-ontologizacdo” da matematica, quanto a um aumento da exigéncia de
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pureza (rigor) dos métodos. Diferentemente do que aconteceu em geometria, as
notagdes aritméticas sofreram importantes transformag¢des ao longo do tempo,
as quais as tornaram talvez muito distantes em termos intuitivos daquelas
representacdes utilizadas pelos gregos no assim chamado “método por
numeros” (di’ arithmon).

A intuicdo revelou-se um verdadeiro entrave ao desenvolvimento da
matematica quando descobriu-se que postulados alternativos ao quinto
postulado euclideano poderiam ser uteis para o desenvolvimento de novas
geometrias — a despeito de seu carater anti-intuitivo. E 0 sucesso dos métodos
algébricos para o tratamento destas novas geometrias, em contraste com a
aparente incapacidade dos diagramas tradicionais para fazé-lo, fizeram com que
estes perdessem muito de sua importancia no desenvolvimento da geometria.
Com isso, ndo apenas os diagramas mereciam ser substituidos por um
simbolismo mais fino e confiavel, como também a geometria euclideana merecia
uma nova roupagem. Sua reconstrucdo axiomatica, mas sem diagramas, e em
linguagem formal (eventualmente com numeros para auxiliar algumas
demonstracdes) foi assim levada a cabo no final do século XIX.

De substituiveis, portanto, os diagramas passaram a ilegitimos, sem que
neste interim fosse possivel identificar as causas para a adog¢ao desta postura.
Pode-se pensar que o desenvolvimento do método axiomatico em geometria —
cujo marco inicial é representado pelos Elementos, e cuja perfeicdo, por assim
dizer, é alcangada nos Grundlagen der Geometrie — teve como uma
consequéncia natural o afastamento das representagdes diagramaticas. Uma
analise mais cuidadosa destes eventos, no entanto, revela que nao ha entre eles
um vinculo necessario. Nao é possivel, por exemplo, dizer que a formalizagao
das sentengas da geometria, que € um requisito para a construgdo de um
sistema a /a Hilbert, automaticamente exclua os diagramas.

Com efeito, isto implicaria supor que os diagramas nao podem
desempenhar o papel de simbolos, na acepgdo que Peirce da ao termo. Vale
lembrar, no entanto, que ndo apenas os diagramas, como também as férmulas
algébricas, na medida em que deixam perceber a estrutura daquilo que
representam, sdo classificados como icones®. Os simbolos propriamente ditos

sdo os caracteres especificos que fazem parte das equacdes algébricas. Elas

®E ao que tudo indica, um sistema de axiomas apresentado a maneira formal
também seria classificado neste mesmo grupo, uma vez que deixa entrever uma certa

estrutura em sua organizagao.
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sdo, neste sentido, signos complexos, por natureza icbnicos, mas compostos por
simbolos®.

Assim, a necessidade de uma formalizagdo ao estilo algébrico para o
tratamento formal de sistemas axiomaticos parece sustentar-se somente sobre o
carater linear e discreto dos arranjos simbdlicos, requisito que as equagdes
algébricas cumprem, mas os diagramas geométricos, ao menos da maneira
como eram vistos, ndo o fazem®. De acordo com o que se argumentou acima,
no entanto, esta caracteristica € bem-vinda apenas por questdes de afinidades
operacionais, uma vez que facilita a execugdo mecanica de determinadas
tarefas. Isto ndo quer dizer, contudo, que representagcdes nao lineares (e/ou
continuas) ndo possam ser vistas como adequadas para um trabalho como o de
Hilbert®®.

Vale lembrar que as versdes formais dos axiomas da geometria ndo devem
ser vistas como sendo os axiomas da geometria, em um sentido estrito. Do
mesmo modo, versdes formais de demonstracbes ndo sdo as demonstracdes
propriamente ditas, mas apenas um modo particular de apresentagao das
mesmas — a pergunta pelo que seriam as demonstragcdes para além de suas
representagcdes ganham, neste sentido, o mesmo aspecto da pergunta pelo que
seriam os objetos geométricos propriamente ditos. Em outras palavras, o método
formal para o tratamento de sistemas axiomaticos ndo é um substituto para os
métodos proprios das teorias que eles representam. Assim, mesmo que a
demonstragdo de consisténcia da geometria oferecida por Hilbert utilize o
sistema de numeros como modelo, nada impediria que em lugar dele se tomasse
como modelo os diagramas geométricos — o que, alias, estaria mais de acordo
com o ideal aristotélico de preservacdo dos métodos préprios de uma ciéncia.

Bastaria, no caso da geometria euclideana, que fossem tornadas explicitas as

* E, na medida em que incorporem 0s numeros naturais, também sdo compostos
de indices.

% Ha interpretacdes que sugerem, no entanto, que os diagramas euclideanos sao,
para todos os efeitos, simbolos dispostos de maneira discreta, ja que as partes
relevantes dos diagramas devem ser dispostas de maneira tal que se possa perceber e
diferenciar umas de outras (cf. Netz 1999).

% Greaves cita uma passagem de Hallett na qual ele alega que, por ndo serem
arranjos discretos de simbolos, os diagramas ndo seriam adequados aos requisitos do
ponto de vista finitario requerido para o trabalho de Hilbert — a despeito de ele ter
afirmado que os diagramas s&o “férmulas desenhadas”, e os signos aritméticos

“diagramas escritos” (cf. Greaves 2002, p. 74).
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regras que permitem, por meio dos diagramas, as deriva¢des de teoremas com
base nos axiomas.

Como foi visto, no entanto, houve pouco interesse, durante o periodo
analisado, em desenvolver uma tal abordagem. A concepg¢do de demonstragao
que sobreveio aos eventos acima descritos possuia requisitos que inibiam
qualquer tipo de representacdo que nao fosse linear e discretamente disposto.
Dizer que esta concepcéo é oriunda da maneira moderna de encarar a questao,
no entanto, pode ser injusto para com os modernos. A visdo moderna acerca dos
requisitos de uma demonstracdo, embora possa incluir elementos de teor, por
assim dizer, anti-diagramaticos, ndo é monolitica. Ha, como se pode ver, uma
certa confusdo relacionada ao que pode ser considerado formal num sentido
estrito. Pode-se perguntar, por exemplo, até que ponto pode-se dizer que a
reconstrucdo de Hilbert preserva o carater formal quando, na investigacdo de
propriedades tedricas, ele toma como modelo o sistema de numeros. Do mesmo
modo, pode-se perguntar se: seriam os numeros artificios legitimos em provas
aritméticas, ou, tal como ocorreu com a geometria, eles devem ser abandonados
em nome de um simbolismo mais neutro com relagéo ao tema da teoria.

Apenas depois de transcorrido um século da crise de fundamentos na
matematica este tipo de questdo comecou a ser enfrentada, e a filosofia da
matematica pode abrir seus horizontes de pesquisa, utilizando-se tanto dos
avang¢os nos desenvolvimentos logico-formais quanto na pesquisa historica
acerca da atividade matematica. Principalmente, foi possivel voltar a explorar
questoes de teor tipicamente filoséfico, como a relagdo entre uma teoria
matematica e seu simbolismo peculiar, ou entre este e algum dominio de
aplicacéo da teoria®’.

No que segue pretende-se apresentar alguns avangos da pesquisa
filosoéfica em geometria nas referidas direcdes, ja no final do século XX e inicio
do XXI. Tais avancos sao frutos de um novo &nimo da pesquisa filosofica acerca
da matematica, a qual ndo necessita cair em exames formais de teorias, nem
tampouco restringir-se a observacao de seus detalhes histéricos — muito embora

tanto uns quanto outros sejam levados em conta com vistas a oferecer uma

% Tal ampliagdo de foco na filosofia da matematica acompanha a tendéncia mais
geral em filosofia relativa a busca de um dialogo aberto entre o que Hansson denomina
“filosofia formalizada” e “filosofia ndo-formalizada” com vistas a iluminar tépicos que

escapam a um tratamento exclusivamente formal (Hansson 2000).
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abordagem mais rica a respeito das caracteristicas distintivas de uma pratica

matematica enquanto tal.
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