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Euclides Revisitado

4.1.

Introducéo

A reconstrucao formal da geometria euclideana acabou consolidando um padrao
de demonstracdo que excluia representacbes outras que nao formulas
representando sentencas da linguagem natural (ou talvez de uma parte limitada
da mesma). Embora explicitamente destinado a realcar as conexdes logicas
entre os conceitos envolvidos em geometria, o trabalho de Hilbert teve
consequéncias desviantes deste objetivo, e acabou reforcando um ideal de
demonstragcao em termos de sequéncias de formulas, que por sua vez devem
ser sequéncias de caracteres de natureza convencional, sem qualquer vinculo
com a intuicdo. Mancosu descreve o projeto hilbertiano como visando um
desenvolvimento linguistico da matematica, e observa em seguida que tal projeto
era restrito apenas ao ambito justificacional, ou seja, buscava-se um
desenvolvimento linguistico ou sentencial apenas para as demonstragées
matematicas, propriamente ditas’.

No entanto, a discussao sobre o que pode ser considerado linguistico de
acordo com os padrbes estabelecidos pelos rigoristas, como foi visto acima, foi
deixada de lado. Por conta disso, as consequéncias foram mais decisivas na
geometria do que em qualquer outro ramo da matematica, afinal as féormulas
algébricas e aritméticas podem ser vistas como perfeitamente adequadas aos
novos padrdes — sequéncias lineares e discretas de simbolos — ao passo que o0s
diagramas claramente falham em cumprir tais requisitos. Como, porém, a
rigorizagdo visava apenas o ambito justificacional, os diagramas continuavam
sendo vistos como uteis tanto para a descoberta quanto para a comunicagao e
aprendizagem de novos resultados, devendo ser evitados apenas nas
demonstragdes dos mesmos. De acordo com Hilbert, para que se pudesse

utilizar elementos como as figuras geométricas em demonstragcdes seria

' Mancosu 2005, p. 14.
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necessario que se tivesse a certeza de que a aplicagdo de determinadas
operacdes a elas nao ferisse os principios légicos envolvidos?. Apesar de sugerir
um caminho para o uso das figuras, no entanto, nem Hilbert nem os estudiosos
que o sucederam dispensaram a devida ateng¢ao ao tema.

Mas, apesar de terem dominado a filosofia da matematica no século XX, as
questdes que a formalizagdo almejava responder, relativas a consisténcia e a
outras propriedades de carater logico das teorias matematicas, foram se
revelando demasiado restritas para a investigacao filosofica acerca da
matematica. Com efeito, ha em matematica muito mais aspectos relevantes de
um ponto de vista filoséfico do que a mera estruturacdo logica de suas
demonstragdes. Além disso, mesmo perguntas que deveriam ser respondidas
por meio de uma investigagao de natureza filosofica foram deixadas de lado por
parte dos rigoristas. A principal delas seria justamente estabelecer o que se esta
entendendo por ‘“linguistico” quando se propde um desenvolvimento da
matematica em tais termos. O que torna o sistema de Hilbert mais linguistico que
o de Euclides? Em que sentido aplicamos o termo “visualizacdo” a diagramas € a
férmulas? Qual a importancia do simbolismo para o desenvolvimento formal da
matematica? O que diferencia a notagdo da aritmética finitaria de Hilbert, a
notagcdo numérica usual na aritmética e os diagramas em geometria, por
exemplo?

Um dos catalisadores da queda dos diagramas em contextos de
justificacdo, como foi visto no segundo capitulo, fora a descoberta de fungbes
continuas sem derivadas em nenhum ponto. Ora, a representacdo de uma
funcado continua é, visualmente, a de uma linha especifica estendida sobre um
sistema de coordenadas. Uma imagem que correspondesse a fun¢ao descoberta
por Weierstrass, no entanto, ndo parecia algo possivel. Além disso, fora a partir
da representacao visual das fungdes que se pressupds que toda fungao continua
deveria possuir derivada, exceto em pontos isolados (que corresponde

visualmente a uma tangente a linha dada). Apesar de este resultado afetar

2 Hilbert 1902 (citado em Mancosu 2005, p. 15). A posig¢ao de Hilbert ilustra bem o
modo como os diagramas eram concebidos: artefatos incapazes de serem
inspecionados de maneira cabal, tal como as combinagdes de simbolos que constituem
as formulas. Por conta disso, seria de se esperar que eles pudessem ser responsaveis
pela introducdo de informagdes que a rigor ndo estariam disponiveis para uma
determinada demonstracdo. Em suma, os diagramas ndo podem ser vistos como uma

linguagem formal.
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especificamente a analise, em geometria os diagramas ja ndo eram bem vistos
por introduzirem, por via intuitiva, suposicoes apenas fundadas na aparéncia dos
mesmos, como no caso de interseccdes de linhas vistas como determinando
pontos.

Apesar de nao ter passado despercebida, a questdo sobre a natureza e
importancia dos diagramas nao ganhou a devida atengao desde o surgimento da
geometria analitica. Alguns casos, no entanto, servem como evidéncia de que
existiram discussbes a este respeito desde os primoérdios da modernidade.
Leibniz ja havia observado a importancia dos diagramas como simbolos da
geometria®, e Peirce possui uma interessante teoria sobre a natureza dos
signos®. Especificamente em geometria, Gergonne e Poncelet, bem como todos
0s que se dedicaram a uma abordagem sintética da geometria também podem
ser vistos como parte deste grupo. A descoberta de Weierstrass mencionada no
paragrafo anterior poderia ser vista como sacramentando a inadequacio de
recursos visuais para as demonstragdes matematicas. No entanto, insatisfeito
com a suposta falta de correspondéncia entre o resultado analiticamente
expresso e uma possivel representacio visual, von Koch conseguiu apresentar
uma versao visualizavel de uma fungao continua sem derivada em nenhum
ponto — representagdo que ficou conhecida como “floco de neve” °. Mas tais
eventos ndo parecem ter recebido a devida importancia, e podem ser vistos
como marginais com relagao a histéria da matematica moderna.

Com o desenvolvimento da ciéncia da computacao, a partir de meados do
século XX, novos desafios foram fazendo com que se ampliassem os horizontes
de investigacao da filosofia da matematica. Estas transformacdes possibilitaram
a revisao de determinadas posicbes com relagdo ao papel da visualizagao em
matematica, com o desenvolvimento de técnicas para a apresentagdo de

informagdes nas quais a visualizagdo desempenha papel central. Mancosu

* Leibniz.1982.

* Peirce 2000.

® Oliver Byrne, com uma representacdo dos Elementos que langca mao de cores
para a representacdo de determinados aspectos dos objetos geométricos representados
no diagrama, também representa um contraponto a visdo dominante sobre a inutilidade
de tais recursos desde um ponto de vista demonstrativo — e, de fato, sua obra pode ser
vista mais como um método de ensino de geometria do que propriamente de
demonstra¢do. De Morgan também era um critico da introdugao do simbolismo algébrico
em geometria por conta da perda do carater proprio da teoria ocasionada por tal

transformagéo. Para maiores detalhes, cf. Cajori 1993.
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caracteriza este periodo como marcando uma mudanca de estilo na matematica.
Uma caracteristica distintiva do novo estilo reside numa mudanga com relacéo
ao uso de elementos visualizaveis em alguns ambitos da atividade matematica —
mais especificamente, nos contextos de descoberta e comunicacdo de
resultados, mas ndo em sua justificacao®.

Isso, no entanto, ainda é pouco, uma vez que em geral o uso de diagramas
sempre foi visto como util e até necessario para a descoberta e para o ensino de
matematica. Faltava ainda considerar os diagramas como um simbolismo
propriamente dito, capaz de ser utilizado também nos procedimentos de
demonstracdo. Conversamente, faltava também interesse em estudar em que
medida os demais ramos da matematica necessitavam recorrer a expedientes
que poderiam ser chamados visualizaveis ou imagéticos. Temas tratados pela
filosofia kantiana da matematica, como se pode ver, ainda constituiam um fértil
campo de investigacéo.

Apenas no final do século XX, a partir da obra de autores como Barwise e
Etchemendy’, a questdo sobre a natureza simbdlica dos diagramas foi encarada
de frente. Um dos principais resultados a que estes autores chegaram foi a
equiparacgao entre sistemas diagramaticos e os sistemas formais canénicos. Ou
seja, assim como é possivel o desenvolvimento de um modo rigoroso de
raciocinio a partir de recursos linguisticos (verbais), também é possivel que tal
rigor seja obtido para sistemas diagramaticos por meio da inclusdo de clausulas
adequadas que regulamentem seu uso.

Como seria de se esperar, a mudancga de estilo acima referida incorpora
também uma nova maneira de se interpretar a obra de Euclides. Com a
ampliagdo do ambito de atuagcédo da filosofia da matematica, foi crescendo o
interesse em procurar entender a matematica a partir de sua pratica, dos
contextos e peculiaridades que fazem com que uma teoria matematica seja
digna de ser assim chamada, e ndo a partir de pré-concepgdes a respeito de seu
dominio de objetos. Assim, especialmente no final do século XX e comec¢o do
XXI, fez-se sentir a necessidade de uma interpretacado da geometria euclideana
que levasse em conta o papel desempenhado pelo aparato diagramatico do qual
Euclides langa mao, de maneira que esta teoria pudesse ser apreciada tal como
ela foi concebida e praticada — e ndo mais em comparagdo com um padrao de

rigor estabelecido em uma época determinada. Com efeito, pouco se havia

® Cf. Mancosu 2005, p. 17.
’ Barwise & Etchemendy 1996.
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investigado a respeito da importancia dos diagramas para a pratica euclideana.
Ainda ndo havia, por exemplo, uma investigacao filoséfica acerca da natureza
destes artefatos e da razdo pela qual uma teoria matematica pode ter sido
erigida a partir deles. Finalmente, desde uma perspectiva légica, ndo havia um
tratamento das demonstragdes euclideanas que levasse em conta a contribuicao
dos diagramas, ou uma reconstrucao alternativa as reconstrugdes formais de
Pasch, Hilbert e Tarski. O carater indispensavel dos diagramas nas
demonstragdes de Euclides ndo era visto como uma razdo para que se
desenvolvessem tais abordagens, mas sim como a razdo pela qual os
Elementos nao poderiam ser exemplo de sistema axiomatico em matematica.

Preocupado em investigar sobre até que ponto os diagramas constituem
um recurso confiavel, Kenneth Manders escreveu, em 1995, um trabalho
intitulado The Euclidean Diagram, no qual ele oferece uma diretriz que foi
utilizada em varias investigacdes subsequentes a respeito do tema®. Embora
tenha sido publicado apenas em 2008, juntamente com um artigo mais breve e
de carater introdutério ao tema®, o trabalho de Manders circulou informalmente
desde que foi escrito. Assim, por exemplo, o tratamento formal dos Elementos
apresentado nos trabalhos de John Mumma'® e Jeremy Avigad'' utiliza-se
explicitamente dos resultados alcancados por Manders. Em sua tese de
doutorado intitulada Intuition Formalized: Ancient and Modern Methods of Proof
in Elementary Geometry, de 2006, Mumma constréi um sistema formal que
modela as inferéncias presentes na obra de Euclides de uma maneira tal que as
informacgdes fornecidas pelos diagramas também sao levadas em conta. Mais
tarde, em 2009, Mumma une esforgos com Avigad e Dean e apresenta outra
versao de sistema formal, desta vez de deducao natural, para os Elementos, em
A formal system for Euclid’s Elements.

Deve-se mencionar aqui outra formalizagdo da obra euclideana
apresentado por Nathaniel Miller'?, que difere do projeto de Mumma por tratar o
sistema euclideano de maneira formal, mas sem com isso abrir mdo do
simbolismo diagramatico. Ao passo que Mumma trata uma demonstragdo

especifica de maneira a codificar, via linguagem verbal, as informagdes

® Manders 1995.

® Manders 2008.

' Mumma 2006.

" Avigad, Dean & Mumma 2009.
"2 Miller 2008.
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relevantes que sdo disponiveis nos diagramas de Euclides, Miller reconstréi a
demonstracdo sem abrir mdo do diagrama. Assim, em lugar de sequéncias de
assercdes 0 que se encontra na reconstrucdo de Miller sdo eventualmente
sequéncias de diagramas, 0s quais sdo apresentados de maneira mais
informativa dos que os originais euclideanos (isto €, com marcagdes adicionais
para identidades de segmentos e angulos, por exemplo). De um lado, tem-se
uma formalizacdo correspondente ao uso de figuras em demonstragdes, no
sistema de Mumma, e do outro, um sistema formal para diagramas,
propriamente dito, no de Miller. As diferengas, porém, dizem respeito apenas ao
modo como os sistemas sao elaborados. Seus objetivos sao os mesmos:
demonstrar que o raciocinio euclideano com diagramas € adequado aos padrdes
de rigor requeridos em matematica, desde que seja dado um tratamento
adequado aos diagramas utilizados.

No que diz respeito a aspectos histéricos da obra euclideana, deve-se
dizer que trabalhos como os de Mueller” e Knorr'* constituem importantes
indicativos de uma mudanga em direcdo a uma visdo mais compreensiva da
pratica matematica grega. Knorr busca oferecer uma melhor compreensao de
como a obra euclideana, ao menos em parte, pode ser vista como inserida em
um contexto de busca por rigor formal nas demonstragdes, o qual €, em certo
sentido, analogo a busca de rigor formal para a matematica durante a crise de
fundamentos na modernidade’. Ja Mueller oferece uma interpretacdo da obra
euclideana de mais facil acesso, de acordo com o préprio autor, que a edigao
usual de Heath — que, segundo ele, ndo € uma boa fonte de informagao para
quem nao domina o assunto. Mueller trata a obra euclideana em constante
comparagao com os padrdes modernos de demonstragido e de geometria, de
modo a tornar mais facil o entendimento da obra por parte dos que nao possuem
familiaridade com a histéria da geometria ou com a geometria sintética em

particular.

'3 Mueller 1981.

" Knorr 1975 e Knorr 1986.

1% Cf. Knorr 1975 para uma comparacao entre a crise de fundamentos moderna e
a suposta crise de fundamentos antiga, que teria sido causada pelo problema dos
incomensuraveis. De acordo com o autor, uma tal crise de fundamentos nao parece ter
sido a causa para o desenvolvimento de formalizagdes como a de Euclides, a qual ele vé
como o resultado espontaneo da busca por formalizagao, impulsionada em partes pelos

ideais platonico-aristotélicos de demonstragao.
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Nao obstante tais mudangas em termos de uma abordagem histérica
acerca da obra de Euclides, no tocante aqueles aspectos relacionados ao modo
como texto e diagrama eram utilizados nas demonstragées, um trabalho
iluminador foi The Shaping of Deduction in Greek Mathematics, de Reviel Netz'®.
Nesta obra, Netz apresenta boas razbes para que sejam refutadas teses que
atribuem aos diagramas um papel meramente ilustrativo nas demonstragoes.

Embora representem apenas alguns dos expoentes de uma nova maneira
de se interpretar os Elementos, os trabalhos acima mencionados ja s&o
suficientes para o embasamento dos argumentos que serao sustentados ao final
do presente trabalho. Tais obras fornecem boas razbes para que sejam
rebatidas as criticas apresentadas no segundo capitulo referentes aos
Elementos. Por conta disso, sera fornecida a seguir uma descricdo
pormenorizada das obras de Manders, Avigad e Netz. Com relagdo ao primeiro,
sera apresentada em detalhes a distingéo entre os aspectos dos diagramas que
podem ser levados em conta nas demonstragcdes e aqueles cuja utilizagao
constituiria uma falta do ponto de vista demonstrativo. Em seguida sera descrito
o sistema formal desenvolvido por Avigad, Mumma e Dean com vistas a capturar
nao apenas a informacio textual que Euclides apresenta, como também as
informacgdes legitimamente apresentadas pelos diagramas, de acordo com a
classificacdo de Manders. Por fim, a obra de Netz sera discutida com vistas a
realgcar o quanto as interpretacbes da obra euclideana sdo equivocadas tanto
com relagao ao texto das demonstragdes quanto com relagdo aos diagramas a
elas necessarios. Depois disso serao apresentados os principais argumentos em

favor do uso dos diagramas no contexto de justificagdo na pratica matematica.

'® Netz 1999.
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4.2.

O uso adequado dos diagramas: aspectos exatos e co-exatos

Manders procura interpretar a geometria euclideana mais como um antropdlogo
interpreta um fendmeno cultural do que como um quimico investiga uma
determinada substancia: seu objetivo ndo é tanto investigar a geometria de
Euclides em termos de seus resultados, principios ou demonstragdes, mas sim
em termos de sua relacdo com o auditério a que ela era destinada. Dito de outro
modo, sua preocupacgdo ndo é tanto a relagcdo entre a geometria e as formas
geomeétricas, mas entre a geometria e os gedmetras. Nao esta em jogo saber se
a geometria euclideana é uma boa teoria — fato ja suficientemente confirmado
pelo seu duradouro sucesso — mas sim por que ela € uma boa teoria, isto é,
quais sao as caracteristicas responsaveis pelo seu sucesso entre os
matematicos gregos. Assim, ndo cabe perguntar se os diagramas sdo elementos
legitimos, mas sim por que eles sdo assim. Resta, portanto investigar quais
aspectos os qualificam como instrumentos confiaveis num contexto de
demonstracao.

Manders considera a geometria euclideana uma pratica intelectual. E uma
pratica intelectual, segundo o autor, deve fornecer uma espécie de jogo que as
pessoas podem jogar, e jogar bem, de maneira conjunta, e de maneira a gerar
alguns beneficios'. E, para que se possa entender o funcionamento de um
determinado jogo, a melhor estratégia € observar o ambiente em que ele se
desenvolve, o comportamento dos jogadores, os artefatos utilizados e as agodes
que lhes s&o permitidas, etc. Assim sendo, uma interpretacdo adequada de uma
pratica intelectual tal como a geometria euclideana ndo deve partir de uma
concepgao prévia a respeito de como uma demonstragcdo geométrica deve ser.
Uma boa interpretacdo é aquela que torna possivel identificar quais sdo os
aspectos que tornaram a geometria euclideana uma pratica bem-sucedida em
seu tempo, ou a razao pela qual aquelas demonstragdes eram aceitas como tais
da maneira como eram apresentadas ao seu publico-alvo. Desta maneira seria
possivel entender o modo como a teoria se desenvolve, seus lances permitidos e
proibidos, e em especial o aparato simbdlico de que langa méo e as maneiras

pelas quais se pode interagir com ele.

" Cf. Manders 1995, pp. 80-81. Aqueles que porventura objetem a escolha da

analogia com jogos, Manders faz notar o quao dificil pode ser formular um bom jogo.
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No caso especifico da geometria euclideana, o aparato simbélico é, por
assim dizer, heterogéneo, composto de uma parte textual e uma parte
diagramatica. Tal diversidade é diretamente proporcional & complexidade das
acodes a eles relacionadas, assim, € de se esperar que a geometria sintética seja
mais complexa que a analitica — que seja um jogo cuja maestria exige mais
esforgo por parte dos jogadores.

De acordo com Manders, uma das caracteristicas distintivas de uma
pratica intelectual é o recurso a artefatos, ou, como ele mesmo diz, “o desvio por

meio de artefatos”'®

. Ora, se constituem um desvio, deve-se pressupor que haja
saida quanto uma volta ao caminho original. Assim, tanto as féormulas e as
sentengas da linguagem natural quanto os diagramas sao utilizados apenas
como meios, ndo constituindo nem o ponto de partida, nem o de chegada™. E o
que torna o uso de artefatos uma caracteristica essencial das atividades
intelectuais € a maneira controlada através da qual eles podem ser utilizados.
Deve haver controle tanto no aspecto ativo quanto no aspecto passivo de seu
uso. Isto é, os participantes devem proceder de uma maneira especifica,
reconhecida e aceita por todos os demais, tanto ao produzir quanto ao agir com
base no que os artefatos sugerem. Para Manders, o avango da geometria
cartesiana com relagdo a euclideana pode ser visto, neste sentido, como uma
reducao tanto dos artefatos (input) quanto das ag¢des que eles podem autorizar
(output), visando uma maior uniformidade nas estratégias demonstrativas.

Em ambos os casos (diagramas e equagbes), no entanto, trata-se de
artefatos. No caso dos diagramas, porém, pouco se investigou a respeito dos
aspectos que os caracterizam como artefatos, ou seja, a respeito das razdes
pelas quais é possivel dizer que as pessoas podem ter controle sobre eles. Em
geral, como foi visto, os diagramas euclideanos foram considerados ao longo do
tempo como representagdes (aproximadas) daquilo que era dito no texto das
demonstragbes. Sua participagado ativa nas provas por reductio, no entanto, ja
serve para mostrar que tal descricdo €, na melhor das hipdteses, incompleta.
Com efeito, nem o diagrama nem o texto destas demonstragdes, tomados
isoladamente, seriam suficientes para a sua execucdo. E apenas quando se
toma ambos conjuntamente que a contradicdo pode ser encontrada. Tanto a

proposicdo 1,6 quanto a 1,7, por exemplo, apresentam constru¢cdes que

'® Em inglés: “The detour through artifacts”. (Manders 1995, p. 81).
% Este ponto sera retomado ao final, quando forem discutidos os pardmetros que

determinam o dmbito de atuagao da linguagem em uma demonstragao.
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engendram contradi¢des, como seria de se esperar de demonstragbes por
reductio. No entanto, as partes textuais das suas demonstracbes nao seriam
suficientes para a derivagao das contradigdes. Em [,6, o texto permite apenas
que se derive a igualdade entre os dois tridngulos, mas ndo sua desigualdade.
Ja na parte diagramatica ocorre justamente o oposto: deriva-se a desigualdade,
mas nado a igualdade. Deste modo, em nenhum dos casos a derivagéo ocorre
sem a participagao das duas dimensoes, textual e diagramatica.

Por conta disso, para que as demonstracdes por reductio nos Elementos
sejam consideradas legitimas, € imprescindivel que se coloque em pé de
igualdade suas dimensdes textual e diagramatica, pois, via de regra, é do
confronto entre ambas que surge a contradigdo. Assim, & curioso que muitas
criticas ao uso dos diagramas em contextos de prova véem no uso da reductio
uma comprovagao de que os diagramas nao podem ser usados. Alega-se que a
construcao deveria ser de algo como uma figura absurda, uma instancia de
conceitos contraditorios. Tais criticas, entretanto, serdo relevantes apenas a
partir do momento em que se considere os diagramas como simples instancias
dos conceitos utilizados na demonstragao. Uma vez que tal ponto de vista nao
seja adotado, e que eles sejam vistos como um componente da demonstragéo,
tanto quanto o texto, é perfeitamente compreensivel que uma contradicdo possa
ser apontada na relacdo entre ambos os componentes. A contradigdo, no
entanto, ndo é “mostrada” pelo diagrama, mas surge da interagado entre o que &
mostrado por ele e o que é dito no texto da demonstracéo.

Como, porém, o primeiro ponto de vista prevaleceu, os diagramas foram
rebaixados a categoria de “figuras”. A abordagem padrao as demonstracdes de
Euclides concentra-se apenas em um de seus artefatos, e relega o outro a
condicdo de uma espécie de semantica imperfeita daquele. Com vistas a
preencher a lacuna que este tipo de abordagem originou, o trabalho de Manders
concentra-se justamente em oferecer um ftratamento mais abrangente,
especificando aquelas caracteristicas que fazem com que os diagramas, ainda
que possam ser vistos como instancias imperfeitas dos conceitos geométricos,
devam ser considerados artefatos da pratica representada nos Elementos. Mais
especificamente, Manders tenta mostrar que o uso dos diagramas obedece a
padrées bem-definidos, tal como se deve esperar daquilo que ele caracteriza
como artefato de uma atividade intelectual. O autor espera com isso oferecer
uma alternativa a interpretacdo da geometria euclideana, para a qual
consideragbes de carater ontolégico e seméantico sdo centrais. De acordo com

ele, a analise direta das inferéncias presentes na obra de Euclides, levando em
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conta o papel dos diagramas, fornece um quadro mais fidedigno de como a
geometria euclideana se desenvolve, de fato.

Reconhecendo a existéncia de duas partes distintas nas demonstracbes de
Euclides, uma discursiva e outra diagramatica, o autor passa entao a descrever
suas peculiaridades e o0 modo como interagem. A parte discursiva consiste de
uma sequéncia de assercdes que atribuem caracteristicas ou relacbes entre os
objetos da teoria, as quais podem ou nao influenciar a aparéncia do diagrama.
Cada passo na sequéncia textual deve ser autorizado por sentengas anteriores
na sequéncia ou por caracteristicas apresentadas pelo diagrama. Assim, de
acordo com Manders, um passo na demonstragdo consiste de uma atribuicdo
textual, de uma construcdo diagramatica, ou de ambos®.

A caracterizagcao oferecida por Manders nido deixa claro se uma
modificacdo no diagrama pode contar, por si s6, como um passo na
demonstragao. Pelo que se observa nas demonstragdes euclideanas isto nao
deveria ser possivel, pois mesmo que haja elementos no diagrama que nao
sejam introduzidos explicitamente por meio do texto (determinados pontos de
interseccdo, por exemplo), eles sdo consequéncias de agdes que o texto
prescreve. Assim, pode-se dizer de maneira mais adequada que um passo na
demonstragao consiste de uma atribuicdo textual, apenas; ou de uma atribuicao
textual e de modificagdes no diagrama, as quais dependem desta atribuico.

A maior parte, senao a totalidade, dos passos que fazem parte da etapa de
construcao (kataskeue) pertencem ao ultimo grupo, enquanto que os da prova
(apodeixis), em geral, ao segundo. A sentenga “Entre os pontos A e B tragar a
linha reta AB”, por exemplo, introduz um elemento no diagrama (a linha entre os
referidos pontos), e ao mesmo tempo atribui-lhe uma caracteristica (ser reta).
Como se pode ver, alguns passos na demonstragdo envolverao tanto a parte
textual quanto a diagramatica, outros envolverdo apenas a primeira, mas
nenhum envolvera apenas o diagrama. O ponto de intersec¢éo dos circulos BCD
e ACE em |,1, por exemplo, que surge no diagrama sem que o texto o autorize
previamente, embora como consequéncia de ag¢des por ele autorizadas, s6 pode
ser levado em conta depois que um passo na sequéncia textual o mencione — a
saber, “(...) e a partir do ponto C, no qual os circulos se cortam, até os pontos A,
B, (...)”. Se nao fosse assim introduzido, ele seria apenas um dos muitos
aspectos diagramaticos que surgem durante a demonstracdo mas ndo sao

utilizados (como o outro ponto de intersecgdo entre os circulos, na mesma

% Manders 1995, pp. 86-87.
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demonstracdo)”’. Sua aparicdo, por si s6, ndo constitui um passo na
demonstracdo. Segundo Manders, os passos nas demonstracdes geométricas
tradicionais s&o, em geral, autorizados em parte pelo que é mostrado no
diagrama.

A tarefa de Manders passa a ser entdo apresentar razbes para que se leve
os diagramas a sério, como artefatos cujas produgao e interpretagéo se dao sob
regras rigidas e de dominio total por parte dos participantes. Afinal, as criticas a
seu uso geralmente dirigem-se a uma suposta falta de controle em sua
manipulagcdo, de modo que conclusdes errbneas poderiam ser derivadas com
base em diagramas mal-feitos. E mesmo que tais erros grosseiros ndo sejam
observados na histéria da pratica, ndo ha um tratamento satisfatério das
representagdes diagramaticas em geometria que consiga rebater estas criticas.
Quais séo os aspectos dos diagramas que podem ser utilizados com seguranca
nas demonstracbes, € quais sdo os que poderiam dar origem a falacias? A
resposta a esta pergunta constitui talvez a contribuicdo mais significativa da obra
de Manders para o assunto.

Ao contrario do que geralmente se pensou, ndao € necessario que 0s
diagramas sejam desenhados de maneira impecavel para que eles possam ser
utilizados com seguranga. Apesar da necessidade de que eles sejam produzidos
de acordo com determinados critérios, estes nao diferem muito daqueles que se
aplicam a grafia das letras em um texto manuscrito. O importante é que os
diagramas sejam produzidos de modo que seja sempre possivel tanto identifica-
los de acordo com sua descricdo textual quanto utilizar determinadas
caracteristicas relativas a sua aparéncia.

Manders denomina exatas as caracteristicas que dependem de estipulacao
textual. E as caracteristicas cuja atribuicao depende da visualizagdo do diagrama
sdo denominadas co-exatas (por dependerem, em certa medida, das

estipulacdes textuais)®?. As caracteristicas co-exatas sdo aquelas estaveis sob

2! Como sera mostrado em seguida, de acordo com Netz 1999, o texto euclideano
€ mais eliptico do que o que € aqui utilizado como exemplo. Euclides em geral ndo
menciona termos como “ponto” ou “reta”, referindo-se a eles meramente por meio das
letras que os representam no diagrama.

2 Em Manders 1996, o autor denomina este segundo grupo como hgo-exatos
(non-exact). Tal mudanga, no entanto, nao é adotada no artigo introdutério ao primeiro
(Manders 2008), revelando que o autor acabou optando pelo modo original de expressao
— que, de fato, parece mais adequado ao que o autor pretende descrever: aspectos que

sdo exatos na medida em que dependem de aspectos exatos, e portanto sdo co-exatos.
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uma ampla gama de deformagdes que o diagrama possa apresentar, e que nao
sao eliminaveis por meio de seu aperfeicoamento. Elas incluem, basicamente, o
reconhecimento de regides, bem como relagdes de contiguidade ou continéncia
entre regiodes, segmentos e pontos. Estes elementos determinam o que Manders
considera como sendo, para quaisquer fins demonstrativos, a aparéncia ou
topologia do diagrama?®.

E possivel que se identifique 0 modo como os diagramas podem ser “lidos”
nos Elementos por meio da analise de algumas de suas definicdes. Nelas pode-
se ver quais sdo os aspectos que podem ser levados em conta na representacao
diagramatica dos objetos geométricos. Na definicdo de figura®*, por exemplo,
percebe-se que ndo é a natureza da linha que determina o que esta em jogo no
diagrama, mas sim a delimitagdo de uma regido por ela contida. As primeiras
definicbes, alvo de incontaveis criticas por conta de sua aparente inutilidade,
ganham novos ares sob esta perspectiva. O apelo sensivel presente em
algumas delas, criticado pela maioria dos comentadores, ganha importancia
quando a aparéncia do diagrama € considerada essencial para as
demonstracbes. As definicbes de ponto e linha, de acordo com esta
interpretagao, funcionam como guias para a leitura do diagrama. Dos elementos

diagramaticos que representam pontos, apenas a posi¢do deve ser levada em

% E interessante notar que os aspectos diagramaticos relevantes para as

demonstracdes sdo os mesmos que constituem o tema da topologia. De acordo com
Klein, que com o assim chamado Erlangen Program procurou fornecer um tratamento
unificador para as varias geometrias existentes em seu tempo, via nogédo de grupo, uma
geometria pode ser definida como o estudo das propriedades das figuras que sao
invariantes sob um determinado grupo de transformagées. De acordo com esta definigao,
a topologia investiga as propriedades invariantes sob transformagdes por deformagao de
figuras (ou sob o grupo de transformagbes continuas), tais como nogbes de
interior/exterior, aberto/fechado, contiguo/separado. Reid, citando Piaget, chama a
atencdo para o fato de que estas s&o as primeiras nogdes geométricas que as criangas
conseguem dominar (cf. Reid 1963, p. 178 e pp. 188-192). Este seria um bom contra-
argumento as criticas dirigidas a uma suposta complexidade e dificuldade de
interpretacdo ou uso dos diagramas em demonstragdes, afinal os Unicos aspectos
relevantes sao justamente os que sdo percebidos sem que seja necessaria muita
perspicacia por parte dos envolvidos. A maior dificuldade, contudo, e que é o centro das
criticas ao uso dos diagramas em demonstracdes, dirige-se a aplicacdo de no¢gées como
a de generalidade e necessidade, por exemplo.

2 Def. 14: “Figura é o que é contido por alguma fronteira ou fronteiras”.
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conta; dos que representam linhas, apenas o comprimento; e assim por diante.
O diagrama, claro esta, apresenta os pontos como dotados de uma certa
magnitude, bem como as linhas como dotadas de uma certa largura. Mas as
definigbes servem, neste sentido, justamente para avisar que tais aspectos nao
devem ser levados em conta nas demonstracoes.

Como foi visto anteriormente, muitas criticas a Euclides reclamam da falta
de explicitagdo de alguns principios utilizados nas demonstragdes, mas ausentes
da parte textual das mesmas. Ora, quando nao é apenas o texto o encarregado
de fornecer informacao, é natural que alguns itens utilizados na demonstracao
nao estejam disponiveis nele. A questdo que se pde neste contexto diz respeito
a confiabilidade das fontes alternativas de informagcdo no processo
demonstrativo. Em Euclides, a tarefa é entdo esclarecer em que medida os
diagramas podem portar informagdo de maneira tal que ela possa ser utilizada
com seguranga na derivacdo dos resultados geométricos. Para Manders, as
informagdes que o diagrama esta autorizado a fornecer estdo vinculadas aos
aspectos co-exatos mencionados acima, ou seja, caracteristicas tais que uma
vasta gama de distor¢cbes no diagrama nao seria suficiente para impedir sua
visualizacao.

O que pode ser extraido do diagrama, a partir do que permitem seus
aspectos invariantes, resume-se ao reconhecimento do seguinte: regides
limitadas por linhas; extensbes de determinados elementos; relacbes de
continéncia que decorrem da inclusdo de uma regido em outra ou da extensao
de um determinado elemento; e intersecgdes entre duas linhas — tudo isso sob a
condicao de que néao se trate de aspectos eliminaveis por meio da produgao de
diagramas alternativos. Nos paragrafos seguintes, serdo descritos
pormenorizadamente cada um destes topicos.

Uma das primeiras contribuigdes que se pode esperar de um diagrama
geomeétrico razoavelmente arranjado é a possibilidade de se reconhecer regides
de acordo com a disposi¢do das linhas que o compdem. Quando uma linha é
apresentada no diagrama, o plano sobre a qual ela repousa passa a ser
composto por duas regides que se opdem por meio dela. Se a linha encerra uma
figura, estas regides podem ser chamadas externa e interna, e seu
reconhecimento no diagrama é seguro e imediato. Outro aspecto confiavel dos
diagramas geométricos € sua capacidade de possibilitar o reconhecimento da
orientacdo de uma determinada figura (um segmento ABC, por exemplo, tem
assegurada pelo diagrama a posicao relativa dos pontos sobre si, e portanto

principios explicitos a este respeito, como os Axiomas de Ordem, dos
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Grundlagen, seriam redundantes). Por conta destas peculiaridades dos
diagramas, Euclides pode, em 1,12, pedir que seja considerado um ponto D no
outro lado da reta dada AB com relacdo a um ponto C, sem que nenhum
principio autorize textualmente a escolha de pontos arbitrarios em uma
determinada regido. Além disso, nao ha restricdo textual que previna que se o
ponto esta do outro lado de uma reta ele ndo pode estar sobre ela. No entanto, o
contexto de demonstracao é tido como suficientemente claro para que considere
ambos como pontos externos a reta dada. Os diagramas, mais uma vez, podem
ser vistos aqui como responsaveis por tais restricdes, uma vez que excluem
automaticamente casos indesejaveis ou simplesmente irrelevantes.

Como seria de se esperar, com o auxilio do texto as informagdes que
podem ser tiradas do diagrama aumentam. De acordo com a natureza das linhas
que limitam uma regido e com o numero de pontos identificados, por exemplo,
pode-se dizer de que figura se trata, se um triangulo, quadrilatero, pentagono,
etc. Contudo, faltaria informacdo textual para dizer quando um tridngulo é
equilatero, isésceles ou escaleno, ou quando um quadrilatero € um quadrado,
um retangulo ou um paralelogramo. Do mesmo modo, o diagrama deve permitir
o reconhecimento de linhas de acordo com suas peculiaridades: uma reta nunca
podera encerrar espaco, enquanto que um circulo sempre deve fazé-lo. Mas
esta possibilidade ja ndo é independente da parte textual do sistema, uma vez
que é ali que se pode constatar que estes dois sdo os Unicos tipos de linha
disponiveis no sistema.

O estabelecimento de relagcdes de igualdade, via de regra, deve ser feito
mediante permissao textual. No entanto, em alguns casos é possivel inferir esta
relacdo sem possibilidade de erro, baseando-se apenas na aparéncia do
diagrama. Isso ocorre quando o diagrama apresenta uma coincidéncia nao-
acidental entre os elementos que estdo em questdo. Estes casos s&o de dois
tipos: quando duas figuras compartilham um mesmo componente (como no caso
da base BC nos triangulos ABC e DBC, em 1,6); e quando uma determinada
figura pode ser vista como uma composicdo de outras figuras, de modo que a
soma destas partes coincide com o todo (0 que ocorre, na mesma proposicao
1,6, com o tridngulo ABC e os tridngulos DBC e DCA, ou na demonstracao de |,2,
onde o segmento DF resulta do prolongamento de DB, e que portanto este é
menor que aquele, por estar nele contido).

Algo semelhante acontece com certos casos de desigualdade. Embora a
aparéncia do diagrama também nao seja, em geral, suficiente para autorizar

afirmacgdes de desigualdades entre seus elementos, os casos em que estes
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elementos devem necessariamente ser representados no diagrama de maneira
sobreposta formam uma exceg¢do a regra. Nestes casos, também trata-se de
uma coincidéncia no diagrama, mas a operacdo em jogo nao € a de adicdo mas
sim a de subtracao das partes com relagdo ao todo. Dito de outro modo, o todo
subtraido de uma parte sera igual a parte restante, e, assegurado que nao se
pode falar de uma parte sem dimensao ou nula, o todo deve ser maior que
qualquer uma das partes. Por conta disso, em 1,6 Euclides pode efetuar a
reductio, pois mesmo que nao seja possivel encontrar na parte textual da
demonstragdo duas sentengas que se contradigam, o diagrama apresenta um
triangulo como parte de outro — como necessariamente desiguais, portanto —
enquanto o texto afirma uma igualdade entre eles. A desigualdade nao é
afirmada no texto, mas inferida a partir do diagrama. Portanto, a contradicao se
da entre uma atribuicdo que é feita de maneira explicita no texto e outra que é
inferida a partir do que o diagrama mostra de maneira explicita.

Tanto para as igualdades quanto para as desigualdades, portanto, a
condicdo para que o diagrama possa ser usado no seu estabelecimento € a de
que os termos envolvidos estejam dispostos num mesmo local no diagrama, de
maneira que um esteja incluido no outro, ou que estejam dispostos
contiguamente. Como isso nem sempre sera possivel no diagrama inicial da
proposi¢cao, algumas construgbes sao necessarias, de maneira que o0s
elementos a serem julgados iguais ou desiguais possam ser finalmente
comparados no diagrama®. A comparagado, no caso, sera sempre relativa — nao
é possivel, por meio deste expediente, determinar qual dentre duas retas
quaisquer & a maior. Faz-se necessario que elas possam ser relacionadas de
modo que uma revele-se igual a uma parte da outra, ou que ambas sejam iguais
a uma terceira, por exemplo, para que a relagao entre elas se determine.

Por esta razao o transporte das figuras no plano é imprescindivel para que
possa se desenvolver um raciocinio geométrico nos moldes euclideanos. Ndo se
deve, no entanto, entender o transporte como envolvendo a manipulagédo do
diagrama in concreto, ou alguma destreza no uso de régua e compasso, por
exemplo. Antes, o ftransporte que esta em jogo, como ja foi sugerido
anteriormente, deve ser entendido em termos de cdépia ou transferéncia e ndo

como transporte mecanico — ja que os elementos do diagrama n&o s&o movidos,

% Situacdo analoga aquelas observadas nos métodos analiticos, nos quais dois
elementos quaisquer, inicialmente sem qualquer relagado aparente entre si, podem ser

relacionados por meio das equagdes que os definem e de suas implicagoes.
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de todo. As proposicoes classificadas como problemas, responsaveis pela
execugao desta tarefa, servem para mostrar como, nas sucessivas
transformagdes diagramaticas que sdo permitidas, determinadas propriedades e
relagbes podem, por assim dizer, migrar de uma parte a outra do diagrama de
acordo com o que o texto estipula. Assim, quando o objetivo € a demonstracao
de uma igualdade ou desigualdade, as relagbes entre dois diagramas separados
vao sendo transferidas de modo que, ao final, elas possam ser observadas
simultaneamente em um mesmo local. Um excelente exemplo deste trabalho de
transferéncia de magnitudes pode ser observado na demonstragdo de |I,5,
relacionado aos angulos da base e sob a base do tridngulo dado.

Com relagao a interseccgao de linhas no diagrama, alguns casos especiais
podem ser diagramaticamente assegurados. A intersecgao entre retas e circulos,
por exemplo, apenas pode ser lida do diagrama se determinadas exigéncias
forem cumpridas. De maneira geral, este € um tipo de interseccédo entre duas
linhas que ndo pode ser visto como uma caracteristica co-exata do diagrama.
Com efeito, uma reta que corta um circulo pode fazé-lo de maneira acidental, tal
que um diagrama alternativo poderia apresenta-la como apenas tocando o
circulo ou como nao possuindo nenhum ponto em comum com este. Este é o
caso, por exemplo, do segmento BC e do circulo KLG na proposi¢éo 1,2, para os
quais Proclo oferece construcdes alternativas em que eles nao se intersectam?®.
Mas ha casos em que necessariamente o ponto de intersecgcado deve existir, e
apenas estes casos sao autorizados pela pratica euclideana. No Livro |, tais
intersec¢des podem ser lidas do diagrama apenas nos casos em que a reta em
questdo é o raio do circulo, ou seu prolongamento?. Ora, para a construgdo de
um circulo € necessario um segmento de reta, cujas extremidades marcarao o
centro e um ponto na circunferéncia do mesmo, respectivamente. Assim, uma
linha reta que contenha este segmento necessariamente intersectara a
circunferéncia do circulo com ele construido. Na mesma proposigao |,2, a linha
DE necessariamente cortara o circulo GKL, pois o ponto D € o centro deste
circulo. Portanto, deve-se dizer que nos casos em que uma determinada reta
passa pelo centro de um determinado circulo (fato que depende em larga
medida de estipulacdo textual), pode-se inferir pela aparéncia do diagrama que a

mesma intersecta a circunferéncia deste circulo.

% Cf. Heath 1956, p. 245.
%" No Livro IIl este critério também sera estendido para casos em que um ponto da

reta é estipulado como estando no interior do circulo.
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A razao para o reconhecimento de interseccdes entre dois circulos, tal
como em |,1, parece nao ser muito diferente desta. H4 somente um caso em que
dois circulos necessariamente se intersectardo (e, pelas peculiaridades desta
figura, eles se intersectardao em dois pontos determinados), a saber, quando o
centro de um estd sobre a circunferéncia do outro®®. Em 1,1, o circulo DBC
possui seu centro A sobre a circunferéncia do circulo ACE, e vice-versa. Os
pontos de interseccdo dos circulos, deste modo, podem ser tidos como
elementos passiveis de serem utilizados no decorrer da demonstragao, embora
um ja seja suficiente para a construgcdo. Como os dois circulos compartilham o
mesmo raio, € o ponto de intersec¢do pertence a ambas as circunferéncias,
simultaneamente, é licito dizer que nele as extremidades dos raios dos dois
circulos se tocam, ou seja, que ele é um ponto nas extremidades dos segmentos
que determinam os raios destes circulos — de acordo com o que determina a
Def. 3. O ponto C nesta demonstracao representa, neste sentido, o primeiro dos
casos de coincidéncia a partir dos quais é possivel extrair, pelo diagrama,
relacdes de identidade. Um ponto da extremidade do raio do circulo DBC sobre a
circunferéncia é igual, por ser coincidente, a um ponto da extremidade do raio do
circulo ACE.

A proposicao 1,22, no entanto, apresenta um caso em que um ponto de
interseccdo entre dois circulos é utilizado sem que se cumpra a exigéncia
enunciada no comec¢o do paragrafo anterior. Este fato também motivou criticas
por parte dos comentadores, a comecar por Proclo®. A proposicdo demonstra a
possibilidade de construgcado de um tridngulo a partir de trés segmentos
quaisquer, observada a condi¢gdo de que dois deles somados sempre sejam
maior que o restante. Uma vez colocados lado a lado, de maneira contigua sobre
uma linha reta, os segmentos DF, FG e GH (iguais, respectivamente, aos
segmentos dados A, B e C), pede-se que se descrevam circulos DKL e KLH

usando-se como raios os segmentos das extremidades, DF e GH.

2.0 critério para estes casos também deve ser estendido, no Livro lll, para casos
analogos aos mencionados na nota anterior.
? Cf. Heath 1956, pp. 293-294.
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oy

Embora ndo se enquadre no requisito acima descrito, a interseccéao fica
garantida por conta das relagdes que devem ser mantidas entre os segmentos.
Se os circulos apenas se tocassem em um ponto K (isto &, possuissem apenas
um ponto em comum, sem se intersectarem), isto implicaria que DF+GH=FG
(caso se tocassem externamente), ou que DF=GH+FG (caso se tocassem
internamente). Os raios dos dois circulos somados coincidiriam com o segmento
restante, ou o raio de um deles coincidiria com a soma do segmento central e 0
raio do outro circulo. Em ambos os casos, seria possivel ler do diagrama uma
relacdo de identidade que contraria a restricdo imposta pelo enunciado da
proposicado a respeito das magnitudes relativas dos segmentos escolhidos. Por
fim, se eles nem sequer se tocassem, isto implicaria que DF+GH<FG (a soma
dos raios seria ainda apenas uma parte do segmento central, caso os circulos
estivessem separados), ou que DF>GH+FG (um dos raios seria maior que a
soma do outro raio com o segmento central, caso um circulo estivesse
totalmente contido no outro), o que também nao atende os requisitos para a
construgdo. Assim, a existéncia do ponto de intersecgao pode ser inferida da
aparéncia do diagrama porque os circulos envolvidos devem possuir pelo menos
uma parte de seus raios em comum. Afinal, se 0 segmento que separa seus
centros ndo deve ser nem maior nem igual a soma de seus raios, devendo ser
menor que ela, entdo necessariamente os diagramas dos circulos irdo se
sobrepor parcialmente — e portanto terdo pontos de intersec¢do. Assim, pode-se
reformular o requerimento acima apresentado e, além dos casos em que o
centro de um circulo € um ponto sobre a circunferéncia do outro, também os
casos em que dois circulos devem necessariamente compartilhar um segmento
de seus raios constituem os casos em que os pontos de intersec¢cao possuem
existéncia diagramaticamente assegurada.

Finalmente, outro aspecto que um diagrama pode oferecer de maneira

legitima no curso de uma demonstracédo euclideana diz respeito a interseccao
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entre duas, e apenas duas, linhas retas. De duas retas quaisquer que o
diagrama apresente de maneira indeterminada quanto a intersecg¢do, vale
lembrar, ndo se pode inferir a interseccdo das mesmas, tanto quanto nao se
pode inferir do diagrama seu paralelismo. No entanto, nos casos em que a
interseccdo nao é eliminavel por meio do que Manders chama disciplina
diagramatica — a habilidade de se produzir diagramas adequados — a intersecgao
ou o ponto que ela determina pode ser utilizado sem prejuizo para a
demonstracao. Em 1,10, na bissec¢cdo de uma linha reta finita dada, toma-se por
garantido que a bissetriz do angulo oposto a base a intersectara em um ponto, e
que este estara localizado entre os extremos da base. Mas isto ndo pode trazer
perigo para a demonstragdo porque, uma vez que se utilizem os diagramas em
sua execucgao, tais caracteristicas necessariamente seréo explicitas em qualquer
diagrama adequado para a situagao representada.

A peculiaridade dos aspectos co-exatos € seu carater intrinseco, por assim
dizer, as caracteristicas proprias do simbolismo diagramatico. Como foi dito, os
aspectos co-exatos sao aqueles que aparecerao em qualquer diagramacéao, ou
seja, sua eliminacgao é impossivel de ser executada por refinamento do diagrama
ou produgcdo de configuragdes alternativas — respeitados, obviamente, certos
requisitos minimos para a produgdo dos diagramas. Por esta razdo, sdo os
unicos aspectos do diagrama que podem ser utilizados nas demonstragdes sem
risco de induzirem ao erro. De acordo com Manders, eles aparecem no curso de
uma demonstracdo por meio de alguma estipulacdo textual ou a partir da
interacdo de determinados elementos do diagrama, independentes de
explicitagao textual. As regides circulares introduzidas pelo uso do Post. 3 em |,1
sao um exemplo do primeiro tipo de aspectos co-exatos, e o ponto de
interseccao dos dois circulos, um exemplo do segundo tipo.

A estabilidade dos aspectos co-exatos com relagdo a eventuais distorgoes
ou deformacgdes no diagrama pode variar de um caso para outro. De acordo com
Manders, alguns aspectos como o surgimento de dois pontos de interseccéo
entre os circulos de I,1, podem ser observados até mesmo num diagrama
severamente distorcido, enquanto outros aspectos, como a ordem de
determinados pontos em uma linha, por exemplo, ndo sobrevivem a muitos
abusos por parte de quem esta tracando o diagrama. Em casos como estes

ultimos, embora haja uma ameaca real do que Manders denomina desarranjo ou
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impoténcia do diagrama com relagdo a expressdo do que esta sendo tratado™®, a
simplificacdo do diagrama ou o tratamento de casos separados sdo suficientes
para afastar tal ameaga. Em suma, todo uso acidental do diagrama pode ser
evitado mediante o que o autor chama de disciplina diagramatica — a habilidade
de se entender, produzir ou melhorar os diagramas utilizados nas
demonstragdes de maneira controlada®".

Além daquilo que pode ser classificado como um aspecto co-exato, no
entanto, nenhuma outra propriedade ou relagdo que os diagramas podem sugerir
pode ser derivada sem autorizagdo textual — e é por isso que nao procede a
alegagcdo de que a pratica demonstrativa euclideana n&o € rigorosa. Todos 0s
demais componentes de uma demonstracdo euclideana devem ter sido
introduzidos textualmente. E, como sera visto adiante, na apresentagcdo do
trabalho de Netz*?, o texto das demonstragdes euclideanas tampouco deixa a
desejar com relagao ao rigor e ao método. Por ora, deve ser ainda analisado o
segundo grupo de atribuicbes que devem ser levadas em conta na
demonstragao com relacédo ao diagrama, a saber, aquelas que o texto apresenta
como valendo a respeito de uma dada configuracdo diagramatica — as
atribuicdes exatas.

Como o autor bem descreve, enquanto os atributos co-exatos sao
indicados nos diagramas, os diagramas s&o sujeitos aos atributos exatos>. Para
qualquer diagramacdo dos circulos em I,1, o ponto C pode ser indicado no
diagrama, pois este necessariamente o apresentara. Ja a igualdade dos lados do
tridangulo construido, cujo estabelecimento é o objetivo da proposi¢cao, ndo pode
ser considerada da mesma maneira. Com efeito, a igualdade dos segmentos
(entendidos como os tragos fisicamente considerados) nao seria observada nem

na mais cuidadosa das diagramagbes. Tal preciosismo com relagdo aos

% Manders fala de impoténcia ou desarranjo quando o processo demonstrativo
falha no cumprimento das expectativas que a pratica suscita. Isto pode ocorrer quando
nao se tem um controle total sobre o que pode ou nado acontecer no curso de uma
demonstragao, por exemplo. Para mais detalhes, cf. Manders 1995, pp. 82, 94.

¥ Este ponto sera retomado adiante, quando for analisada a conhecida falacia
supostamente engendrada pelo uso dos diagramas, segundo a qual todo tridngulo é
isésceles.

% Netz 1999.

® Manders ressalta, a este respeito, que nenhum diagrama indica todas as
condi¢cdes co-exatas e é sujeito a todas as exatas, e por esta razdo sao possiveis as

provas por reductio em que texto e diagrama conflitam.
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diagramas, no entanto, n&o é de todo necessario na pratica euclideana — embora
nao seja raro ver comentadores pressupondo-a como necessdria para a pratica
euclideana®. Este tipo de relagdo cabe apenas ao texto estipular, nunca
podendo ser inferida a partir da aparéncia do diagrama.

Muitos atributos possuem uma natureza mista, em parte exata e em parte
co-exata. Dizer que um determinado diagrama representa um tridngulo inclui o
reconhecimento de uma regido limitada por linhas (um componente co-exato, ja
que é apresentado por qualquer diagrama que pretenda representar uma figura),
e também o reconhecimento de que trata-se de trés segmentos de reta (um
componente exato, cuja apresentagdo diagramatica seria impossivel por
questdes praticas — tanto quanto se sabe, ndo ha como se obter uma instancia
empirica de uma linha reta). A distingcdo entre atributos exatos e co-exatos
poderia ser vista desde a seguinte perspectiva: aquelas nogdes que podem ser
vistas, para os devidos fins, como instanciadas no diagrama, correspondem os
atributos co-exatos; ja as que sdo incapazes de serem exemplificadas pelos
diagramas em pelo menos um caso especifico, correspondem os atributos
exatos. A parte textual, desta forma, teria a fungao de acrescentar informagdes
cuja representacdo é impossivel ou inadequada na parte diagramatica. Mas
mesmo que 0s aspectos exatos nunca devam ser lidos do diagrama, tanto pela
imperfeicdo destes quanto pelo fato de ja4 estarem disponiveis no texto, os
diagramas devem ser apresentados de acordo com as restricbes que estes
aspectos impéem, a fim de que nao sejam gerados aspectos diagramaticos
espurios. Assim, linhas exageradamente tortas ou curvadas devem ser rejeitadas
porque podem interferir na leitura de aspectos co-exatos (surgimento de regides,
por exemplo), mas nao porque falham em instanciar a propriedade que o texto
Ihes atribui.

Assim como ha elementos cuja apresentagdo cabe apenas ao diagrama,
ha também os que sdo exclusivamente de competéncia do texto. As atribuicbes
que cabe somente ao texto apresentar incluem relagdes de igualdade entre ndo
coincidentes (segmentos, figuras, areas, etc.), proporcionalidades, o carater de
angulos (se sao retos, por exemplo), de linhas (se pertencem a retas ou
circulos), e de figuras (se se trata de um quadrado ou de um quadrilatero
qualquer, por exemplo), a intersecgdo de trés linhas, tangéncias, entre outros.
Nas palavras de Manders, os aspectos exatos sdao aquelas que, na geometria

analitica, podem ser expressos por meio de equagdes algébricas, muito embora

% Cf., por exemplo, Kline 1972, p. 175.
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uma equacao algébrica ndo esgote o significado de uma nogdo como a de reta
ou circulo, por exemplo — tanto que tais no¢des ndo sédo dispensadas, mas sim
tomadas como primitivas na geometria analitica a fim de que se torne possivel
relacionar o plano coordenado & geometria euclideana®.

Uma vez que é pelo texto que sdo autorizadas inferéncias de congruéncias
de nao coincidentes, bem como transitividade de propriedades e relacbes,
percebe-se que a maior parte das demonstragdes depende mais do texto do que
dos diagramas. Por outro lado, como a manipulacdo dos diagramas pode
contribuir de maneira independente e regrada no curso de uma demonstragao,
percebe-se que ndo ha como considera-la um meio menos importante ou
rigoroso para a pratica.

Como foi visto, no entanto, as criticas ao uso de diagramas nao parecem
levar em conta estes fatores. Greenberg, por exemplo, apds apresentar os
axiomas da geometria plana que serao utilizados em sua obra (incluindo os que
Euclides teria falhado em explicitar), o autor alerta para o “perigo dos

diagramas™®.

Para ele, as distor¢cdbes no diagrama podem dar origem a
resultados falsos, tal como ocorre no caso da demonstracéo falaciosa de que
todos os tridngulos s&o isdsceles.

Esta famigerada demonstragao requer, dado um tridangulo ABC, bissecar o
angulo BAC, e bissecar o segmento BC a ele oposto. As bissetrizes podem ou
nao possuir um ponto de intersecgao. Se nao possuem, elas sao ou coincidentes
ou paralelas, e em ambos os casos o tridngulo deve ser isdsceles, pois a
bissetriz do angulo BAC sera perpendicular a BC, dividindo o tridngulo em dois e
possibilitando derivar a igualdade dos lados AB e AC pela aplicagdo do critério
angulo-lado-angulo para identidade de tridngulos. Se, por outro lado, possuem
um ponto de intersecgao O, ha trés casos possiveis: O cai no interior do
tridangulo; O cai sobre o tridngulo; ou O cai fora do tridngulo. Para cada caso,
pede-se que sejam construidas, a partir do ponto de interseccdo O, a
perpendicular OR, com relagao a AB, e a perpendicular OQ, com relagéo a AC.
Nos casos em que o ponto O esteja fora ou dentro do tridngulo, pede-se ainda
que sejam tracadas as retas OB e OC. Os diagramas resultantes seriam,

respectivamente, os seguintes:

% Manders apresenta a relagdo de proporcdo como apenas valendo para
segmentos (como um atributo exato), embora ao que tudo indique isto também valha
para proporgdes entre areas, angulos ou figuras (cf. Manders 1995, p. 92).

% Cf. Greenberg 1972, pp. 48-49.
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(1)

0

Como RAO=QAO (duas metades do angulo RAQ), ORA=0QA (por serem
retos) e AO é comum, segue-se que os triangulos AOR e AOQ séo iguais. Em
particular, OR=0Q e AR=AQ. Por possuirem dois lados iguais a dois lados
(BD=DC e DO comum), e os angulos por eles contidos (DOB=DOC), os
triangulos BDO e CDO também s&o iguais. Em particular, BO=CO. Por fim, se
BO=CO, também serao iguais os triangulos BOR e COQ, por possuirem iguais
entre si dois lados (BO=CO e OR=0Q) e um angulo (BRO=CQO). Em particular,
BR=CQ. Logo, AB=AR+RB=AQ+QC=AC ou, para o caso em que D é externo,
AB=AR-RB=AQ-QC=AC). Ficaria demonstrado, deste modo, que todo tridngulo &
isosceles.

Ora, a luz da interpretacdo de Manders uma critica deste tipo torna-se
quase ingénua. Afinal, o sucesso da demonstragéo falaciosa depende de fatores
que ndo passariam despercebidos por um bom discipulo de Euclides®. Se a
demonstracdo ¢é vista levando-se em conta os requisitos da disciplina
diagramatica, ela é deficiente porque ndo sao analisadas todas as configuragdes
possiveis para o diagrama, sendo que a configuragéo ignorada é justamente a
que refutaria o resultado, a saber, aquela em que os pontos de interseccdo R e
Q das perpendiculares aos lados AB e AC encontram-se-iam em posicoes
alternadas com relagao a estes segmentos, de modo que se R caisse sobre AB,
Q teria de cair no prolongamento do lado AC, e vice-versa. Assim, ter-se-ia um
dos pontos no interior e outro no exterior do tridangulo ABC, e as equacgdes
AB=AR+RB=AQ+QC=AC e AB=AR-RB=AQ-QC=AC nao seriam verdadeiras

nesta configuragao, o que bastaria para que se refutasse o resultado.

% Talvez a obra de Euclides intitulada Pseudaria ou Pseudographemata, da qual
se tem conhecimento por conta de mencbes por parte de comentadores antigos como
Proclo (que o chamava Livro das Falacias), servisse para agugar a capacidade de se

analisar demonstragoes falaciosas deste tipo (cf. Heath 1921, pp. 430-431).
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Se, por outro lado, sdo levadas em consideragao as regras que controlam
0 uso de alguns aspectos co-exatos, a suposta demonstragdo também revela-se
deficiente porque as supostas coincidéncias diagramaticas entre o todo e a soma
das partes (no caso o lado AB ou AC e os segmentos AR e AB, ou AQ e QC)
nao sao observadas em todas as diagramacgdes possiveis, € ndo podem ser
utilizadas com a generalidade pretendida. Ao final, a falacia revela-se
minimamente convincente apenas quando os diagramas s&o visualmente
parecidos com tridngulos isdsceles. Em casos como estes, no entanto, a pratica
sugere que € prudente que se considere justamente os casos mais diversos,
afinal espera-se que os resultados demonstrados valham em geral, e nédo
apenas para os casos mais obvios.

Como se pode ver, a distincdo apresentada por Manders entre aspectos
exatos e co-exatos das demonstrac¢des euclideanas permite que sejam refutadas
aquelas criticas ao uso de diagramas que sao elaboradas supondo que pseudo-
demonstragdes como a que foi vista acima estao livre de defeitos no uso que
fazem dos diagramas, ou poderiam convencer sem mais a alguém que estivesse
a par das regras em uso. O contra-exemplo, no entanto, ndo € mais perigoso
para os métodos da geometria do que um argumento mostrando que todos os
numeros sao impares com base em determinadas representagdes algébricas
poderia ser para a teoria de numeros.

Manders oferece uma boa justificativa para o sucesso da pratica
euclideana, mostrando que o uso dos diagramas obedece critérios tao rigorosos
quanto os que estdo em voga para o uso de sentencas ou férmulas em uma
demonstragdo. Assim, ao mesmo tempo que admite que alguns aspectos dos
diagramas sao vitais para as demonstracbes euclideanas, ele oferece
argumentos para que seu uso seja considerado um recurso legitimo e incapaz
de ameacar a confiabilidade das demonstracdes. As inferéncias diagramaticas —

isto é, aquelas que de alguma forma dependem da visualizagdo do diagrama —
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sao autorizadas apenas quando baseiam-se em aspectos co-exatos, que sao
aqueles que determinam a aparéncia do diagrama, em sentido estrito.

A obra de Manders, como ja foi dito na introdugdo deste capitulo, marca
um rompimento com a visdo dominante no século XX a respeito da obra
euclideana. Nao seria exagero, neste contexto, falar da queda de um mito no
que diz respeito ao uso dos diagramas em Euclides. No artigo acima analisado
encontra-se uma nova abordagem, a qual encara de maneira exitosa o problema
posto pela utilizagdo dos diagramas. Manders propde uma analise filoséfica das
razdes pelas quais os diagramas também demonstram. Que eles assim o fazem,
€ um fato evidente diante do sucesso da pratica. Faltava apenas que se
respondesse por que isto é possivel. Mas o esforco de Manders apenas langou
uma base sobre a qual uma interpretacdo rigorosa das demonstracbes de
Euclides — tal como elas realmente eram apresentadas na pratica, ou pelo
menos tentando aproximar-se deste ideal — poderia ser levada a cabo. Assim,
utilizando-se da descricdo das demonstragdes euclideanas oferecida por
Manders, e principalmente da distingdo entre atribuicdes exatas e co-exatas,
Avigad, Mumma e Dean apresentam, ja no final da primeira década do século
XXI, um sistema formal no qual é apresentado de maneira mais fidedigna do que

a de Pasch, Hilbert ou Tarski, a geometria contida nos Livros I-IV dos Elementos.
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4.3.

Um novo sistema formal para os Elementos

O trabalho de Avigad, Dean e Mumma busca oferecer uma interpretagéao formal
dos Elementos de uma maneira tal que as assim chamadas inferéncias
diagramaticas — aquelas que dependem dos atributos co-exatos, também
possuam uma contrapartida formal no sistema. De acordo com eles, este tipo de
inferéncia perdeu prestigio, principalmente apés a crise de fundamentos do
século XIX, por dois motivos principais: 1) por ser necessario o recurso a intuigao
para que se possa averiguar a correcao destas inferéncias; e 2) por faltarem
recursos, do ponto de vista moderno, para que se atribua generalidade aos
resultados obtidos por seu intermédio.

As axiomatiza¢cdes de Pasch, Peano e Hilbert, no século XIX (que os
autores caracterizam como informais), e a axiomatizagdo de Tarski, no século
XX (considerada formal pelos autores), partram de uma concepg¢do de
demonstracdo para a qual apenas os axiomas e as regras de inferéncia
formuladas explicitamente devem ser utilizados na derivagao dos teoremas. Esta
visdo, no entanto, fez com que estas axiomatizagcbes soassem mais como o
estabelecimento de um novo paradigma para a geometria do que propriamente
reconstrugdes da geometria de Euclides, num sentido estrito. Com efeito, na
geometria de Hilbert ndo ha circulos, itens essenciais na geometria de Euclides.
E na geometria de Tarski, os unicos objetos utilizados s&o pontos. Isto ja serve
para mostrar o quao distantes tais formalizacbes estao com relagao a pratica que
Ihes deu origem. E, mesmo que hajam falhas nos raciocinios euclideanos de
acordo com o paradigma moderno, a falta de resultados errbneos na geometria
de Euclides, por mais que seus métodos fossem inadequados, deveria sugerir
uma abordagem diferente, mais préxima tanto em modos de raciocinio como de
apresentacao, da geometria presente nos Elementos. Para isso seria necessario
apenas que se estabelecessem como axiomas aquelas assungdes implicitas que
Euclides utiliza, sem que com isso fosse renegada a importadncia da dimensao
diagramatica para as demonstracoes.

O objetivo de Avigad, Mumma e Dean é justamente oferecer uma
alternativa a estas formalizagbes, um tratamento formal no qual as inferéncias
nao sejam diferentes, ou pelo menos ndo muito diferentes, daquelas que se
encontram nos Elementos. Particularmente, sem ignorar a importancia dos
diagramas — uma vez que, de acordo com 0 que se argumentou acima, eles séo

essenciais para tais inferéncias. Para que isto se torne possivel, a distingao entre
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atribuicdes exatas e co-exatas, devida a Manders, é utilizada como parametro
para a inclusdo, na apresentagdo formal do sistema, daqueles aspectos cuja
aparigcdo, nos Elementos, depende de alguma maneira da visualizagdo do
diagrama. Como foi visto, no que diz respeito a relagdes ou propriedades de
carater métrico, as quais sdo expressas nas atribuicbes exatas (que os autores
preferem chamar assercbes meétricas), os diagramas sdo completamente
dispensaveis. Mas a geometria de Euclides utiliza-se em larga escala de
relagbes ou propriedades topoldgicas, para cuja expressao os diagramas sao o
meio mais adequado.

O sistema formal E, criado para representar a maneira pela qual se dao as
inferéncias nos Elementos, & construido sobre o sistema batizado de Eu,
elaborado por Mumma e apresentado em sua tese de doutorado®®. Nestes
sistemas os diagramas sao tratados como objetos confiaveis e passiveis de
serem introduzidos no curso de uma demonstracdo com vistas a permitir
determinadas inferéncias. A generalidade de um resultado obtido através do
raciocinio sobre uma configuracdo diagramatica determinada justifica-se pela
sua possibilidade de aplicagdo a toda uma classe de diagramas que
compartilham a mesma informagao do ponto de vista diagramatico.

O recurso a classes de equivaléncia entre diagramas faz com que seja
possivel evitar a ramificacdo de casos nas demonstragdes — procedimento
necessario, por exemplo, no sistema de Miller®, no qual a generalidade de um
resultado depende da andlise de todas as configuragdes diagramaticas possiveis
e relevantes para o caso em questdo. De acordo com os autores, apesar de se
assemelharem em seus objetivos, o sistema de Miller difere de E porque
reproduz com menos fidelidade a maneira como Euclides efetivamente procede
(ou seja, sem considerar casos distintos para uma mesma proposi¢ao). Em E a
consideragdo de casos € substituida pela observancia de um conjunto de regras
gerais que estipulam quando determinadas caracteristicas lidas de um diagrama
particular podem ser consideradas como validas em geral. Além de uma maior
proximidade com o sistema euclideano, os autores alegam que seu sistema é
elaborado com vistas a oferecer, ao final, demonstracdes de correcdo e
completude relativas a uma semantica apropriada — a saber, a das construgcdes
com régua e compasso, construida sobre um subconjunto dos numeros reais.

Assim, os autores esperam, ao mesmo tempo, oferecer um sistema formal que

¥ Mumma 2006.
%9 Miller 2008.
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possibilite uma melhor descricdo dos procedimentos de prova utilizados nos
Elementos, bem como demonstracbes de carater meta-teérico para este
sistema.

Um aspecto importante da formalizacdo proposta por Mumma é a
utilizacdo dos métodos de dedugao natural, que de acordo com os autores,
reproduz mais fielmente a natureza das demonstracdes Euclideanas. Como bem
observa Macbeth®°, os postulados, definicdes e nogdes comuns se assemelham
mais a regras de transformacao que regulam os passos da demonstracao. Por
esta razdo, sustenta a autora, o sistema euclideano € melhor visto como um
sistema de dedugédo natural do que um sistema axiomatico a maneira hilbertiana.

Apos uma descrigdo breve e geral da estrutura das demonstragdes, de
suas subdivisbes e dos tipos de proposi¢gdes que sdo encontradas nos
Elementos, os autores observam que, embora sejam efetivamente utilizados nas
demonstragdes, os diagramas sao dispensaveis para a comunicagao das
mesmas. Embora soe um tanto estranha, a afirmagao tem uma boa justificativa.
Em realidade, ndo ha nenhum indicio de como eram produzidos e vistos os
diagramas na época em que Euclides escreveu os Elementos. Nao obstante este
fato, considera-se, em geral, que as demonstracbes de Euclides tenham
chegado ao tempo presente de maneira mais ou menos parecida com a que
Euclides as teria elaborado. Ora, para que isto tenha acontecido seria necessario
ou que o diagrama fosse dispensavel — o que nao parece ser o caso, dada a
presenga das inferéncias diagramaticas no sistema — ou que ele fosse
recuperavel a partir do texto*'. De fato, nao é dificil reconstruir o diagrama, pois
mesmo os dados que sao apresentados exclusivamente de maneira
diagramatica sao facilmente obtidos uma vez que se aja da maneira segundo a
qual o texto determina. O ponto de intersecgao entre os circulos de I,1, neste
sentido, seria facilmente percebido uma vez que se executassem as operagdes
estipuladas pelo terceiro postulado. Isto ndo implica, portanto, que se deva
dispensar de todo a dimensdo diagramatica. Para que seja notada a
necessidade do diagrama quando se trata de entender a demonstragdo, os
autores propdem que se tente acompanhar uma demonstragdo euclideana
somente por via textual, ou seja, sem sequer tentar imaginar um diagrama que

comporte-se de acordo com o que esta sendo dito no texto.

% Macbeth 2009.

*! Netz 1999 ¢ citado como base para a Ultima tese.
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Portanto, embora desnecessarios para a comunicagdo de uma
demonstracdo, os diagramas nao podem ser vistos como dispensaveis. Afinal,
embora uma versao exclusivamente textual da demonstragao, acrescida quando
necessario das assumpc¢des implicitas que o diagrama se encarrega de
apresentar, possa ser vista como suficiente para que a demonstragao se dé (no
sentido de poder ser executavel de maneira mecancia), ha algo nela que a torna
irremediavelmente diagramatica. Nas palavras dos autores, o diagrama
proporciona uma apreensao intuitiva do que esta sendo dito no texto da
demonstragao, a qual de certo modo € o que a caracteriza como geométrica, e
ndo aritmética, por exemplo*?. Desde este ponto de vista, a reconstrugdo formal
de Hilbert ndo serviria a alguém que quisesse fazer geometria propriamente dita,
pois |he faltaria um componente essencial para a pratica, o qual apenas o
diagrama, desenhado ou imaginado, & capaz de apresentar — a este propdsito,
todavia, tampouco a reconstrugdo proposta serviria, ja que ndo ha nada de
propriamente diagramatico no sistema E.

Como exercicio é sugerido que se examine a seguinte sequéncia, que
poderia ser vista como parte de uma demonstracido: sejam A e B dois pontos
distintos em uma linha, sejam C e D dois pontos em lados opostos de AB; em
seguida, seja tragada a linha CD; seja entdo E o ponto de interseccdo de AB e
CD. O ultimo passo, como pode-se observar, € a explicitacdo de uma
caracteristica que o diagrama apresenta de maneira direta e permitida (um
aspecto co-exato). Para que ela seja aceita neste contexto exclusivamente
textual, no entanto, € necessario algum tipo do que se poderia chamar raciocinio
diagramatico, algo que requeira a0 menos a imaginacao da representacao
diagramatica da demonstracdo. E, ainda que se a aceite apenas por razdes
combinatoriais a partir dos axiomas, ndo se pode dizer que é possivel entendé-la
por esta via.

Se alguém é questionado sobre se o ponto E esta necessariamente entre
C e D, baseando-se na sua apreensao intuitiva da situagdo esta pessoa
provavelmente respondera de modo afirmativo. Se, no entanto, a pergunta é
sobre se E esta necessariamente entre A e B, uma resposta afirmativa indicaria
que a pessoa questionada também seria seduzida pelo diagrama na falacia dos
triangulos isdsceles. Mas nao se pode condenar o raciocinio diagramatico por

conta de eventuais deslizes por parte dos que se dedicam a pratica-lo. Mais

*2 Avigad, Dean & Mumma 2009, pp. 7-9.
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propriamente, o que se deve apresentar € uma nocdo rigida de inferéncia
diagramatica que sancione a primeira resposta, mas proiba a segunda.

Assim, apds este exercicio duas concluses importantes sao
estabelecidas:

1) A inferéncia diagramatica nao diz respeito a instanciagao fisica que o
diagrama representa. Ela versa sobre caracteristicas gerais e comuns a todos os
diagramas que podem ser usados num determinado contexto. O diagrama é um
artefato, no sentido atribuido por Manders, e como tal deve ser usado apenas de
determinadas maneiras. Portanto, as inferéncias diagramaticas autorizadas sao
as que seriam possiveis em qualquer configuracdo, e de acordo com o que é
dado.

2) A instancia fisica do diagrama nao contém toda a informacgéao relevante
para a inferéncia. Ha ainda a necessidade de que se entenda o modo como as
construcdes podem ser efetuadas (pelo que se perceberia que o ponto E poderia
estar sobre o prolongamento de AB, e portanto ndo entre A e B, por exemplo), o
papel das letras na referéncia cruzada entre texto e diagrama (pelo que se
entenderia que a troca dos nomes dos pontos A e B com C e D,
respectivamente, inverteria a ordem das respostas afirmativa e negativa para as
perguntas feitas), e assim por diante.

Até este ponto, embora alguns avangos tenham sido apresentados, nao se
estd distante dos resultados ja alcancados por Manders. As inovagbes mais
significativas sdo apresentadas na sequéncia, quando sao descritas as regras
segundo as quais se pode determinar quando uma determinada caracteristica
topoldgica de um diagrama particular pode ser considerada de carater geral,
podendo assim ser utilizada numa inferéncia. Por meio da estipulacdo destas
regras os autores pretendem evitar a proliferagdo de casos que se observa no
sistema de Miller, e que por isso o distanciam do original euclideano. Em E o
diagrama sera tomado, para todos os efeitos, como a colegcao de tais aspectos
gerais cujo uso possibilita as inferéncias diagramaticas — e neste ponto o sistema
se diferencia também de seu antecessor Eu, no qual os diagramas contém, além
destes aspectos gerais, aspectos acidentais que a escolha de um diagrama
particular inevitavelmente acarreta. Disso se deduz que, apesar de ser dedicado
a representar as demonstracdes euclideanas, o carater formal de E acaba por
também deixar de lado os diagramas enquanto entidades fisicas, concretas. Por
isso, tal como acontece nos Grundlagen, os diagramas ndo sao efetivamente

utilizados para além de um papel exemplificador.
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E importante ressaltar, no entanto, que o sistema de Miller e o sistema Eu,
de Mumma, se aproximam mais de Euclides no que diz respeito ao uso efetivo
dos diagramas, que em E sdo tratados de maneira abstrata, ou seja, ndo como
figuras geométricas, mas apenas enquanto objetos portadores de determinadas
informacdes — do mesmo modo que a parte textual também é ocultada com
vistas a facilitar a compreensao das demonstracées propriamente ditas. Deste
modo, n&o apenas em Hilbert, mas também em Avigad e Mumma, os diagramas
nao sao usados enquanto simbolos. Ambos, no entanto, procuram construir
sistemas que possam ser vistos como uma apresentagdo linguistica da
geometria, revelando a estrutura de suas demonstracdes, e ndo tanto seu
conteudo. A diferenca esta no fato de que Hilbert ndo considera o diagrama
como parte das demonstragbes, uniformizando as fontes de dados como
exclusivamente textuais, enquanto Avigad e Mumma também consideram o
diagrama como fonte de dados para a demonstracao.

Antes da apresentacdo de E, uma analise da forma légica das
demonstracbes euclideanas é oferecida, a qual merece atencdo. A primeira
caracteristica apontada é a de que as demonstragdes sao construtivas, uma vez
que os equivalentes a afirmacdes de existéncia (que aparecem nos problemas)
sempre requerem a construcdo do objeto cuja existéncia estd em questédo. Por
esta razdo, ndo é necessario todo o aparato da loégica classica para a
reconstrucdo formal destas demonstracdes, mas apenas um fragmento
construtivo dela.

As proposigdes classificadas como teoremas podem ser lidas, desde um
ponto de vista moderno, como contendo um quantificador universal (“Para todo
tridngulo, a soma de seus angulos internos € igual a dois retos” — Prop. 1,32). E
aquelas classificadas como problemas, contém também um quantificador
existencial implicito (“Para todo segmento de reta existe um ponto que o divide
em duas partes iguais” — Prop. 1,10). Mas, para além da enunciagdo, a
demonstracdo procede de maneira livre de quantificadores. A sequéncia de
passos de uma demonstracdo euclideana pode ser tratada em termos de
férmulas atébmicas e negacbes de férmulas atdmicas. Por esta razao os autores
chegam a afirmar que as demonstragées de Euclides ndo sao apenas livres de
quantificadores, como também virtualmente livres de légica — ja que o nimero de
operacoes logicas efetuadas é bastante reduzido. As excegdes seriam 0s usos
da lei de tricotomia (dois objetos do mesmo tipo sdo iguais, ou um deles é maior
que o outro) e da regra do absurdo, as quais envolvem um pouco mais de

sofisticagdo em termos légicos.
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Uma diferenga na sequéncia de passos das demonstragcdes de Euclides
com relagdo ao sistema E diz respeito ao fato de que, no primeiro, a fase
construtiva (kataskeue) sempre precede a fase dedutiva (apodeixis), ao passo
que no sistema formal isto ndo é necessario — talvez porque nao é necessaria a
construcao fisica de um diagrama. De acordo com Avigad, tal divisdo é mais
uma escolha estilistica do que uma necessidade légica. Cabe observar aqui que
em Euclides também é possivel que sejam feitas algumas construgdes, seguidas
de algumas deducgdes, e em seguida sejam feitas novas construgbes seguidas
de novas dedugdes (desde que em cada estagio dedutivo sejam inferidas
apenas féormulas que as construgbes ja efetuadas autorizam), pelo que a
alegada diferencga entre os dois sistemas nao é algo tado notavel como os autores
supdem.

Com relacdo as assim denominadas assung¢ées de ndo-degeneratividade,
que geralmente sdo tidas como necessarias em Euclides para que sejam
assegurados resultados como |,4, sua auséncia tanto em Euclides quanto em E
justifica-se pelo fato de que os diagramas escolhidos sao suficientemente gerais,
no sentido de serem insensiveis a uma ampla gama de deformacgdes. Além do
mais, casos de possiveis deformagdes apenas merecem atencdo quando sio
capazes de fornecer um contra-exemplo genuino e interessante, o que nao
acontece nas configuragdes diagramaticas tratadas nos Elementos.

Finalizando a caracterizagdo légica da obra de Euclides, os autores
salientam que nao pretendem oferecer uma analise histérica de como as
demonstragbes ali presentes ganharam a forma pela qual sdo atualmente
conhecidas. Tampouco visam uma exposicao filoséfica a respeito do estatuto
epistémico destas provas, ou uma investigacao das virtudes pedagdgica destas
demonstragdes, ou um tratamento computacional do sistema euclideano. Seu
objetivo é, antes, oferecer uma analise do raciocinio diagramatico presente em
Euclides, isto é, uma abordagem que permita distinguir as inferéncias
diagramaticas daquelas que independem do diagrama. As inferéncias ditas
diagramaticas, vale lembrar, ndo sdo tidas como tais porque o diagrama deve
ser utilizado para averiguar sua corregdo, nem tampouco porque ele é
necessario para que se entenda o que esta sendo dito. Sua caracteristica
distintiva, na visdo dos autores, é que elas sao tomadas como basicas, e podem
ser feitas sem justificacdo textual. Assim, o sistema E tentara mapear estas

inferéncias ao longo dos quatro primeiros livros dos Elementos.
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4.3.1.

O Sistema Formal E

A linguagem de E difere da linguagem dos Elementos no que diz respeito a
representacdo textual das entidades geométricas utilizadas. Euclides utiliza
apenas letras maiusculas para fazer referéncia a seus objetos, de modo que
ABC pode designar tanto um triangulo quanto sua area, ou ainda um circulo ou
um segmento estendido. Ja no sistema formal E havera representagdes distintas
para os tipos primitivos de objetos utilizados. Eles sao classificados em seis tipos
distintos: pontos, linhas e circulos; e segmentos, angulos e areas. Os trés
primeiros sao tidos como primitivos, e os ultimos s&o obtidos pela aplicacdo de
determinadas fun¢des a objetos do primeiro tipo (pontos). Por esta razdo, na
linguagem de E ha variaveis apenas para os primeiros trés tipos, sendo que os
demais sao representados por fungdes.

As variaveis sao representadas na linguagem do seguinte modo:

- variaveis para pontos: a, b, c,...

- variaveis para linhas: L, M, N, ...

- variaveis para circulos: a, B, vy, ...

E os objetos derivados dos objetos primitivos sao representados por
fungcdes cujas variaveis representam pontos, além de poderem ser
representados por simbolos proprios. Eles devem ser entendidos em termos de
magnitudes, de modo que segmento € entendido como a distancia entre dois
pontos, angulo como a magnitude da inclinagdo entre duas retas que se
intersectam, e area como o espago encerrado por uma figura (no caso, serao
considerados apenas os triangulos, ja que as areas das demais figuras podem
ser decompostas em termos de areas de tridngulos):

- funcbes para segmentos: segment(a,b)

- fungbes para angulos: angle(a,b,c)

- funcbes para areas: area(a,b,c)

Pontos, linhas e circulos podem ainda apresentar algumas relagdes,
representadas do seguinte modo:

- ponto sobre uma linha: on(a,L)

- dois pontos no mesmo lado de uma linha (nenhum deles sobre ela):
same-side(a,b,L)

- relacao de estar entre dois pontos numa linha: between(a,b,c)

- ponto sobre a circunferéncia de um circulo: on(a,a)

- ponto no interior de um circulo: inside(a,a)
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- ponto no centro de um circulo: center(a,a)

Para intersecgoes, entendidas como intersecgdes transversais, entre linhas
e circulos ha as seguintes representagdes:

- linhas que se intersectam: intersects(L,M)

- linha que intersecta um circulo: intersects(L,a)

- circulos que se intersectam: intersects(a,f)

Para os tipos que representam magnitudes sao disponiveis as seguintes
fungdes, relagbes e uma constante — valendo apenas para objetos do mesmo
tipo:

- igualdade, identidade ou congruéncia: =

- adicdo: +

- menor que (estritamente): <

- constante para cada uma das magnitudes: 0

- constante exclusiva para angulos: right-angle

A constante 0 poderia ser dispensada se é levado em consideracgao o fato
de Euclides utilizar somente magnitudes positivas. Mas ela ¢ incluida no sistema
com vistas a facilitar a formulagdo dos axiomas.

As férmulas sao definidas como é usual nos sistemas de logica. Elas sao
entendidas como determinadas composicdes dos simbolos apresentados acima.
Uma férmula atdbmica ou a negacao de uma férmula atdmica é denominada um
literal”®*, ou ainda uma assercdo. Os literais sdo, portanto, aqueles fatos
apresentados, por texto ou pelo diagrama, que podem ser utilizados nas
derivagdes — que o centro de um circulo esteja dentro da area do mesmo, por
exemplo. Literais contendo as funcdes de estar sobre (para pontos e linhas),
estar entre, e estar do mesmo lado sdo denominadas assergées diagramaticas,
e literais contendo as fungdes de estar sobre (para pontos e circulos), estar no
interior e estar no centro, sdo denominadas asser¢ées métricas.

Os teoremas em E possuem a seguinte estrutura:

¥ a,L,a(¢(a,L,a) - 7 b,M,B w(a,L,a,b,M,B))

*3 Em inglés, literal.
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Onde ¢ representa uma conjuncao de literais e @ uma conjungédo de

literais ou o simbolo do absurdo. De acordo com esta estrutura, um teorema diz

que dado um diagrama composto por pontos a, linhas L e circulos a, que

satisfazem as asserc¢des agrupadas em ¢, € possivel construir pontos b, linhas

M e circulos B tais que as assercdes em  sao verdadeiras a seu respeito — ou

tais que contradigam alguma assercdo em ¢ , caso y esteja pelo simbolo do

absurdo.

Na representacdo dos problemas, o conjunto das variaveis a direita da seta
nao pode ser vazio, uma vez que os problemas estabelecem a possibilidade de
construcao, a partir daqueles objetos dados ao inicio da demonstragéo, de novos
objetos que obedecem determinadas condigdes. Ja no caso dos teoremas, nao
havera novas variaveis a direita da seta, uma vez que os objetos construidos no
curso da demonstracdo serdo utilizados apenas para demonstrar propriedades
dos objetos dados — ou seja, as assergbes em  dirdo respeito apenas aos
objetos que ja estavam disponiveis, representados pelas variaveis a esquerda da

seta. Se y é o simbolo para o absurdo, o teorema estabelece a impossibilidade

da configuragao descrita em ¢.
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Com o quantificador universal implicito, e o conjunto de literais tomado
como uma conjuncao de assergdes, as provas em E podem ser descritos como

sequentes (onde /" e A ocorrem como conjungdes de literais**):

r=3b Mg, A

Aqueles passos nas demonstragdes euclideanas que possuem um carater

construtivo, por introduzirem novos objetos, serdo representados como a

passagem de um sequente =7 xA (onde x & uma varidvel para os tipos

primitivos, substituindo b, M, e B8) para um sequente =7 x,yA,A’ (onde y é uma

variavel que nao ocorre no primeiro sequente, e cujas propriedades sao

descritas em A’). J& os passos demonstrativos serao representados como a

passagem de um sequente =3xA para um sequente =3x,A,4°, no qual ndo

sdo apresentados novos objetos. Os arranjos de férmulas que constituem as
demonstragbes serdo representados em E como &rvores, e nao como
sequéncias. E, com excecao das ramificacdes de casos que modelam o uso da
lei de tricotomia e as provas por reductio, as arvores serdo lineares, ou seja,
cada sequente possuira apenas um predecessor.

Os passos demonstrativos incluem as inferéncias diagramaticas, onde A’
representa um conjunto de consequéncias diretas de asserc¢des diagramaticas

que ocorrem em I e A; as inferéncias métricas, onde A’ representa um conjunto

* Diferente do que ocorre no calculo de seqiientes de Gentzen, onde A deveria
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de consequéncias métricas derivadas de asser¢des métricas que ocorrem em [
e A; e as inferéncias de transferéncia, onde A’ representa um conjunto de
consequéncias métricas e diagramaticas diretas derivadas de assercdes
métricas e diagramaticas que ocorrem em [ e A. No texto euclideano, como se
sabe, as chamadas inferéncias diagramaticas raramente se fazem presentes.
Em E, embora possam estar explicitas, estas inferéncias tampouco necessitam
de explicitacdo, podendo ser derivadas diretamente dos dados por meio das
regras que governam as inferéncias diagramaticas. Para cada um destes tipos
de inferéncia, bem como para as construgbes e para os casos de superposi¢ao,
sao elencados conjuntos de regras de acordo com as quais elas podem ser
feitas em qualquer momento da demonstragédo, e que serdo apresentados no

que segue.

a) Regras de construcéao

Uma construcdo é representada como um sequente da forma /7=7 x0,

onde as variaveis x ndo aparecem em /7, /1 representa as condigdes que tornam
a construcao possivel, x sdo os objetos construidos de acordo com a regra, € O
representa as propriedades que caracterizam os objetos construidos. As regras
de construgdo, portanto, autorizam a entrada de novos objetos no diagrama,
alguns dos quais sdo determinados de maneira univoca (uma reta entre dois
pontos determinados, por exemplo), ao passo que outros envolvem a escolha
entre dois ou mais casos possiveis (a escolha de um ponto sobre uma linha, por
exemplo).

As regras de construcdo estabelecem condi¢cdes e consequéncias para a
insercdo no diagrama de novos pontos, linhas (segmentos e circulos), e
intersec¢des. A primeira regra para a constru¢do de pontos diz respeito a
possibilidade de escolha de um ponto arbitrario, distinto dos ja existentes. Esta
regra nao possui condigdes ou pré-requisitos, e a Unica conclusao que se segue
de sua inclusdo no diagrama diz respeito ao fato de ser distinto dos demais
elementos no diagrama. Em casos mais complexos, porém, as conclusdes

podem ser mais numerosas.

ser entendido como uma disjungao de assergoes.
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Uma delas, por exemplo, regulamenta a possibilidade de se tomar
arbitrariamente um ponto a que prolonga um segmento bc. As condigdes para
esta construgcdo sdo que os pontos b e ¢ estejam sobre uma mesma linha L, e
que sejam distintos. E as conclusdes que se seguem desta constru¢ao séo que a
esta sobre L, e ¢ esta entre a e b — a escolha do ponto ¢ para figurar entre os
outros dois é convencional, uma vez que nada determina para qual lado se pode
prolongar um segmento; ao que parece, os autores utilizam a ordem
lexicografica para determinar a orientagdo dos segmentos.

As conclusbdes que podem ser derivadas das construgdes por meio da
visualizagdo do diagrama n&o sdo mencionadas neste grupo de regras, pois
correspondem a inferéncias diagramaticas. Além disso, também porque, ao que
parece, os predicados e relagbes sao definidos de maneira tal que, por exemplo,
se um ponto estad sobre uma linha, entdo ele ndo esta em nenhum dos lados
desta linha (ou nem dentro nem fora, caso se trate de um circulo). Por isso, as
regras 7-9, para introdu¢ao de pontos com relagéo a circulos, parecem deixar de
lado conclusbes que facilmente se seguiriam — como, por exemplo, da
construcao de um ponto na circunferéncia de um circulo se segue que ele nao
esta fora do circulo, que também nao esta dentro, e que portanto também néo é
o centro do circulo.

Para segmentos e circulos sdo estabelecidas duas regras de construcéo.
Os requisitos séo dois pontos distintos, e a conclusédo é a de que cada um deles
estd sobre o segmento construido, no primeiro caso; e de que um deles € o
centro e outro esta sobre a circunferéncia, no segundo.

Para as intersecgbes (transversais) entre retas e circulos, é interessante
notar que nado é dada a devida atencdo ao fato de que as interseccbes entre
retas e circulos que sao relevantes para as demonstragdes (pelo menos no Livro
1) sdo aquelas nas quais o ponto no centro do circulo esta sobre a reta que o
intersecta, de maneira que o raio do circulo € um segmento de tal reta. Assim, na
regra 5 para intersecgdes, que possibilita a introdugcdo de um ponto a de
intersecgdo entre uma reta L e um circulo a estendendo um segmento cb, os
requisitos sdo que b esteja dentro de a, esteja sobre L, seja distinto de c e ¢
esteja sobre L. As conclusdes permitidas sdo que a esta sobre L e a, e que b
esteja entre a e ¢. Em se tratando da representagado das demonstragdes do Livro
I, pelo que foi dito acima, poderia ser tomado como requisito que o ponto b ndo
apenas estivesse no interior de a, como também fosse seu centro. Afinal de
contas, o unico ponto no interior do circulo que nunca podera ser considerado

como externo a este por meio de alguma deformacgéo ou variagdo no diagrama é
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0 que representa o centro do circulo. Todavia, como o Livro Il apresenta casos
em que um ponto no interior do circulo pode ser utilizado sem que
necessariamente ele esteja no centro.

A negligéncia com relacdo a este aspecto se torna ainda mais justificavel
deste ponto de vista quando os autores explicam a nao inclusdo de uma regra
que permita tomar um ponto a sobre uma reta L que intersecta uma reta M tal
que ele esteja no mesmo lado de M com relagdo a um ponto b. A justificativa
para a nao-inclusdo desta regra € a de que ela ndo é utlizada nas
demonstragdes dos Elementos — pelo menos naquelas contidas nos quatro
primeiros livros. Para os propésitos deste trabalho, no entanto, poder-se-iam
fortalecer alguns requisitos de maneira a tornar o sistema ainda mais préximo do
original. Como, no entanto, o objetivo de seus idealizadores ndo é apenas
fornecer uma representagdo formal das demonstragbes euclideanas, como
também demonstrar que o sistema formal é correto, tanto de um ponto de vista
informal quanto com relagdo a semantica pretendida, e também preenche os
requisitos tanto para modelar as demonstragdes dos Elementos quanto para ter

a completude do sistema demonstrada.

b) Regras para inferéncias diagramaticas

As inferéncias diagramaticas sdo regulamentadas por um conjunto de
regras que estabelecem critérios para sua execugdo, e que impedem o uso de
diagramas an6malos. Entre as regras mais gerais encontram-se aquela que por
vezes foi interpolada como uma nog¢ao comum pelos editores dos Elementos, a
saber, a de que dois pontos ndo encerram espaco, ou de que dois pontos
determinam uma e apenas uma reta. De acordo com esta regra, se dois pontos
distintos estdo sobre uma reta L, e também sobre uma reta M, entdo L e M séo
iguais, coincidem. Também fica estabelecida a unicidade do centro de um
circulo, bem como o fato de este encontrar-se no interior do circulo, e ndo se
encontra sobre a circunferéncia do mesmo.

Em seguida, sao apresentadas regras para as inferéncias diagramaticas da
relagcdo de estar entre dois pontos. Estas regras estabelecem a unicidade desta
relagcdo, de maneira que, de trés pontos distintos, apenas, e necessariamente,
um esta entre os outros dois. Além disso, restringe-se o uso desta relacéo a
casos de colinearidade, e estabelece-se casos para transferéncia da relacdo de
uns pontos a outros.

Ha também um conjunto de regras para a relagao de estar do mesmo lado,

para pontos com relacdo a retas. E em seguida sdo elencados as regras ou
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axiomas que relacionam a relagdo de estar do mesmo lado com a relagdo de
estar entre dois pontos. Estes axiomas, que Hilbert inclui em seu sistema sob a
denominagao “Axiomas de Pasch” servem para estabelecer que se uma reta
intersecta um lado de um tridngulo, ela necessariamente intersectara um dos
outros lados ou o vértice oposto. O terceiro axioma deste grupo estabelece que
se um ponto esta entre outros dois e esta sobre uma reta, entdo os outros dois
nao estao no mesmo lado desta reta. Falta a este axioma, contudo, a condicao
de que eles também nao estejam sobre a mesma reta do ponto que esta entre
eles, ou seja, que esta reta seja intersectante da reta que contém aos trés, e
portanto distinta desta.

Os axiomas para tripla incidéncia regulamentam a divisdo de um espaco
em regides por meio da intersecgdo de trés retas em um ponto. Este tipo de
regra torna possivel a derivagdo do teorema 1,32, por exemplo, no qual os
angulos de um triangulo devem ser justapostos em torno de um ponto sobre uma
reta.

Para os casos de intersecgao entre retas e circulos, sao introduzidas
também regras que permitem inferir a existéncia de pontos de interseccéo
naqueles casos em que, nos Elementos, isto & diagramaticamente garantido. O
ultimo grupo de axiomas ou regras para as inferéncias diagramaticas contém os
axiomas logicos para a relagao de igualdade. O primeiro estabelece a identidade
de um objeto consigo mesmo — e como ha seis tipos de objetos, deve haver um
numero igual de relagdes deste tipo, uma para cada tipo. O segundo estabelece
que se dois objetos sao iguais, as féormulas atbmicas que sio verdadeiras a

respeito de um também serdo verdadeiras a respeito do outro.

¢) Regras para inferéncias métricas

A fim de modelar as inferéncias métricas em Euclides, é introduzida uma
estrutura composta dos numeros reais ndo-negativos, do zero, da adigdo e da
relagcdo de ser menor. Para a adigao valem as propriedades de associatividade e
comutatividade; e a relagao de ser menor é definida como uma relagao linear
tendo 0 como elemento minimo, e também é tal que se um elemento € menor
que outro, continuara sendo menor caso sejam adicionadas a eles quantidades
iguais. Embora Euclides trate apenas de magnitudes positivas, os autores
justificam a inclusdo do zero, como ja foi dito, bem como regras envolvendo
casos degenerados de figuras (como “triangulos” sem area), por questdes de
simplicidade — muito embora isto constitua uma diferenga significativa com

relagéo a pratica.
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Dentre os axiomas deste grupo destacam-se os que estabelecem que um
angulo é igual ou maior que zero, e menor ou igual a dois retos. O ultimo dos
axiomas deste grupo explicita as condigbes para igualdade de areas (de
tridngulos), a saber, que todas as partes dos tridngulos em questao sejam iguais

entre si.

d) Regras para inferéncias de transferéncia

As regras para este tipo de inferéncia, que envolvem tanto propriedades
métricas que podem ser lidas do diagrama, quanto propriedades topoldgicas
engendradas no diagrama por propriedades métricas atribuidas pelo texto,
dividem-se em trés grupos, conforme envolvam magnitudes de segmentos,
angulos ou areas.

Os axiomas para segmentos estabelecem relagbes tais como a igualdade
entre um segmento e a soma de dois segmentos determinados pelos pontos em
suas extremidades e um terceiro ponto entre eles, ou seja, ab+bc=ac. Além
desse, sao estabelecidos axiomas para regulamentar as relagdes métricas entre
o centro de um circulo e os pontos sobre a circunferéncia deste, bem como entre
raios de circulos.

Dentre os axiomas para inferéncias de transferéncia envolvendo angulos
destacam-se o que estabelece a magnitude nula para um “angulo” determinado
por trés pontos colineares, o que estabelece a magnitude de &ngulo reto para os
angulos complementares iguais formados por duas retas, além de axiomas para
a determinacdo de pontos no interior de um angulo, que serdo usados para
assegurar as propriedades da soma de angulos, e do equivalente do quinto
postulado euclideano, que assegura um ponto de intersec¢ao entre duas retas
que obedecem a determinadas restricbes sobre as magnitudes dos angulos que
formam com uma terceira. Este postulado € um caso em que informacbes
métricas sao utilizadas para forgar caracteristicas diagramaticas. Ele permite,
conhecidas as magnitudes dos angulos em questdo, determinar se duas linhas
se intersectam ou ndo em um ponto.

Os axiomas de transferéncia para areas sao dois. Um deles estabelece a
nao-colinearidade de trés pontos como condicdo basica para que um
determinado objeto seja tratado como possuindo uma area ndo nula. E o

segundo estabelece condi¢bes para soma de areas em diagramas contiguos.

e) Regras para superposicao
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O método de superposi¢do, cujo uso constitui um dos pontos mais
polemizados pelos estudiosos da obra euclideana, recebe um tratamento mais
fiel ao espirito dos Elementos do que aquele dispensado por Hilbert, por exemplo
— que simplesmente adiciona como axioma o primeiro e principal teorema
euclideano que faz uso dele. De acordo com os autores, seria injusto e pouco
justificavel em um trabalho que pretende reproduzir o mais fielmente possivel as
inferéncias euclideanas apresentar como axioma métrico ou como regra de
construgao resultados que Euclides parece se esforcar por estabelecer a partir
dos principios de que dispde.

Assim, a superposi¢do € representada no sistema como a derivagdo de
uma conclusdo por meio da introdu¢cdo de novos objetos. A peculiaridade destas
introducdes de novos objetos é que elas ndo estdo de acordo com alguma regra
de construcdo estabelecida previamente, sendo tomadas como se fossem
autorizadas — como se, por exemplo, fosse possivel a esta altura o transporte de
angulos. Outra peculiaridade diz respeito ao fato de que os objetos introduzidos
sao utilizados apenas para derivar resultados acerca dos objetos ja disponiveis
no diagrama. O transporte do angulo contido pelos segmentos em |4, por
exemplo, é uma construgao assumida como possivel apenas para que se possa
demonstrar a igualdade dos dois tridngulos ja disponiveis, e nada mais. Assim, a
superposicdo pode ser tratada como uma regra de eliminagdo em deducédo
natural: se é possivel derivar um resultado supondo-se a existéncia de objetos
adicionais, este resultado vale independentemente destes novos objetos. Os
objetos adicionais ndo podem, contudo serem usados na construgdo de outros
objetos.

Fica a impressdo de que algo estd errado quando a suposicao da
possibilidade de uma construgao é usada para a derivacdo de um teorema que
por sua vez sera utilizado para demonstrar a possibilidade daquela mesma
construcdo. Mas tal impressdo se desfaz quando se leva em conta que o
teorema demonstrado ndo é utilizado para construir (transportar) um angulo.
Neste sentido, os problemas sido independentes dos teoremas porque a sua
sequéncia independe da sequéncia de teoremas. Os primeiros introduzem
objetos, os ultimos apenas |hes atribuem relagbes e propriedades. Assim, o
transporte de angulos s6 se tornara possivel depois que se saiba realizar todas
as construcdes que levam a 1,23 (1,1-3; 1,9-12 e 1,22), mas esta sequéncia de
acdes independe da demonstragdo das propriedades dos objetos que elas
introduzem. Por conseguirem captar este modo de raciocinio, Avigad, Dean e

Mumma podem oferecer uma representagcao formal das demonstragdes dos
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Elementos sem julgar falho o procedimento de Euclides — finalmente oferecendo
um tratamento adequado para o método de superposicao.

Com as regras para casos de superposicdo tornadas explicitas, esta
estabelecido o conjunto de regras para E — as quais incluem ainda as regras
para construgao, utilizadas para a introdugdo de novos objetos no diagrama; as
regras para inferéncias diagramaticas, que permitem a derivacdo de
consequéncias imediatas a partir dos diagramas; as regras para inferéncias
métricas, que permitirdo a comparagao quantitativa entre os objetos da teoria; e
as regras para inferéncias de transferéncia, que permitem o intercambio de
informacgdes entre texto e diagrama, ou, em outras palavras, que regulamentam
as atribuicbes de carater métrico que podem ser feitas baseadas na aparéncia
do diagrama (como que se b esta entre a e ¢, entdo ab+bc=ac) e atribui¢cdes
diagramaticas que podem ser derivadas de dados textuais (como que se ab<cd,
entdo se ¢ é colocado sobre a, d estara entre a e b).

A apresentacdo do sistema €& encerrada com uma discussdo de carater
técnico a respeito da nogao de consequéncia direta. Os autores apresentam as
regras que determinam quando uma asser¢ao diagramatica, por exemplo, é
consequéncia dos fatos diagramaticos disponiveis em um determinado estagio
da demonstragdo. E, utilizando-se do aparato légico do calculo de sequentes,

conseguem demonstrar, por exemplo, que o sistema é decidivel.
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4.3.2.

Observacdes sobre novos sistemas formais para os Elementos

Pode-se perceber, pela andlise da obra de Avigad e Mumma, que muitos
aspectos os tornam distantes da obra que eles formalizam. Em especial, deve-se
mencionar a auséncia dos diagramas — aspecto em que o trabalho de Miller
talvez seja mais fiel ao original euclideano. Com o uso do diagrama, Euclides
abre mao de mencionar peculiaridades sobre as configuragoes, relacionadas a
nocdes como estar dentro ou fora, para um ponto com relagdo a uma figura, por
exemplo. Relacionado a este fato esta o de que poucas vezes é necessario (em
E, a exemplo do que ocorre nos Elementos) introduzir assergdes diagramaticas
no decorrer de uma demonstracido, pois a informacao nelas contida esta por
vezes implicita nos demais axiomas. J& o excesso de axiomas, e o fato de
muitos deles ndo serem independentes dos demais, € algo que os autores
justificam por estarem tentando manterem-se fiéis ao modo como as
demonstragdes se ddo em Euclides.

O aumento dos axiomas deve-se, alias, ao fato de que em E, tanto quanto
nos Grundlagen, embora os diagramas possam ser utilizados para o
acompanhamento da demonstragéo, eles ja ndo jogam nenhum papel efetivo. E
0 que acontece quando sao oferecidas versbes em E para algumas das
demonstragdes euclideanas. Estranhamente, os diagramas sédo deixados de lado
mesmo numa obra que pretende lhes devolver o estatuto de instrumentos de
prova. Outros quesitos em que E difere da metodologia euclideana dizem
respeito a auséncia de qualquer uso de assungdes de nio-degeneragdo dos
diagramas, a auséncia de casos, e o uso de inferéncias diagramaticas mais
fortes do que as que permitem as regras de E — um exemplo é na demonstragao
de 1,9, onde Euclides assume sem justificacao que o ponto de intersecg¢ao entre
a bissetriz de um angulo e uma reta que intersecta as pernas deste cai no
interior do angulo. Tais peculiaridades, no entanto, parecem ser advindas do que
Manders denominou disciplina diagramatica (a qual o sistema E n&o necessita,
ou nado pode, levar em conta) — a habilidade de produzir diagramas adequados
serve para descartar determinados casos andémalos como o do exemplo
mencionado, afinal supor que o ponto possa cair fora do angulo revela mais uma
ignorancia do assunto tratado do que propriamente preocupagdo com a
generalidade do teorema.

Um dos varios resultados interessantes do trabalho de Avigad, Dean e

Mumma diz respeito a possibilidade de um tratamento computacional dos
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procedimentos demonstrativos em Euclides, no sentido de que seja possivel
criar um programa para checar a corre¢cao de uma formula que expresse uma
assercao tal como as que se pode encontrar nos Elementos. No que tange a
possibilidade de um tratamento algoritmico de uma demonstragao dita rigorosa,
portanto, ja ndo se pode dizer que as demonstragdes de Euclides sado pouco
rigorosas por serem impossiveis de tal tratamento.

Os autores alertam para o fato de seu trabalho nao ir além de questbes de
cunho légico e computacional, deixando de lado importantes tépicos do ponto de
vista filosoéfico, alguns dos quais sao encarados por Manders na obra analisada
anteriormente. Estes temas dizem respeito, por exemplo, a0 modo como o
simbolismo diagramatico é empregado, seu carater simbdlico e instanciativo com
relacdo aos objetos geométricos, e suas relagdes com outros sistemas
simbolicos como a notagao de barras da aritmética finitaria de Hilbert, ou mesmo
a notagdo decimal em aritmética classica. Em que medida tais “notagcdes”, ou
artefatos, sdo necessarias para a pratica matematica, e qual a importancia da
intuicdo em sua manipulacao, sao questdes ainda em aberto.

Nao obstante, o trabalho de Avigad, Mumma e Dean possui o mérito de
mostrar que a reconstrugcido formal tal como a apresentada por Hilbert ndo é a
Unica saida para que sejam respondidas as questdes que ele aponta como
motivos para a formalizacdo — questdes relativas a aspectos meta-teéricos do
sistema. O sistema E mostra a possibilidade de que tais questdes possam ser
respondidas sem que seja necessario o colapso da esfera diagramatica na
esfera textual das demonstracbes. Com isso, é possivel ver o sistema
euclideano de maneira tal que o aspecto informal que muitas vezes se lhe atribui
nao se verifica na pratica. Antes, as demonstragcoes de Euclides sdo muito mais
formais do que se considerava, talvez tao formais quanto as demonstracoes
presentes nos Grundlagen der Geometrie. Vinculado a isso, os autores mostram
que é possivel que as inferéncias modeladas no sistema formal E podem ser
executadas mecanicamente, por meio de programas apropriados. Como se pode
ver, uma a uma vao sendo refutadas as alegadas razbes para o abandono dos
diagramas, de maneira que cada vez mais o assim chamado raciocinio
diagramatico vai recuperando seu posto na atividade matematica, especialmente
na geometria.

Veja-se a seguir, a fim de que se possa comparar o sistema de Avigad e o
de Miller, a forma que toma a demonstracado da proposic¢ao |,1 dos Elementos
nos sistemas de ambos. Em E, a demonstracdo se da como segue:

- Dados: assumir que a e b sao pontos distintos;
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- Requisito: construir um ponto c tal que ab=bc e bc=ca;

- Prova: seja « um circulo com centro em a e passando por b; seja fum
circulo com centro em b e passando por a. Seja ¢ o ponto de intersecg¢ao entre
os circulos. Tem-se ab=ac, ja que eles sdo raios de a. Tem-se também que
ba=bc, pois sao raios de f. Portanto, ab=bc e bc=ca. Q.E.F.

Em Miller, dado o carater propriamente diagramatico de seu sistema, a

demonstracao é a sequéncia de figuras a seguir:

7NN
| — ||l % ]
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o—0

>
\Spe/ /

|

Como a existéncia do ponto de intersecg¢do dos circulos € assegurada por

regras explicitas nos dois sistemas, pode-se dizer que ambos reproduzem com
fidelidade a Euclides, bem como com rigor formal, a construgdo do tridngulo
equilatero.

Com o surgimento de sistemas formais como estes, perde forca a tese de
que as demonstracbes euclideanas, tais como sao feitas, sdo condenadas ao
estatuto de provas informais, incompletas ou qualquer outro adjetivo que lhes
diminua frente as demonstragdes algébricas, por exemplo. A seguir, veremos
como, mesmo em Euclides, teses a respeito de uma suposta inferioridade das
demonstragdes euclideanas com relagdo a estes aspectos tampouco encontram

respaldo historico.
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4.4.

Uma nova histéria da pratica euclideana

Se os diagramas também foram negligenciados pelos que se dedicaram a
escrever a historia da pratica euclideana, o trabalho de Netz vem para preencher
esta lacuna, lancando nova luz sobre a maneira como os diagramas eram
usados na geometria praticada ao estilo euclideano®. Esta nova interpretacao,
no entanto, &€ apenas uma consequéncia do objetivo original do trabalho de Netz,
o qual é fornecer, ao mesmo tempo, uma descricdo das praticas matematicas
gregas, uma teoria sobre o surgimento do método dedutivo e um estudo de caso
para a histéria da ciéncia, de acordo com suas proprias palavras*.

Netz utiliza-se da teoria de Kuhn sobre a estrutura das revolugdes
cientificas, mas modifica-a de modo a livra-la da énfase em aspectos
proposicionais, a qual faz com que muitas vezes sejam ignoradas partes tao ou
mais importantes para as praticas cientificas do que suas dimensdes
proposicionais ou linguisticas, em sentido estrito. De acordo com Netz, é mais
adequado considerar a ciéncia como um conjunto de praticas, e ndo de crencas,
como sugere Kuhn. Afinal, argumenta, se ha algo que uma comunidade cientifica
compartilha sdo as praticas, que permanecem estaveis durante um longo
periodo de tempo, e sdao até mesmo utilizadas para que se afastem as
discrepancias dos participantes com relagdo as crengas que sustentam. Nas
palavras de Netz, “crencas compartilhadas requerem praticas compartilhadas,
mas ndo vice-versa’.

Além disso, o autor toma emprestado de Fodor o tratamento da mente
humana em termos modulares. De acordo com Fodor, 0s processos cognitivos
sdo de dois tipos: mecanismos de entrada e saida (input-output), e processos
centrais. Linguagem e visdo seriam exemplos do primeiro tipo, e a fixacdo de
crengas, um exemplo do segundo. E, de acordo com Fodor, os mecanismos de

entrada e saida podem ser entendidos como moédulos, como capacidades para a

4 Cuja origem o autor localiza na obra de Aristételes (por volta de 360 a.C.), e cujo
primeiro expoente &, de acordo com sua interpretacdo, Eudoxo. O autor considera
Hipdcrates de Quios (440 a.C.) como o marco inicial da matematica propriamente dita
(ou seja, como uma ciéncia de carater estritamente demonstrativo, ndo especulativa nem
tampouco empirica), e Eudoxo como o primeiro matematico ao estilo euclideano(cf. Netz
1999, p. 275).

6 Cf. Netz 1999, p. 1.
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execugao de tarefas especificas, de maneira quase automatica, e sobretudo
independentemente de outras capacidades. Além dos mecanismos de entrada e
saida, nada mais pode ser considerado modular nos processos cognitivos — a
fixagdo de crengas, por exemplo, ndo é nem operacional, nem automatica, e
nem independente de outros processos. O objeto da ciéncia cognitiva, de acordo
com esta visdo, ndo sdo 0s processos centrais mas sim os assim chamados
modulos®’.

Baseando-se nestas duas teorias, Netz tenta mostrar que o surgimento do
meétodo dedutivo entre os gregos se deu devido ao uso restrito de dois recursos
cognitivos especificos: o diagrama e a linguagem matematica. Evitando fornecer
uma definicdo de “deducéao”, o autor prefere em vez disso investigar como o uso
destas ferramentas foi capaz de fornecer argumentos que pareceram conter
conclusdes gerais e necessarias aos olhos daqueles que os desenvolveram. A
obra inclui, desta maneira, uma descricdo pormenorizada dos diagramas e das
assergdes presentes nas demonstragdes ao estilo euclideano. Esta descrigao
sera util para que sejam atacadas aquelas posturas anti-diagramaticas, por
assim dizer, que se originam de uma compreensdo deficiente do contexto
histérico da pratica — por exemplo, as que atribuem ao diagrama um papel

meramente ilustrativo nas demonstracdes ao estilo euclideano.

" Cf. Netz 1999, pp. 2-8.
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4.4.1.

O diagrama euclideano

Na obra de Netz € possivel encontrar um trabalho minucioso a respeito do uso e
das caracteristicas dos diagramas na pratica euclideana. Carente de evidéncias
materiais, no entanto, o procedimento é quase especulativo, procurando adequar
uma possivel descrigdo do uso dos diagramas ao que se sabe com mais
seguranca a respeito do contexto em que foram usados.

Uma das primeiras caracteristicas mencionadas diz respeito ao numero de
pessoas envolvidas. De acordo com Netz, ndo ha razbes para que se pense que
houvesse muitas pessoas envolvidas na pratica matematica da época. Isto
implica, segundo ele, que a forma escrita de apresentacédo deva ter prevalecido
sobre a forma oral — a qual, quando utilizada, deveria também ser acompanhada
de um diagrama para que o publico pudesse acompanhar. Muitas das obras do
periodo tornaram-se conhecidas porque foram incluidas em cartas que os
matematicos trocavam entre si. Como este ndo é o tipo de assunto que se
costuma encontrar em uma carta, deve-se supor que as pessoas envolvidas
nestas correspondéncias eram matematicos de calibre — muito provavelmente os
responsaveis pelo desenvolvimento desta ciéncia naquela época.

Devido aos meios disponiveis, € ao aspecto esquematico dos diagramas
(como ilustra um papiro datado do século Il d.C., representando a proposi¢cao
1,9), deve-se supor que eles nao eram desenhados no momento das
demonstragdes, mas sim preparados com antecedéncia — n&o havia ainda as
facilidades do lapis e do papel para este expediente, de modo que uma vez
desenhados eles provavelmente ndo poderiam ser apagados. A auséncia de
efeitos de projecdo quando se trata de diagramas representando situacgdes
tridimensionais também corrobora a tese de que os diagramas nao eram
ilustracdes, mas sim componentes das demonstragcdes. Tudo indica que havia
consciéncia da inutilidade dos mesmos para a representacdo de medidas ou
proporgdes, pelo que em geral eles eram simétricos (ver o caso da proposi¢cao
1,27, discutida acima), mesmo quando as situacbes a serem representadas
envolvessem objetos que, por definicdo, sdo assimétricos. Pode-se dizer que o
diagrama era utilizado em sua dimensao qualitativa apenas, sendo ignorados os
detalhes quantitativos que porventura ele pudesse apresentar — ndo haveria,
desde esta perspectiva, uma representacdo especial para o angulo reto, por

exemplo.
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O diagrama, afinal, ndo era o unico portador de informac¢do. Para obter
este tipo especifico de informacéao, alias, o meio apropriado é o texto. Texto e
diagrama, no entanto, ndo podem ser vistos como dimensdes separadas. Ha um
sem-numero de “elos” que as tornam irremediavelmente ligadas: as letras. Sao
elas que fazem com que o diagrama deixe de ser apenas um desenho, e com
que o texto se organize, ganhe uma referéncia. De acordo com Netz, esta é a
razao pela qual sdo possiveis as assim chamadas inferéncias diagramaticas. O
processo de fixacdo de referéncia, ou de atribuicdo de letras a pontos do
diagrama, ocorre por meio de locugdes imperativas no texto (“Seja B um ponto
em AC”). As locucgdes indicativas, por seu turno, nao podem constituir momentos
de especificagao. Elas caracterizam as derivagoes, e estas em geral dependem
de aspectos métricos. Assim, nao é afirmado no texto que o ponto Cem 1,1 é o
ponto onde os dois circulos se encontram. Antes, € ordenado que se o tome o
ponto C, explicitamente apresentado entdo como o ponto de interseccédo, € a
partir dele se tracem as retas CA e CB. Poder-se-ia conceder que fosse possivel
tal operacdo mesmo sem a existéncia deste comando, afinal o ponto C é
utilizado para nomear cada um dos dois circulos descritos, mas esta ndo é a
pratica euclideana. E atribuir determinada posig¢ao ou propriedade a um ponto no
diagrama baseando-se em tais aspectos é fazer mal uso da ferramenta
diagramatica. H4 um certo cuidado com o processo de fixagdo de referéncia.
Algumas das letras que aparecem no texto sdo completamente especificadas,
como a que designa o centro de um circulo, por exemplo. Outras sao
especificadas pelo contexto, pelo que sao denominadas sub-especificadas. Este
€ o caso de A e B em “Seja um circulo com raio AB”, onde néo fica claro a
principio qual letra representa o centro e qual representa um ponto na
circunferéncia. Por fim, ha letras no texto das demonstragbes geométricas
classicas que nao sao especificadas pelo texto, como, utilizando-se o exemplo
anterior, seria o caso de D quando o texto dissesse algo como “Digo que DB é o
dobro de BC”. Neste caso, poder-se-ia supor que C é o centro do circulo, B € um
ponto na circunferéncia, e D também ¢é um ponto na circunferéncia, na
interseccdo da mesma com o prolongamento do raio BC na direcdo de C. Mas a
situacao diagramatica, no entanto, poderia ser bem diferente desta.

Nao fica muito claro até que ponto casos do ultimo tipo sdo encontrados
nos Livro | dos Elementos — Netz toma como base o Livro XllII, de Euclides, e as
Cobnicas, de Apoldnio. Mesmo assim, algumas conclusdes interessantes podem
ser extraidas desta classificacdo. Nao ha, por exemplo, um momento de

especificagdo no texto cujo propédsito seja somente fixar a referéncia. Ela é
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fixada conforme a demonstracdo se desenvolve. Em “Seja tragada uma linha
AB”, sdo mencionados os pontos extremos da linha, mas suas posi¢oes relativas
sdo deixadas sem mencdo (um caso de sub-especificacdo, portanto). Mais
ainda, nao sdo mencionados pontos sobre esta linha que porventura possam ser
utilizados no decorrer da demonstracdo (casos de nao-especificacdo). Isto
aponta para o fato de que o diagrama nao é& desenhado no momento da
demonstragdo, sendo apenas nomeado, ou letrado, de acordo com a
terminologia de Netz, em tal ocasiao.

Uma das conclusdes a que Netz chega, e que parece ir de encontro ao que
diz Avigad, é a de que nem o diagrama é recuperavel a partir do texto, nem vice-
versa. Que o texto n&o seja recuperavel a partir do diagrama é ponto pacifico®®,
mas que o diagrama nao seja recuperavel a partir do texto é discutivel, frente
aos argumentos apresentados por Avigad. O conflito, no entanto, é apenas
aparente, ja que o motivo para tal impossibilidade seria a existéncia de tais letras
completamente sem especificacdo que por vezes sdo encontradas no texto. A
reconstrucdo do diagrama, nestes casos, exigiria apenas que se
experimentassem casos alternativos sugeridos pelo contexto da demonstracao.
Deste modo, mesmo que os diagramas originais de Euclides ndo tenham
sobrevivido, ndo seria impossivel recupera-los. Ao que tudo indica, o que Netz
quer dizer € que o diagrama nao é descrito de maneira inequivoca pela parte
textual em muitos casos, e que por isso ndo se pode dizer que ele seja
dispensavel em geral. Ou seja, 0 autor ndo quer ceder espaco tanto as teses que
defendem a dispensabilidade do diagrama quanto as que alegam insuficiéncia
em termos de rigor das demonstracdes em questdo. Avigad, por sua vez,
tampouco alega que o diagrama seja desnecessario, mas apenas que é possivel
reconstrui-lo com base no texto — e provavelmente também com algum
conhecimento de geometria. Embora n&o seja possivel determinar a aparéncia

do diagrama em passos determinados da demonstracéo, € possivel deduzir sua

*® Seria possivel reconstruir o texto a partir do diagrama se os diagramas fossem
marcados com vistas a estabelecer igualdades entre suas partes, bem como o
aparecimento de constantes como o angulo reto, ou ainda casos que o diagrama é
insuficiente para representar, como o de retas paralelas. Embora Greaves sustente que
este tipo de marcagao ja era usado na época (Greaves 2002, p. 37), tudo indica que sua
posigéo é equivocada. Como bem observa Manders, tal procedimento seria significativo

demais para que fosse negligenciado pelos primeiros editores (Manders 1995, p. 97)..
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aparéncia com base nas informacdes que o texto da demonstragdo como um
todo oferece.

O texto nao pode ser visto como estipulando uma relagédo entre simbolos
(letras) e objetos (pontos). As letras n&o estdo por objetos, mas sim sobre eles:
as letras, em certo sentido, sdo os pontos, e tanto o texto quanto o diagrama sao
maneiras de dispor informagdes a seu respeito. Neste sentido, elas ndo seriam
simbolos, mas indices, de acordo com a classificacdo de Peirce — ou, numa
expressao mais requintada “nés anaféricos” entre texto e diagrama. Euclides nao
utilizaria uma expressao como “Entre o ponto B e o ponto C, seja tragada a linha
reta BC”, mas sim algo como “Entre o B e o C, seja tragada a BC”. Referir-se aos
diagramas como objetos pode sugerir, por um lado, que eles estdo sendo
considerados qua entidades fisicas, ou, por outro lado, que eles préprios sejam
os objetos da geometria, ou metaforas para referir-se a eles. Nenhum dos casos,
no entanto, corresponderia ao uso que se faz deles na geometria euclideana.

Netz propde uma interpretacdo mais adequada: dado que o diagrama é
como que o universo de discurso da proposicéo, que faz com que seja evitado o
que hoje se denomina “metalinguagem”; e dado que o diagrama é imperfeito
para representar alguns aspectos dos objetos geométricos; eles devem ser
vistos como se fossem indefectiveis com relacéo a tais pormenores. Eles podem
ser vistos como atores em uma pecga. Imagine-se, por exemplo, uma cena de
Hamlet ensaiada por um grupo de atores. Imagine-se entdo que Joéo, o ator que
faz o personagem principal, use uma camiseta de futebol com o numero 5.
Alguém que, neste contexto, comenta algo sobre Jodo, estad se referindo a
performance daquele ator. Se o comentario € sobre Hamlet, a referéncia é ao
conturbado personagem de Shakepeare. Mas se 0 comentario é sobre 0 numero
5, a referéncia pode ser a ambos. Neste sentido, as letras nas proposicoes
gregas sdo como o numero da camiseta; os pontos no diagrama como os atores;
e 0s objetos geométricos como o0s personagens.

Com esta interpretacao, afastam-se os inconvenientes que apresentam as
interpretagdes da geometria grega como falando a respeito de objetos em si. Os
“‘quadrados-em-si’, de acordo com Netz*®, ndo sdo o tema da geometria
simplesmente porque o quadrado sobre a hipotenusa do quadrado-em-si € ainda
0 mesmo quadrado-em-si, € ndo seu dobro. Deste modo, as entidades sobre as
quais versa a geometria de Euclides ndo sdo entidades platdnicas, providas

unicamente da propriedade que as define e das consequéncias desta. Elas

*9 Netz 1999, pp. 50-56.
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pertencem a uma dimensao menos abstrata. Levando-se em conta os comandos
que o texto das demonstracdes pede que sejam executados, e o lugar onde tais
execugbes podem ter lugar, deve-se concluir que o objeto da geometria
euclideana seja o diagrama, entendido no sentido que a metafora acima
apresentada sugere. Eles sdo como que atores que representam personagens,
0s quais somente podem ser acessados por seu intermédio. Eles sdo, nas
palavras de Netz, substitutos para a ontologia®.

Uma caracteristica interessante que o uso das letras no texto e no
diagrama permite identificar € a de que o diagrama deve ser considerado como
finito e discreto. Afinal, embora as proposi¢oes falem de linhas que podem ser
estendidas indefinidamente, o diagrama sempre sera um objeto finito, e as
extensdes infinitas simplesmente ndo sdo relevantes para as demonstracdes®’.
Quanto ao carater discreto, deve-se lembrar que, embora um segmento possua
uma infinidade de pontos, tal colecdo também nao é utilizada. Os pontos que
interessam s&o nomeados pelo texto, e devem ser sempre distintos dos outros
pontos que estdo sendo utilizados. Mais especificamente, os pontos relevantes
sdao os das extremidades de segmentos, e os das intersec¢coes. E as
intersec¢cdes em um diagrama euclideano, embora possam ser numerosas e
complexas numa Uunica proposicdo, formam sempre um sistema discreto e
ordenado de entidades — o diagrama ganha letras, e assim também um
determinado arranjo, o qual € um sistema finito, discreto e tratavel de entidades

e relacoes.

%0 Netz 1999, p. 57. Netz vé razdes para esta leitura em evidéncias como o uso de
um discurso restrito a linguagem objeto, evitando qualquer questao meta-tedrica, que se
observa em obras como os Elementos. Em outra frase de impacto, ao argumentar que os
diagramas geométricos ndo evoluiram de representacdes rudimentares, mas sim
nasceram tais como se tornaram conhecidos (esquematicos mais que descritivos) o
autor afirma que a geometria grega “é o estudo da acgéo espacial, ndo da representagéo
visual” (Netz 1999, p. 60).

" Talvez por ndo considerar objetos em termos de totalidades infinitas Euclides
deixe de definir “segmento de linha”, enquanto define no Livro lll “segmento de circulo” —
o circulo é uma linha cuja totalidade é visualizavel, finita, ao passo que a linha reta nao.
Por isso ndo é de se estranhar que ele atribua pontos as extremidades das linhas retas.
Ora, se fossem entendidas como infinitas nao faria sentido dizer que elas possuem
extremidades. Para todos os efeitos, portanto, as linhas da geometria euclideana serado

sempre segmentos de linhas.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0610721/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0610721/CA

202

Visto desta maneira, o diagrama nao esgota as informagdes a respeito de
seus objetos. Uma linha é vista como uma entidade continua (tanto no sentido
empirico, enquanto uma curva tragcada sobre uma superficie, quanto no sentido
matematico, como uma colecdo de pontos dispostos de uma determinada
maneira), mas enquanto parte de um diagrama geométrico, mais
especificamente de um diagrama em geometria euclideana, apenas interessam
os pontos que determinam suas extremidades ou alguns pontos de intersecgao
com outras linhas no diagrama, os quais s&o sempre nomeados pelo texto —
mesmo o0s que dependem de aspectos co-exatos, vale lembrar, sdo nomeados
antes de serem usados na demonstragdo. Assim, a representacao influenciada
talvez pela reconstrugdo analitica, da reta como correspondendo a uma parte do
conjunto dos numeros reais ndo pode ser uma boa interpretagdo para a reta
euclideana, afinal ndo sdo necessarios tantos nimeros, pois apenas uns poucos
serdo usados. Do infinito e continuo conjunto de pontos que devem ser
entendidos como presentes em uma linha, de acordo com a interpretacao
analitica ou cartesiana, apenas um numero finito e relativamente pequeno deles
sdo nomeados, e destes um grupo ainda menor é de fato relevante para a
demonstragao.

Contra a tese de que os diagramas podem desviar o matematico do rigor
que deve acompanhar suas demonstracdes, também pode-se encontrar na obra
de Netz bons argumentos. Utilizando-se de uma passagem de Knorr®® na qual é
tematizado o uso da palavra grega diagramma, o autor descreve como, a partir
de Platdo, este termo era utilizado tanto para referir-se a proposicoes
matematicas quanto para referir-se ao rigor que lhes é peculiar. Além disso, o
termo também pode ser utilizado para designar o método que se utiliza de linhas
(dia grammon), em oposigdo ao que se utiliza de numeros (di’ aritmon). Em
contextos matematicos, diagramma geralmente € utilizado, de acordo com Netz,
para designar uma proposi¢do matematica como um todo, e ndo o diagrama
particular que a acompanha®. Por esta razdo Netz afirma que os diagramas s&o
metonimias para as proposi¢cdes, ao apresentarem de uma vez o que o texto vai
desvelando passo a passo. Evidéncia disso seria 0 uso dos diagramas em
proposi¢cdes como as dos Livro V e VII-IX, que tratam da teoria das proporgdes e

da teoria de numeros, respectivamente. Nas demonstragdes ali presentes o

°2 Knorr 1975, pp. 69-75.
*3 Dentre os termos técnicos apresentados nas definigdes, “figura” se refere a uma

regido limitada, e o termo em grego é schema.
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diagrama parece mais atrapalhar do que mesmo ajudar, afinal sdo em geral
compostos por segmentos dispostos de maneira ndo contigua, e sobre eles néo
sao efetuadas construgcbes de novos elementos. Nao obstante este fato, eles
estao presentes em cada uma das proposicdes demonstradas nestes livros.
Diagrama e texto sdo, portanto, interdependentes. E o diagrama é uma
espécie de universo de aplicacdo do texto da proposicdo, mas ndo num sentido
em que ele, enquanto objeto fisico, seja um caso do que esta sendo tratado no
texto. Tal como o texto, portanto, o diagrama deve ser visto como um portador
de informacao, a qual deve ser “lida” de determinada maneira, de acordo com o
que as pessoas envolvidas consideram valido. Seu aspecto dual pode ser visto
na oposicao entre sua natureza continua (linhas desenhadas) e discreta (letras
atribuidas), bem como nos signos que sao utilizados em sua composi¢ao, icones
(formas) e indices (letras). A seguir sera tratado com mais detalhe o segundo
artefato que de acordo com Manders ajudou a moldar o método dedutivo na

matematica grega: o texto.
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4.4.2.

O texto euclideano

Além de langar nova luz sobre o uso dos diagramas na pratica euclideana, outro
ponto importante do trabalho de Netz € uma nova maneira de ver o texto das
demonstragdes de Euclides. Geralmente o texto das demonstracdes euclideanas
é descrito como uma sequéncia de assergdes ou comandos formulados em
linguagem natural, como se pouca ou nenhuma atencao fosse dedicada a sua
estruturacdo. O mérito de Netz esta em mostrar que, longe disso, o texto
euclideano esta muito mais préximo de ser uma sequéncia de formulas do que
uma prosa em linguagem natural. Veja-se a seguir os principais argumentos que
o autor oferece em suporte a esta tese, comegando pelo tratamento que as
letras — elos de ligagdo entre texto e diagrama — recebem na parte textual, e em
seguida tematizando o Iéxico disponivel nas demonstragdes.

O batismo do diagrama, ou seja, sua marcagado com letras, depende de
explicitagdo textual, como foi visto. Além disso, os objetos nhomeados sdo, em
geral, pontos no diagrama. Algumas excegdes a esta regra, todavia, podem ser
observadas em casos como da proposi¢ao 1,3, na qual a letra C € um segmento,
nao um ponto. De acordo com Netz, a razdo para a existéncia de casos como
este € a sua nao-utilizacdo no restante da demonstracdo. Na proposi¢ao
mencionada, o segmento C ndo € usado em combinagdo com nenhum outro
elemento diagramatico. Sua magnitude, no entanto, deve ser utilizada na
demonstracao, pois deve-se cortar de um segmento igual a C de um segmento
dado AB. Neste caso, no entanto, C é tratado como AD (segmento cortado de
AB e igual a C), ou seja, sdo utilizados para sua nomeacido os pontos que
representam suas extremidades. Este €, alias, o Unico caso, de acordo com
Netz, em que Euclides nomeia segmentos por meio de seus pontos extremos:
casos em que os objetos nomeados serdo combinados com outros no diagrama.

Deste modo, nomeados dois pontos A e B, AB representara o segmento de
reta que os une — ndo de maneira irrestrita, pois pode ser o caso que os dois
pontos devam ser coincidentes. Se, no entanto, os pontos nao coincidem, e AB é
um nome apropriado para um objeto no diagrama, ele também pode ser

designado por BA, jd que a ordem das letras ndo altera a representagdo no
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diagrama — em ambos os casos, trata-se de um unico segmento®. A sequéncia
de batismo, em geral, segue a ordem alfabética, isto €, os primeiros objetos
introduzidos sdo designados pelas primeiras letras do alfabeto, e assim por
diante.

O préximo item textual analisado por Netz sdo as locugdes compostas de
uma unica palavra. Destas as primeiras que recebem atengao sao as definicoes.
Apds comentar brevemente as dificuldades j& bem conhecidas a respeito do
papel das definicbes euclideanas, o autor parte para uma classificagdo das
definicbes de acordo com o carater de seus definienda: 1) o definiendum pode
ser um nome, tal como em “Ponto é o que nao tem partes”; 2) ele pode ser um
nome composto (nome+adjetivo), como em “Uma linha reta...”; 3) pode ainda ser
um nome composto de outros termos que ndo apenas nomes e adjetivos, como
em “O didmetro de um circulo...”; ou 4) ele pode ser uma locugdo que nao se
enquadra em nenhum das classificagdoes anteriores, como em “Uma linha é dita
focando um circulo se...” (Livro lll, Def. 2).

Netz constatou que definigdes do primeiro tipo sdo as menos numerosas
nas obras matematicas semelhantes aos Elementos. Elas constituem os pontos
de partida da teoria®, e os nomes definidos representam em geral coisas no
espaco. Como foi visto, no entanto, a geometria euclideana ndo menciona tanto
0s seus possiveis objetos quanto o faz com relagcdo a determinados objetos no
diagrama, referidos no texto por meio de suas respectivas letras. Nomes do tipo
mencionado aparecem, em geral, nas fases inicial e final das demonstragdes
(protasis e sumperasma), sendo substituidos na demonstracao propriamente dita
pelas letras que nomeiam as representagbes diagramaticas dos objetos

definidos®.

*Eéo diagrama o que torna desnecessaria uma clausula que estabeleca que
AB=BA. Diferentemente dos sistemas modernos, a geometria euclideana ndo conta
apenas com a ferramenta textual.

%% “Aquilo sobre o que a geometria ensina”, nas palavras de Netz (cf. Netz 1999, p.
92).

%® Netz foca sua analise nos termos que aparecem no definiendum. Uma
abordagem alternativa, e também esclarecedora com relagdo a importancia dos
diagramas, pode ser encontrada em Shabel 2000 e Panza 2007. Analisando o definiens
das primeiras definicdes, Shabel vé uma utilidade que Netz deixa de notar: o
estabelecimento daquilo que, no diagrama, poderda ser usado como informagéo a

respeito dos objetos definidos.
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As definicdes do segundo grupo — o mais numeroso dentre todos, diga-se
de passagem — nado sao definicdes dos nomes compostos que nelas aparecem.
“Linhas retas” e “circulos iguais” ndo estdo sendo definidos como os nhomes do
primeiro grupo. Netz observa neste tipo de definicdo o estabelecimento das
condigbes basicas sob as quais objetos classificados de acordo com o nome que
aparece no definiendum podem ser considerados como portadores das
propriedades designadas pelo adjetivo em questdo. Assim, uma linha podera ser
dita reta pelo fato de seus pontos estarem dispostos de maneira uniforme entre
suas extremidades, e um circulo sera igual a outro quando seus raios forem
iguais. Por esta razdo, as definicdbes deste grupo podem ser consideradas
também as mais importantes, pois € por meio delas que o intercambio de
propriedades entre os objetos aludidos em uma demonstragdo pode se dar.

O terceiro grupo € interpretado como aumentando o Iéxico, isto é,
introduzindo novos termos por meio dos que ja estao disponiveis, e deste modo
nao estdo muito distante do ideal moderno de definigdo. Ja o quarto grupo pode
ser visto como o segundo, bastando que se substitua, na interpretagédo, os
adjetivos pelas locugcdes verbais. Deste modo, eles também estabelecem
condigbes para que propriedades sejam atribuidas a determinados objetos.

Com relacdo ao arranjo das definicbes, Netz apresenta outro aspecto que
o modo usual como o texto euclideano é apresentado nos dias de hoje fez cair
no esquecimento®’. Trata-se da auséncia, no texto original, dos nimeros que
acompanham e distinguem as definicbes. De acordo com Netz, as definigdes séo
apresentadas como um texto continuo, sem separacdes por linhas ou nimeros —
0s quais nao sao utilizados em nenhum lugar dos Elementos. Muitas das
definigbes, tidas em geral como inuteis, sao vistas por Netz como uma excegao
ao modus operandi euclideano, restrito em geral exclusivamente a linguagem
objeto, como momentos em que sdo explicados como serdo utilizados alguns
termos, e quais sdo os objetos da teoria. A existéncia desta meta-linguagem, no
entanto, ndo fere o carater que foi atribuido as demonstragbées euclideanas (a
saber, na linguagem objeto, exclusivamente), pois nado sao utilizadas nas
demonstragdes — pelo que, curiosamente, autores como Kline as consideram
inuteis.

Apoés as definigdes, como ja foi visto no primeiro capitulo, poucos séo os
termos definidos que reaparecem no texto. A palavra “ponto”, por exemplo, é

substituida no texto da demonstracdo por uma letra determinada — a qual, na

*" Netz atribui a culpa por tal ostracismo a edigdo de Heiberg (cf. Netz 1999, p. 94).
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visdo de Netz, € a verdadeira unidade funcional da linguagem dos Elementos.
Por conta disso, Netz & levado a afirmar que as definigbes ndo sao importantes
como reguladoras do texto, funcionando num nivel, por assim dizer, meta-
tedrico. Mas chega a sugerir, ao final de sua exposi¢cao sobre o tépico, aquilo
que Shabel, Levi e outros também tém sustentado: que as definicbes menos
funcionais sejam como que um guia de leitura do diagrama®. N&ao obstante,
reitera que talvez se tenha dado muita importancia as definicdbes como
reguladoras do texto ao longo da histéria da pratica. E talvez por isso tenha
passado despercebido o quao uniforme e esquematico ele é.

O texto de uma demonstragdo a maneira euclideana ¢é erigido com poucas
palavras (tanto de carater matematico quanto de uso mais comum), utilizadas de
maneira tal que algumas podem ser vistas como férmulas®, utilizando-se mais
das expressdes que apontam para o diagrama do que de palavras da linguagem
natural. E, mais importante, o léxico ndo varia significativamente de um autor
para outro, o que revela que o texto, tanto quanto o diagrama, deve ser
construido e lido de acordo com padroes bem estabelecidos pela pratica

matematica da época.

%8 Cf. Netz 1999, p. 102.

% Para uma excelente descricdo do que Netz considera como sendo férmula na
matematica grega, cf. Netz 1999, pp. 128-167. Em sua exposi¢cdo, o autor constata,
dentre outras coisas, que as formulas sdo de facil manipulagao porque sao compostas
de poucos elementos primitivos, e possibilitam a deducdo dos resultados porque
espelham as relagdes logicas entre os conceitos — teses que contrariam o ponto de

partida das reconstrugdes formais: o carater informal do texto euclideano.
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4.4.3.

Generalidade e necessidade

Ap6s analisados o0 texto e o diagrama das demonstracbes — os dois
responsaveis pelo surgimento da dedugdo na matematica grega — o autor aborda
dois temas que tém sido utilizados como alguns dos principais cavalos de
batalha pelos que questionam a pratica grega relativamente ao rigor que uma
demonstragdo matematica requer. Tais temas s&o a generalidade e o carater
necessario que demonstragcdes matematicas supostamente devem possuir.

O diagrama enquanto sistema discreto e relativamente simples de pontos e
relagdes, e o texto enquanto um sistema também simples e discreto de férmulas,
composto a partir de um léxico limitado e regimentado, sdo os dois responsaveis
pelo carater necessario das demonstracbes euclideanas, uma vez que as
demonstragdes mais complexas serao efetuadas por meio dos principios aceitos
sem demonstracdo. Como este processo €& sempre recursivo, deve-se
reconhecer a necessidade das conclusbes uma vez que se aceite os pontos de
partida. Além disso, os resultados alcangados e mantidos sempre ao alcance®
possibilitam que casos mais complicados sejam tratados com o mesmo rigor.
Assim, o diagrama nao se torna um emaranhado ininteligivel de linhas e pontos,
ja que resultados ja demonstrados n&o necessitam ser diagramaticamente
construidos em cada caso em que sejam utilizados.

Assim, tal como é de se esperar dos sistemas axiomaticos, em Euclides
sdo dadas configuracdes basicas para a linguagem do sistema, correspondentes
aos principios indemonstraveis, e a partir delas se constroem configuragdes mais
complexas, as quais podem sempre ser decompostas em termos daquelas mais
simples. Os resultados obtidos neste processo sido vistos como seguindo-se
necessariamente dos principios aceitos. Nao ha, portanto, lugar para criticas as
demonstragdes euclideanas que partem do pressuposto de que, por utilizarem-
se do diagrama (que os criticos invariavelmente véem como instancias e nao
como parte da linguagem do sistema), elas possuem um carater

irremediavelmente particular.

® Que compbéem o que, usando uma terminologia que ele toma emprestado de
Saito, Netz chama “caixa de ferramentas”. Trata-se de resultados elementares cuja
maestria e compreensao deveria ser buscada por todos os que se dedicassem ao tema.

Destes resultados, as proposi¢gdes dos Elementos constituem a maior parte.
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A mesma razdo é aludida quando se alega que as demonstragdes de
Euclides ndo séo gerais porque se dao sobre um caso particular — a
configuracdo diagramatica escolhida. Partindo do comentario de Mueller sobre a
falta de uma justificativa para a generalidade dos resultados alcangados por
Euclides, Netz trata de olhar detalhes da pratica que faziam com que, embora
nao explicitamente abordada, a generalidade dos resultados devia ser de alguma
forma aceita pelos participantes.

Netz toma um caminho um pouco diferente daquele tomado por Manders e
Mumma. Estes estdo interessados em mostrar por que uma configuragdo
diagramatica particular pode fornecer um resultado geral, e a resposta para a
questao foi dada por meio dos aspectos co-exatos dos diagramas, bem como
pela analise de casos distintos, quando necessario. Dito de outro modo, os
resultados sédo gerais porque os aspectos dos diagramas que sao utilizados na
demonstragao sdo aqueles que seriam observados em qualquer diagramacao
razoavel (ou seja, sem deformacgdes exageradas ou anomalias facilmente
detectaveis), e portanto ndo tornam o resultado valido apenas em particular, mas
para qualquer caso semelhante.

Utilizando-se como exemplo do problema que abre o Livro lll, a saber,
encontrar o centro de um determinado circulo, Netz apresenta um dos aspectos
pelos quais os gregos aceitavam suas demonstragcbes como validas em geral.
Apds encontrar o ponto que representaria o centro, Euclides apresenta uma
reductio ad absurdum para mostrar que qualquer ponto distinto daquele nao
podera ser o centro do circulo dado. A demonstracdo é efetuada apenas para
um caso, e o autor apenas argumenta que “similarmente” sera demonstrado que
nenhum outro ponto exceto aquele encontrado sera o centro. O argumento de
Netz envolve mostrar que casos como este ndo envolveriam modificacdo da
sequéncia textual. As mesmas palavras seriam utilizadas, e o0 mesmo resultado
obtido. Estes sdo os casos, por exemplo, em que as modificacbes seriam
apenas das posigdes relativas de determinados elementos no diagrama — as
quais, apesar de potencialmente infinitas, ndo necessitariam de um tratamento
diferente. Quando, por outro lado, as variagbes envolvem mudangas
significativas, tais que uma mudanca no texto da demonstragdo também fosse
necessaria, em geral trata-se de casos de mal uso do diagrama (supor que o
centro do circulo esta fora da area do mesmo, ou sobre sua circunferéncia, por
exemplo). Casos como estes, no entanto, sdo simplesmente ignorados como

irrelevantes — pelo que Netz reitera que n&o ha, na pratica grega, preocupagoes
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de ordem metalinguistica, em virtude das quais casos como estes também
deveriam ser considerados.

Este procedimento, todavia, antes de ser uma generalizacdo de um
resultado, é a generalizagao da demonstragdo mesma: afinal, fica garantido que
a mesma demonstragdo seria efetuada para configuragdes diferentes. Deste
modo, a generalidade que se encontra em casos como estes € mais uma
repetibilidade da demonstragdo do que generalidade no sentido que se costuma
atribuir ao termo — a saber, aquela expressa na légica moderna pelo
quantificador universal acoplado a uma férmula. A repetibilidade da
demonstracdo em lugar da generalizagdo do resultado &, como foi visto, algo
semelhante ao que Mueller ja havia notado.

Ainda levando em conta texto e diagrama, Netz observa que a liberdade
que um praticante pode ter na escolha das configuragdes é limitada as fases de
enunciacao e de exposi¢cao, onde uma determinada configuragao ¢é introduzida.
Na fase de construgcdo, embora se possa pensar o contrario, tal liberdade nao
existe. Uma vez que, por exemplo, € dada uma linha reta AB, e é escolhido fora
dela um ponto C a partir do qual se deva tracar uma perpendicular, o ponto de
interseccao da perpendicular com a reta dada ja estara determinado de maneira
univoca. Por esta razdo, ndo ha, em geral, casos para se considerar quando a
construcdo propriamente dita tem lugar na demonstracdo. Netz alega que, em
casos onde ha um relativo grau de liberdade na escolha de uma configuracao, o
texto da demonstragéo utiliza, para os termos cuja posicao pode variar, uma
espécie de quantificador acoplado, o qual parece indicar que variagcbes na
escolha da posicdo do objeto designado nao afetam o desenvolvimento da
demonstracao.

Assim, a repeticdo e a invariabilidade da demonstragao frente a variagao
das acgbes possiveis sdo as duas fontes da generalidade nas demonstracdes de
Euclides. Abaixo, nas respostas as principais criticas dirigidas aos Elementos,
sera apresentado o esquema que Netz utiliza para descrever as demonstragdes
de Euclides, e com isso tornar mais claro seu ponto de vista. Sua interpretacao é
feita tendo como pano de fundo a descricdo oferecida por Mueller’' e
apresentada no primeiro capitulo deste trabalho, a qual Netz julga incompleta por
concluir que a generalidade era alcangada meramente pela repeticio da formula

demonstrada em diferentes partes da proposicao.

" Mueller 1981, pp. 12-14.
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Ao tratar aqueles fragmentos do texto que ele denomina férmulas, Netz
distingue formulas de construgéo (representadas no esquema por C) e férmulas
de predicado (representadas por P). Assim, a estrutura das demonstracdes
seguem de maneira geral o esquema®*:

1) no enunciado (protasis) é apresentado uma alegacao geral, sem
referéncia a pontos ou objetos especificos no diagrama, a qual pode ser
formalmente descrita da seguinte forma: C(x)—P(x). O enunciado pode
ser visto como estabelecendo que um resultado se segue uma vez que
sejam cumpridas algumas condigdes.

2) na exposicdo, ou estabelecimento de condicbes (ekthesis), é
apresentado um caso particular que cumpre com as condi¢des: C(a).
Nesta etapa, o diagrama entra em cena, e € representado no esquema
pela constante a.

3) em seguida, na especificagdo ou definicdo de objetivo (diorismos), com
as palavras “Eu digo que...”, Euclides alega que o consequente do
condicional apresentado no enunciado também vale para aquele caso
particular: P(a). Juntamente com a exposi¢do, esta etapa forma a
segunda repeticdo do enunciado que se quer demonstrar.

4) apds repetir o enunciado para a configuragéo particular, é apresentada
uma série de construcbes (kataskeue) sobre o diagrama escolhido,
introduzidas pela palavra “pois”. Estas construgbes, obviamente, nao
incluem a construcao ja pressuposta na exposi¢ao, e portanto tomam a
forma: C(b),...,C(n).

5) em seguida, na parte chamada prova (apodeixis), sdo derivadas
propriedades destas construgdes: P(b),...,P(a). A derivacdo acaba
quando a féormula apresentada na especificacdo é alcancada. Por esta
razao, a sequéncia construgao-prova é designada para demonstrar P(a),
apenas, e nao o condicional C(x)—P(x).

6) finalmente, na conclusado (sumperasma), a proposi¢cao é repetida em
forma geral: C(x)—P(x). Com esta apari¢cao, a proposicdo demonstrada &
repetida pela quarta vez, ja que a seqiéncia construgao-prova constitui

também uma repeticdo do enunciado®.

82 Cf. Netz 1999, pp. 253-257.
B A qual talvez passe despercebida por Mueller por ndo estar explicitamente

vinculando o antecedente e o consequente do condicional.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0610721/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0610721/CA

212

O argumento de Netz em favor da generalidade das demonstracdes
euclideanas baseia-se sobre o fato de que as etapas de construgdo-prova
constituem uma derivagdo do consequente a partir do antecedente do
condicional, que foi apresentado na exposi¢cdo. E, de acordo com o autor, a
prova de P(a) a partir de C(a) forma a base para a afirmacao geral C(x)—P(x)%.

Embora concorde com Mueller que demonstrar P(a) ndo € o mesmo que
demonstrar C(x)—P(x), Netz argumenta que a visdo de Mueller é equivocada na
medida em que ndo da a devida atencdo para o fato de que a sequéncia
construcao-prova forma apenas uma espécie de apéndice para as fases de
exposicao-especificagdo. Apds o condicional ser estabelecido de maneira geral,
no enunciado, é dito na exposi¢gdo que um caso particular cai sob a descri¢do do
antecedente, e na especificagdo é dito que as propriedades estabelecidas no
consequente valem para este caso. A construgdo e a prova que se seguem
cumprem o papel de mostrar que o ultimo se segue do primeiro no caso
particular em questdo. Assim, a combinagdo da exposicdo e da especificacao,
ajudada pela construcéo e pela prova, demonstram a concluséo, ja que mostram
que o consequente se seguira do antecedente para qualquer caso particular®®.

Netz conclui sua obra apontando para uma caracteristica comum entre a
matematica grega e a matematica moderna, a saber, o carater condicional de
suas proposigdes, ou, em outras palavras, sua caracteristica de serem teorias
compostas de demonstragdes a partir de premissas. Deste ponto de vista, o
sistema axiomatico euclideano ndo deixa a desejar frente aos sistemas
axiomaticos modernos. Mudangas radicais na linguagem diferenciam os ultimos
do primeiro, e se pode notar diferencas quanto a natureza das premissas que

utilizam (axiomas expressos em linguagem formal nos ultimos, e postulados,

% Netz faz uma observagao interessante com relagdo a formulagcdo geral da
enunciagao e da conclusao comparada com as formulagdes particulares, envolvendo as
letras que representam elementos no diagrama, na fase de especificagcdo: quando estéo
presentes as letras designando o diagrama, a descricdo dos elementos é suprimida;
assim, em vez de “o angulo oposto ao vértice”, por exemplo, utiliza-se apenas “o ABC”,
indicando que o diagrama é neste caso o encarregado de mostrar que este angulo é o
angulo oposto ao vértice (cf. Netz 1999, pp.262-263).

% Mesmo Russell, que pode ser incluido no grupo dos que rejeitam o uso dos
diagramas em demonstragbes, parece concordar com os argumentos de Netz. De
acordo com suas palavras em “Mathematical Logic Based on the Theory of Types”, a
figura particular escolhida para uma demonstragao comporta-se como um parametro na

I6gica quantificacional classica (cf. Macbeth 2009, p. 8).
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definigbes, nogdes comuns e assungdes vinculadas aos diagramas, no primeiro)
mas isto ndo quer dizer que os tornem mais dignos de serem chamados

axiomaticos.
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4.5.

Consideracgoes finais

Como espera-se ter mostrado no segundo capitulo deste trabalho, os diagramas
foram ignorados por parte dos que se propuseram reconstruir de maneira
supostamente mais rigorosa a geometria de Euclides por conta de varios fatores,
nem sempre interligados. Tal negligéncia pode ser vinculada, em geral, a
questbes de carater operacional, como a inadequacdo dos diagramas a um
tratamento formal do ponto de vista moderno®. E possivel, além disso, vincular o
descrédito com relagdo aos diagramas euclideanos a uma compreensao apenas
parcial da histéria da geometria grega em geral. Por fim, o declinio das
representacdes diagramaticas pode ser visto como oriundo da aceitagcdo, sem
uma justificativa adequada do ponto de vista filoséfico, da tese que, por um lado,
vincula diagramas a intuigdes, e por outro, o afasta de um estatuto simbdlico. Em
particular, passou sem ser devidamente escrutinizada a adogdo de um
simbolismo ao estilo algébrico em detrimento de outras formas de
representacdo. Do ponto de vista filosdéfico, isto constitui uma falha na medida
em que se deixou de investigar devidamente a importancia da escolha de um

determinado simbolismo para as demonstragdes de uma teoria matematica.

% Afinal, como observa Shoenfield, o tratamento de um sistema axiomatico em
termos de sentencgas, e destas em termos de sequéncias de simbolos, permite uma
analise simplesmente combinatorial para fins de demonstracdes, facilitando
enormemente o aspecto pratico da tarefa de verificacdo, por exemplo, de se um teorema

pode se seguir de um grupo de axiomas (cf. Shoenfield 1967).
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4.5.1.

Respostas as criticas modernas

No capitulo anterior foram apresentadas as principais criticas ao método
sintético nos moldes euclideanos, sintetizadas por Kline em numero de cinco, as
quais serao aqui retomadas e confrontadas com os argumentos oferecidos pelos
trabalhos acima descritos em favor da metodologia classica. Elas envolvem (i)
pontos de intersecgdo que s6 aparecem no diagrama, sem licenga textual; (ii) a
falta de generalidade dos diagramas; (iii) o método de superposicao; (iv) casos
envolvendo a nocdo de infinito; e (v) a construtibilidade como critério de
existéncia.

De acordo com o que foi apresentado acima, o item (i) ndo oferece
dificuldades para ser refutado. Com efeito, os Unicos pontos de intersecg¢ao
utilizados da maneira descrita sdo aqueles que estariam disponiveis em qualquer
diagramacédo, e que por esta razdo ndo podem ser considerados aspectos
acidentais dos diagramas. Quando é necessario que se considerem diferentes
posicdes para um ponto determinado pela intersec¢ao de linhas, isto é levado
em consideracao, e embora Euclides trate apenas de um dos casos, nao se
deve tomar isso como uma falha sua em perceber a existéncia de casos
alternativos. Além disso, como pode-se ver na obra de Netz, os pontos utilizados
ndo podem ser levados em consideracdo apenas por estarem presentes no
diagrama. Eles devem ser trazidos ao texto, “batizados” com uma letra. E os
pontos que podem ser assim tratados, sdo justamente aqueles oriundos de
aspectos co-exatos do diagrama.

A objecao (ii) pode ser confrontada por meio dos argumentos de Manders.
Os diagramas utilizados, com efeito, sdo suficientemente gerais, no sentido de
apresentarem aspectos que todos os diagramas adequados ao contexto
apresentariam, por um lado, e também porque, quando é impossivel que um
diagrama sirva a todas as configuragdes possiveis, & necessaria a consideragao
de casos separados. E mesmo que Euclides ndo analise-os separadamente, o
sistema criado por Avigad, Mumma e Dean mostra que seu procedimento é livre
de erro, pois 0 argumento permaneceria 0 mesmo para toda uma classe de
diagramas equivalentes. Reforca esta tese a constatacdo de que, mesmo que

Euclides use apenas um diagrama por proposi¢do®’, o ndo surgimento de

®7 Esta afirmacdo vale apenas para alguns livros dos Elementos, uma vez que no

Livro Ill, por exemplo, ha diagramas distintos para casos distintos.
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resultados parciais ou incorretos nos Elementos revela ao menos uma sorte fora
do normal de sua parte. Como foi mencionado na secéo anterior, Netz possui um
bom argumento para que se conceda as demonstracbes euclideanas a
generalidade que delas se espera, mesmo desde um ponto de vista moderno.

As criticas (i) e (ii) parecem incorporar a necessidade do que Manders
chama de prevencgao de atipicalidade, caracteristica da abordagem moderna da
geometria sintética. Um diagrama atipico seria aquele que apresentasse de
maneira equivocada determinadas caracteristicas, que incluem desde o carater
reto ou circular de linhas até o surgimento de pontos de intersecgdo. A
prevencado de atipicalidade, que segundo Manders era vista pelos modernos
Como necessaria aos raciocinios diagramaticos, ndo constitui uma condigao para
0 sucesso da pratica. Os aspectos exatos, com efeito, ndo podem ser lidos do
diagrama, e portanto ndo importa se este os representa de maneira inadequada.
Deste modo, n&o ha razdes para que se tome a prevencgao de atipicalidade como
necessaria para estes casos. Com relagdo aos aspectos co-exatos, tampouco é
necessario um cuidado especial na escolha e producao do diagrama. Afinal, os
aspectos co-exatos sao aqueles presentes de maneira inequivoca nos
diagramas, os quais devem ser analisados em casos separados conforme haja
necessidade — sugerida pela possibilidade de que outro diagrama diferente sirva
para a representacdo da mesma situagao.

Além disso, de um ponto de vista que leve em conta o possivel contexto da
pratica, a generalidade nao significava o que significa hoje. De acordo com o
autor, a apresentagado de casos distintos (diagramas alternativos) que estao de
acordo com o resultado, ou de obje¢cdes que pudessem desqualifica-lo, eram os
métodos pelos quais, no longo prazo, se garantiria a generalidade buscada —
quando determinado resultado era aclamado por se aplicar a todos os casos
propostos de maneira uniforme. Com efeito, Euclides ndo possuia um artefato
poderoso como o utilizado na reconstrugdo formal de Tarski ou mesmo na de
Hilbert, onde a impossibilidade de casos que contrariam o resultado pode ser
aferida de antemao. A generalidade, assim, seria alcangada como que por
exaustdo das possibilidades de casos distintos, de acordo com a visdo de
Manders. Os comentarios de Proclo, repletos de casos e objecbes as
proposi¢cdes demonstradas nos Elementos, constituem uma boa evidéncia deste

fato. Mas, mesmo que nao se saiba se a tese é ou nao adequada, nao se pode
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pressupor que aos gregos fosse possivel conceber a generalidade como
universalidade, no sentido que a légica moderna confere ao termo®.

Com relagdo a observacdo de Beeson® a respeito de 1,2 como ndo
atentando para os casos em que o ponto A caia sobre uma extremidade de BC,
vale retomar a descricdo de Netz da parte textual das demonstragdes. Com
efeito, mesmo que se considere tal caso como legitimo (o que é questionavel do
ponto de vista historico), pode-se perceber que o raciocinio seria 0 mesmo para
casos distintos, bastando para isso que se considerasse o segmento entre A e B
(ou C) como possuindo magnitude nula, e com isso estendendo esta propriedade
as figuras que a demonstracdo pede que sejam construidas a partir dele. As
igualdades ao final da demonstragéo revelar-se-do0 as mesmas em qualquer
caso.

O método de superposicdo, mencionado no item (iii), e criticado através de
toda a histéria da geometria euclideana, ndo parece necessitar o uso do
diagrama, ao contrario do que se tem afirmado. A proposicéo 1,4, alvo recorrente
deste grupo de criticas, ndo depende do diagrama que a acompanha pelo
simples fato de nao utilizar aspectos co-exatos, sendo demonstrada apenas com
base em elementos textuais — embora a agado de superpor um tridngulo ao outro
pareca sugerir seu uso efetivo. Mesmo assim, Kline alega que o método
pressupde tanto a movimentagéo das figuras no plano — sendo que nao ha base
l6gica para a adocgdo desta nogdo no sistema — quanto a conservacdo das
propriedades das figuras quando elas sdo movidas — o que implica uma forte
pressuposicao a respeito da natureza do espaco fisico’.

Todavia, ninguém necessita mover os diagramas para convencer-se do
resultado. Do mesmo modo, ndo € necessario que se pressuponha a
preservacdo das propriedades dos diagramas, uma vez que a igualdade
demonstrada n&o depende daquelas propriedades que seriam relevantes desde
um ponto de vista diagramatico, como argumentam Avigad e Mumma.
Certamente a proposicdo é das mais pitorescas que se encontram nos
Elementos, mas ainda assim esta longe de comprometer a reputagao do sistema
— nas reconstrucbes formais ela é tomada como um axioma, pelo que nao se

deve dizer que Euclides esta errado ao tentar demonstra-la.

% Manders 1995, pp. 120-122.
% Beeson 2009a, p. 8 e ss..
® Kline 1972, p. 87.
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Com relagao ao item (iv), soa pelo menos anacrdnica a alegacao de Kline
segundo a qual faltam recursos para tratar casos que envolvam o infinitamente
grande ou o infinitamente pequeno. Afinal, ndo é necessario que se considere
tais no¢cdes na geometria elementar euclideana. Kline observa que Euclides evita
falar da infinitude de uma linha reta, dizendo apenas que ela pode ser
prolongada indefinidamente, e do mesmo modo, evita utilizar a nogao de infinito
no quinto postulado, preferindo falar das condicbes pelas quais duas retas
devem se encontrar em um ponto determinado. Nao obstante este fato, deve-se
ter em mente que a definicdo de paralela envolve de certa forma a nogao de
infinito, e que portanto a formulacdo do postulado tal como é apresentada pode
possuir outras razdes de ser que nao evitar a nogao de infinito. Em suma, as
nocdes de infinitamente grande ou infinitamente pequeno ndo sao utilizadas
porque ndo sdo necessarias para as demonstracdes, nas quais fatores métricos
sdo irrelevantes. E os diagramas, neste caso, estdo tdo isentos de defeitos
quanto o sistema numérico, para o qual estas nog¢des também acarretam
problemas.

Finalmente, o carater construtivo da geometria euclideana, mencionado no
item (v) ndo parece ser um defeito da pratica, mas apenas uma restricado imposta
pela escolha dos métodos, tal como ocorre com os métodos da aritmética
intuicionista, por exemplo”'. Ndo se pode dizer, neste sentido, que a aritmética
intuicionista é defeituosa por impor o mesmo tipo de restricdo com relagdo as
operacdes que sdo aceitdveis nas suas demonstracdes. E de se esperar, de
uma teoria para a qual uma parte do simbolismo contribui de maneira
independente nas demonstracbes, que haja este tipo de restricdo sobre a
composi¢ao destes simbolos, do mesmo modo que na aritmética finitaria as
demonstragdes — que envolvem a notacdo de barras — devem possuir carater
construtivo. Além disso, ndo ha um consenso sobre em que medida os
postulados de construgcao e os problemas estdo relacionados a afirmagdes de
existéncia — ou ainda de determinac¢do ou de unicidade.

Citando Mueller em seu favor, Manders afirma que Euclides nao parece
apresentar nenhuma preocupagao com estes topicos, uma vez que seu método
é suficientemente claro a este respeito’?. A maneira como o texto e o diagrama

interagem, como sera visto adiante, é suficientemente clara para que se torne

" Deve-se lembrar que, para a formalizagdo dos Elementos, Avigad, Mumma e
Dean utilizam apenas um fragmento construtivo da légica classica.
"2 Cf. Manders 1995, p. 100; e Mueller 1981, pp. 19, 32.
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desnecessaria sua explicitacdo. Entre dois pontos A e B pode-se tracar a reta
AB, e pela propria maneira como Euclides nomeia os objetos geométricos, nao
havera outra reta entre estes dois pontos — nao por razées que fiquem claras
apenas por meio do diagrama, ja que a representacao textual desta reta sera
univoca (poder-se-a escrever AB ou BA, mas isto — e agora sim por razdes
diagramaticas — tampouco necessita maiores explicagdes). Quando necessario,
no entanto, Euclides demonstra a unicidade de determinados elementos. Isto
acontece, por exemplo, quando as constru¢gdes ndo asseguram unicidade: em
I,7, por exemplo, demonstra-se que ha apenas uma maneira de se fechar um
tridngulo a partir de trés segmentos determinados. Diferentemente do que ocorre
com os segmentos AB e BA, cuja unicidade é diagramaticamente assegurada
por se tratar de coincidentes, no caso dos triangulos de 1,7 nao se pode inferir
que eles sao na verdade um sé apenas pela aparéncia do diagrama, pois neste
caso nao se trata de coincidentes, e portanto a unicidade da constru¢gdo depende
de estipulagdes textuais. Em suma, mais uma vez € a impossibilidade de
controle total na producédo dos diagramas o que determina a necessidade de
estipulagdes de unicidade (ndo ha, com efeito, a possibilidade de que se tracem
duas linhas distintas ente dois pontos, ao passo que no caso dos triangulos isto
ndo é diagramaticamente claro).

Além dos itens mencionados, as provas por reductio também constituem
um ponto polémico do assim chamado “raciocinio diagramatico”. Em casos nos
quais € necessario o uso do diagrama, este falha claramente em apresentar
algumas das condi¢des as quais deveria estar conforme. Em 1,6, por exemplo,
este é justamente o truque para a derivagdo da contradi¢cao, e nestes casos nao
se pode apontar nenhum problema, dado que é da natureza deste tipo de
demonstracdo que algumas das atribuicdes utilizadas ndo sejam verdadeiras’.
Em outros, como em [,25, o diagrama nao é utilizado, e a derivagcdo das
contradicdes se da apenas por via textual. Mas alguns casos sdo no minimo
curiosos, como em [,27, onde o diagrama apresenta, ao que tudo indica de
maneira proposital, elementos que ndo podem ser utilizados, e cuja aparigdo
parece ser apenas a inclusdo desnecessaria de potenciais fontes de erro. A

proposi¢cdo em questdo, como foi visto, estabelece que é impossivel que duas

"® Como Hardy bem descreve, em A Mathematician's Apology, uma prova por
absurdo é um gambito muito mais ousado do que qualquer gambito de xadrez, afinal
nela, em lugar de oferecer uma pega em sacrificio para a obtengéo da vitéria, é oferecido

0 jogo como um todo (citado em Reid, 1963, p. 11.).
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retas que formam com uma terceira angulos alternos iguais se encontrem em um
ponto. A hipdtese para a reductio, assim, é a de que elas o fazem, e o diagrama

da proposicao é o seguinte:

Embora EBG e FDG devam ser tomadas como retas, o diagrama as
apresenta como compostas de dois segmentos distintos que encerram um
angulo cada. Estes elementos espurios, no entanto, ndo s&o utilizados na
demonstracdo (como seria de se esperar, afinal ndo sdo aspectos co-exatos
legitimos na medida em que nao foram introduzidos pelo texto nem tampouco
pela producdo de um diagrama apropriado) — sdo exemplos, portanto, de
peculiaridades do diagrama que nao fariam parte dos literais no sistema E.
Manders oferece algumas possiveis razdes para a utilizagdo de um diagrama
como este sem perda de rigor’, as quais, embora pertinentes, ndo parecem
necessarias quando se tem uma boa compreensao de como funciona a divisdo
de tarefas entre texto e diagrama. Além disso, como a) as Unicas espécies de
linhas que podem ser utilizadas sdo retas e circulos, b) como as linhas em
questado sao do primeiro tipo e ¢) como nao ha razbes para que se escolha uma
delas como contendo o ponto G e apenas a outra contendo o dngulo espurio (o
que favoreceria talvez ainda mais o uso de elementos nao-autorizados, nao ha
muito 0 que se estranhar com relacdo a esta proposicdo, nem com as demais
provas por absurdo que aparecem nos Elementos. Em suma, ndao ha mais
mistério nas provas por absurdo com diagrama do que ha nas que utilizam-se de
outros artefatos.

O uso do diagrama em Euclides nao pode, pelas razbes aludidas acima,
ser considerado algo potencialmente prejudicial ao rigor demonstrativo — pelo
menos ndo por conta das razdes acima criticadas. Deve, isto sim, receber o

tratamento devido por parte dos que se dedicam ao tema, afinal constitui, ao

* Manders 1995, pp. 115-118.
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lado de parte da linguagem natural e das letras indicativas de pontos, uma parte
importante dos artefatos utilizados na geometria. Uma visdo mais compreensiva
desta pratica revela que as demonstragées de Euclides ndo deixam a desejar se
comparadas com as demonstracbes modernas enquanto partes de sistemas
axiomaticos. Para que seja possivel tal comparagao, no entanto, deve-se tomar
o sistema euclideano como dotado de uma linguagem mista, afinal & por conta
deste carater que podem ser deixadas sem explicitacdo textual algumas
obviedades trazidas a tona pela notagao. Isto vai de encontro a tese por vezes
seja sustentada de acordo com a qual o sistema axiomatico euclideano é
deficiente se comparado a sistemas como o de Hilbert porque seus axiomas séo
insuficientes para a derivagao de todos os resultados.

Visbes como esta, no entanto, parecem prescindir de uma boa
compreensao a respeito da importancia do simbolismo no desenvolvimento de
uma teoria formal. Além da inobservancia do carater misto da linguagem dos
Elementos, ou ao menos a pressuposi¢cao da superioridade do texto com relagcéo
ao diagrama, os pontos de vista influenciados pela concepcdo formal ou
sentencial de demonstracao parecem nao dar a devida atengdo a importancia do
simbolismo para a caracterizagdo de uma teoria. Em geral pressupde-se que a
geometria dos Elementos e a dos Grundlagen podem serem comparadas como

se as razdes de ser destas teorias fossem as mesmas’®.

® Deve-se sugerir aqui a leitura das observacdes de Wittgenstein acerca do
estatuto especial das teorias formais. De acordo com seu ponto de vista (que
infelizmente ndo pdde ser apresentado neste trabalho, mas que certamente o influenciou
sob diferentes aspectos) as teorias matematicas sdo mais bem entendidas como jogos,
como sistemas fechados, e ndo como diferentes maneiras de se referir a uma mesma
coisa. Suas peculiaridades (dentre elas o método e o simbolismo) nem sempre podem
ser compreendidas ou utilizadas desde uma perspectiva externa, e a tradugcdo de umas
em termos de outras pode revelar-se inutil — como no caso dos tratamentos formais das
teorias matematicas que visam demonstragdo de consisténcia, por exemplo (cf.
Waismann. 1973).
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4.5.2.

Em defesa dos diagramas na geometria euclideana

Com vistas a suprir as faltas acima mencionadas, comegaram a surgir, um
século apdés a reconstrugdo formal, novas propostas de interpretacdo das
demonstragdes euclideanas. Sua caracteristica comum foi o interesse em
entender a importancia dos diagramas para as mesmas. O trabalho de Manders
representa uma retomada do tema em termos filoséficos, na medida em que
investiga os motivos que fazem com que os diagramas também demonstrem. O
de Avigad, Mumma e Dean, reconhecendo, por meio das idéias de Manders, que
os diagramas sao simbolos, apresenta um tratamento l6gico mais adequado
para os Elementos do que aquele oferecido por Hilbert. Finalmente, no trabalho
de Netz vé-se uma tentativa de suprir a deficiéncia histérica com relagcdo a
geometria grega, e, por conseguinte, também com relagcdo a geometria
euclideana.

Como foi mencionado no comec¢o do capitulo, estes trabalhos sédo alguns
expoentes de um movimento de renovacao e principalmente ampliagdo do
ambito de investigacdo da filosofia da matematica. Tomando-os como base,
pretende-se aqui defender, contra as concepg¢bes originadas a partir da
reconstrugdo formal da geometria, trés teses distintas e interligadas acerca dos
diagramas na geometria euclideana:

| — Eles ndo séo ilustragbes ou exemplos daquilo de que se trata nas
demonstragées.

Il — Sua fungéo é, ao lado da formulagédo sentencial dos axiomas, funcionar
como uma notagédo, como simbolos sujeitos a manipulagdo regrada.

Ill — Sua presenga no sistema euclideano ndo torna suas demonstragoes
menos rigorosas que as do sistema de Hilbert.

Em favor da primeira tese é possivel encontrar evidéncias na descrigao
oferecida por Netz. Através desta é possivel reconhecer que seu papel era bem
mais ativo do que até entdo se supunha: i) pela maneira como os diagramas
eram elaborados de maneira paralela a elaboragdo do argumento; ii) pelo seu
carater indispensavel para a compreensdo da demonstragdo; iii) por serem
responsaveis pelo surgimento de caracteristicas cuja derivagdo € impossivel a
partir do texto somente. Além disso, o fato de ndo serem desenhados de
maneira a corresponder a situagado discutida (como no caso de 1,27) também
reforca a tese de que eles nao sio ilustracdes. Por fim, as provas por reductio,

que via de regra repousam sobre aspectos tanto textuais quanto diagramaticos,
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ajudam a dissipar qualquer duvida a respeito da primeira tese. Com base nestes
argumentos é possivel também refutar concepgdes da geometria euclideana
como a geometria do espaco visual. Mesmo que se conceda, contrariando as
evidéncias, que os diagramas euclideanos podem ser vistos como instancias dos
conceitos geométricos, seu uso nas demonstra¢des nao pressupde tal natureza.

A existéncia de demonstracdes por reductio nos Elementos também pode
ser vista como uma evidéncia tanto para a primeira quanto para a segunda tese.
No entanto, sem uma resposta a pergunta pela confiabilidade dos diagramas
como meios de prova, este fato também pode ser usado para desqualificar o
sistema euclideano. Tal resposta, entretanto, pode ser encontrada no trabalho de
Manders. Por meio da distingdo entre aspectos exatos e co-exatos nas
demonstragdes de Euclides, Manders mostra que as informagdes que podem ser
retiradas do diagrama obedecem a regras que, embora implicitas no sistema,
deviam ser suficientemente 6bvias para que aqueles que se engajassem na
pratica da geometria as percebessem e dominassem. Além disso, das
informagdes que um diagrama pode apresentar, enquanto uma figura particular,
apenas aquelas que podem ser tidas como necessarias podem ser utilizadas.
Diversos trabalhos anteriores aos que foram extensivamente expostos acima,
por sua vez, oferecem caracteriza¢des dos simbolos diagramaticos que tanto os
diferenciam com relagdo aos simbolos algébricos, no que diz respeito ao modo
como portam informagao, quanto os identificam com aqueles enquanto simbolos,
ou seja, enquanto recursos confiaveis em uma demonstragéo’®.

Finalmente, com base nas duas teses precedentes, pode-se sustentar que
a reconstrucao formal hilbertiana, embora tenha virtudes incontestaveis de um
ponto de vista légico, ndo constitui um avango com relagdo ao sistema original
no que diz respeito ao rigor. Pode-se dizer, inclusive, que o sistema de Hilbert é
uma versao inversamente proporcional ao de Euclides no que diz respeito a
apresentagcdo do conteudo e da logica da teoria — se em Euclides vé-se muita
geometria e pouca logica, em Hilbert a situacdo € inversa. Porém, as alegadas
“falhas” que os modernos apontaram em Euclides apenas sdo detectaveis uma
vez que se deixe de levar em conta que os diagramas fazem parte de sua
linguagem, e que portanto devem ser considerados em pé de igualdade com as
formulagdes sentenciais dos axiomas.

Além disso, Netz mostrou que ha no texto euclideano muito mais

formalismo do que se pensava, de modo que nao se pode atribuir aos seus

’® A este respeito, cf., por exemplo, Shimojima 1996, Shin 1994, Stenning 2000.
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argumentos o carater informal que costumeiramente se lhe atribuia. E as
assungoes implicitas apenas podem ser assim consideradas quando o sistema
euclideano é visto de maneira parcial, desprovido de parte significativa de sua
linguagem. Como, além disso, as questdes meta-tedricas que o sistema de
Hilbert pretende responder mostraram-se passiveis de serem demonstradas
mesmo quando se leva em conta o papel dos diagramas, como bem mostra o
trabalho de Avigad, Mumma e Dean. Cabe ressaltar aqui que nao se esta
pretendendo desqualificar o trabalho de Hilbert, mas sim elevar a reputacéo da
obra de Euclides no que diz respeito aos padrdes de rigor atualmente em voga —
reparando um dano que, mesmo que nao intencionalmente, a reconstrugdo
formal acabou lhe causando.

Vé-se, portanto, que a rigorizagdo promovida no século XIX, antes de ser
um melhoramento do sistema euclideano, é fruto de uma compreensao apenas
parcial de seu sistema (causada em partes pela falta de uma boa compreenséao
da histéria da pratica em questao), bem como do descaso com relagdo ao papel
dos diagramas nas suas demonstracdes (devido a falta de investigacbes de
carater légico a respeito de seu uso). Talvez pela capacidade de apresentar ndo
apenas as informagdes que lhe sdo atribuidas, mas também outras que surgem
automaticamente em funcédo delas — “de carona”, para usar a expressao de
Shimojima — o simbolismo diagramatico n&o foi visto como tal, mas sim como um
modelo, uma exemplificacdo do que se esta tratando, e portanto potencialmente
perigoso para uma demonstracao rigorosa. Assim, em lugar de investigar quais
sao as informacdes que podem ser obtidas de carona com outras, preferiu-se
recusar o uso deste simbolismo como um todo.

Em filosofia da matematica, ao se aceitar a tese moderna a respeito do que
constitui um simbolismo (em geral, caracteres que podem ser arranjados em
sequéncias lineares), deixou-se de lado questdes relevantes tais como o papel
dos indices nas demonstracoes (aquelas pecas que, nas apresentacdes formais
das teorias axiomaticas para a matematica, representam os objetos proprios da
teoria), e suas relagdes com os demais simbolos utilizados. Em Euclides, como
mostra Netz, o papel das letras é fundamental por fazer a ponte entre as duas
dimensdes das demonstragcdes. E em Hilbert, vale lembrar, elas talvez sdo o
unico elemento remanescente da geometria euclideana. Nas apresentagdes da
geometria ao estilo analitico, os numeros fazem este papel, mas nao como
representantes de unidades, sendo mais bem de pontos, ou lugares. Sem estes
componentes indicativos, tanto Hilbert quanto o préprio Euclides enfrentariam

obstaculos talvez intransponiveis para a execugdo de seus projetos. Nao
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obstante, estariam talvez ambos mais préximos de um desenvolvimento
puramente linguistico ou sentencial da geometria — se isso se revelasse de fato
possivel.

Deve-se ressaltar, a titulo de conclusao, que a diferengca dos sistemas
simbdlicos no que diz respeito a maneira com que os simbolos podem ser
veiculos de informagao (com ou sem geracao de informagdes adicionais) nao
afeta sua natureza de sistemas simbdlicos. As vantagens computacionais do
sistemas sentenciais, ou lineares, nao podem ser tidas como um diferencial, uma
vez que o tratamento computacional das inferéncias diagramaticas também
revela-se possivel — embora, talvez por conta da influéncia da concepgao
moderna, apenas nos ultimos anos tenham surgido propostas neste sentido.
Como observa Manders, a reducao na diversidade dos artefatos gera uma maior
uniformidade nas acgbes requeridas dos participantes, mas ainda assim sua
participacdo é indispensavel. Dito de outro modo, especialmente relacionado ao
tépico aqui considerado, ndo ha geometria sem gedmetras — nem sem algum
lugar onde seja possivel fazer anotagdes, desenhar figuras, ou dispor
informagdes em geral. Alguma esperteza é sempre requerida dos participantes,
tanto na apresentagdo sentencial quanto na apresentagao diagramatica desta e
de qualquer outra teoria.

Por conta disso, resta investigar de maneira mais aprofundada o modo
como um sistema simbodlico dispde informacdo, e em que sentido os
procedimentos demonstrativos que os utilizam podem ser vistos como
confiaveis. Pelo que se pode notar a primeira vista, tanto as demonstragcoes dos
Elementos quanto as dos Grundlagen der Geometrie langam méao de certas
estruturas simbdlicas cujo uso obedece determinadas regras (diagramas e
estruturas de férmulas), além de indices cuja fungao ¢é distribuir informacgao, pela
marcacgao de lugares determinados em tais estruturas simbdlicas (letras). Como
ambas revelam-se boas maneiras de se apresentar a geometria — a primeira por
seu historico, e a segunda por ser logicamente equivalente a ela — resta
investigar em que medida os sistemas simbdlicos se equivalem (de que maneira
apresentam o mesmo), e em que medida se distinguem (por que uma é mais
compreensivel ou mais facilmente manipulavel do que a outra). A pergunta por
qual destes sistemas é melhor, pelas consideracbes que foram tecidas neste

capitulo, revela-se simplesmente descabida.
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