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Equacgoes de movimento do sistema

21.
Introducgao

Serdo utilizadas as equagdes de Lagrange [11], [12] e [13] para a obtencao
das equagdes de movimento do mecanismo. As equacdes de Lagrange vém de
relagdes do balanco de energia de um sistema escritas em termos da energia
potencial total do sistema, da energia cinética total do sistema e de um conjunto de
variaveis independentes escolhidas para descrever sua configuragdo. Sua forma

geral ¢ dada por:

dloL)| ok _o 2.1)
dt 6§j 65j /

onde:

L=K-U (2.2)
onde:

L — Lagrangeano do sistema.

j=1,..,n

n —namero de variaveis independentes.

& — Variavel independente ;.

K — Energia cinética total do sistema.

U — Energia potencial total do sistema.

=; — Forga (torque) generalizada ndo conservativa correspondente a & .

Sera considerado que o sistema ¢ montado em um corpo com movimentos
prescritos, chamado de corpo 0 (0), Fig. 2.1. Consideram-se seus movimentos
prescritos uma vez que nao ¢ objetivo deste trabalho estudar a sua dinamica. O
sistema possui quatro graus de liberdade, dados por:

1) movimento de rotacdo do corpo / (/) em relagdo a 0,

i1) movimento de rotagdo do rotor do motor / (R/) em relagdo a sua

carcaca, que ¢ fixa em 0,


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0711153/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0711153/CA

41

iii) movimento de rota¢do do corpo 2 (2) em relacdo a /;
iv) movimento de rotacdo do rotor do motor 2 (R2) em relacdo a sua

carcaca, que ¢ fixaem /.

eixo de rotagdio ("pan")
eixo central

eixo de elevagdo ("tilt")

0

Figura 2.1 - Corpos que compdem o sistema.
Assim, tém-se as seguintes varidveis independentes:
a— Angulo de rotacio de / em relagdo a 0.
o — Angulo de rotagdo de R1 em relagio a 0.
S — Angulo de rotagdo de 2 em relagdo a /.

B — Angulo de rotagdo de R2 em relagdo a /.

O sistema serd, portanto, representado pelas seguintes equagoes:

d 6_LJ_6_L_: 2.3)
di\8a) 6a ~° '
dfoL ) oL (2.4)
dt\ éa, | oa, '
dfoL) oL _- 2.5)
dai\ep) op 7 '
i a_L _a_L_: (2.6)
ai\op,) oB, " '

Sera considerado que os quatro corpos sdo rigidos. No entanto, as equagoes
acima permitem considerar que no acoplamento entre R/ e / e, entre R2 e 2, haja
flexibilidade, amortecimento estrutural e folga. Estes efeitos serdo incluidos nos
torques generalizados ndo conservativos das equagdes acima, conforme se vera

posteriormente.
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2.2.
Lagrangeano do sistema

Para a obten¢do do Lagrangeano € necessario encontrar expressdes para as
energias cinética e potencial dos corpos /, 2, RI e R2. Para tal serdo apresentados,
inicialmente, os sistemas de coordenadas que auxiliardo na obtengao das referidas
expressoes.

Serd utilizado um sistema de coordenadas cartesianas solidario a um
referencial inercial (G), Fig 2.2, e sistemas de coordenadas cartesianas solidarios
aos corpos, com as origens coincidindo com seus centros de massa, com excecao
do corpo 0, onde a origem do referencial pode situar-se em qualquer ponto do
corpo, uma vez que seus movimentos sdo prescritos, ou seja, como nao ha
equacdes dinamicas para este corpo seus dados como massa e inércia ndo sio
utilizados.

Por conveniéncia escolheu-se os sistemas de coordenadas onde:

a) os eixos coordenados z dos referenciais solidarios a 0 e a / sdo paralelos
ao eixo de rotagao do sistema;

b) o eixo coordenado x do referencial solidario a / € paralelo ao eixo de
elevagao do sistema;

¢) o eixo coordenado z do referencial solidario a R/ ¢ paralelo ao seu eixo
axial, que por sua vez ¢ paralelo ao eixo de rota¢do do sistema;

d) o eixo coordenado x do referencial solidario a 2 ¢ paralelo ao eixo de
elevagao do sistema;

e) o eixo coordenado y do referencial solidario a 2 ¢ paralelo ao eixo central
do sistema;

f) o eixo coordenado x do referencial solidario a R2 ¢ paralelo ao seu eixo

axial, que por sua vez ¢ paralelo ao eixo de elevacao do sistema.
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eixo de rotagdo ("pan'")

eixeo central

eixo de
elevacdo ("'tilt")

Figura 2.2 - Sistemas de coordenadas utilizados.

Chamando de b o ponto de intersecdo dos eixos central, de elevacao e de
rotagdo (Fig. 2.3), e, a origem dos sistemas de coordenadas solidarios ao
referencial inercial, corpo 0, corpo I, corpo 2, corpo RI e corpo R2de 0, a, c,d, e
e f, respectivamente, t€m-se os seguintes vetores posi¢ao:

1) cd, - vetor posi¢cdo de a em relagdo a C;

i) .dp - vetor posicao de b em relagdo a a;

1i1) pd, - vetor posi¢ao de ¢ em relacdo a b;

1v) pdy - vetor posicdo de d em relagdo a b;

V) d, - vetor posicao de e em relagdo a b; e

vi) pdy - vetor posi¢do de f'em relagdo a b.

Para simplificar o desenvolvimento das equagdes serd considerado neste
mecanismo que os centros de massa de R/ (ponto e) e de R2 (ponto f) ficam,
respectivamente, sob os eixos de rotacao e elevagdo, que também coincidem com

os eixos axiais de R1 e R2.
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Figura 2.3 - Vetores posicao.

Colocando as origens dos sistemas de coordenadas locais num mesmo ponto
pode-se observar na Fig. 2.4 a relacdo entre as rotagdes dos referenciais solidarios

a corpos adjacentes.

Figura 2.4 - Rotacao entre os sistemas de coordenadas.

Chamando /T de matriz de transformacdo de coordenadas de um sistema
fixo em um referencial i para um sistema fixo em um referencial j, obtém-se para
os sistemas de coordenadas da figura acima:

cos(a) sin(a) 0
'T° =| —sin(a) cos(a) 0 2.7)
0 0 1

cos(a,)) sin(a,) O

KT = -sin(a,) cos(a,) 0 (2.8)
0 0 1
1 0 0
T =10 cos(B) sin(f) (2.9

0 —sin(p) cos(p)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0711153/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0711153/CA

45

1 0 0
BT =10 cos(B,) sin(B,) (2.10)
0 —sin(B,) cos(p,)

A orientacdo do corpo 0 no espaco pode ser descrita com as rotagdes
sucessivas de “pitch” (inclinagdo), “yaw” (guinagem) e “roll” (rolagem) a partir
do sistema de coordenadas G, apresentadas na Fig. 2.5, com os simbolos o, e 7,

respectivamente.

pitch e

Ze ads yaw ¥
|:: " |:: > : ]
i//z‘z z T
Yo ¥ ys 0
/ K ¢ .
X Xe 0

ROLL 7
VAW

e
Y

Figura 2.5 - Orientag&o do corpo 0.

e

T~ PITCH

£

Assim, a matriz de transformacao de coordenadas do sistema fixo em 0 para

o sistema fixo em G sera dada por:

1 0 0 cos(y) —sin(y) 0| cos(y) O sin(y)
“T°=10 cos(5) —sin(d)| sin(y) cos(y) 0 0 1 0
0 sin(o) cos(9) 0 0 1| —sin(y) 0 cos(y)
tll t12 t13
7" = n In Iy (2.11)

t
t3l t32 t33
onde:

t,, = cos(y)cos(y)
t, =—sen(y)
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t,; = cos(y)sen(y)
t,, =cos(O)sen(y)cos(y)+ sen(d)sen(y)

t,, = cos(d)cos(y)

t,, = cos(O)sen(y)sen(y)—sen(d)cos(y)

t,, = sen(0)sen(y)cos(y)—cos(o)sen(y)

t,, = sen(d)cos(y)

t,; = sen(d)sen(y)sen(y) + cos(d)cos(y)

O Lagrangeano do sistema ¢ dado pela soma do Lagrangeano de cada corpo,
que ¢ fun¢do da energia potencial e cinética do corpo:

L = LitLy+tLritLlre = (K;-Uy)+ (K2=Ux)+ (Kri—Uri)+ (Kr2—Ugrs)  (2.12)

A velocidade angular do corpo 0 ¢ necessaria para se obter as velocidades
angulares de cada corpo que compde o sistema, por isso ela deve ser obtida antes
de se iniciarem os calculos das energias cinéticas dos corpos /, 2, Rl ¢ R2. Seu

valor, representado no sistema de coordenadas solidéario ao corpo 0, ¢ dado por:

cos(y) 0 —sen(y)| [ cos(y) sen(y) 0] |8
qw,=| 0 1 0 |-|-sen(y) cos(y) 0]-0
sen(y) 0  cos(y) | 0 0 1{]0

cos(y) 0 —sen(y)|[0]
+ 0 1 0 10 [+

sen(y) 0 cos(y) | ||

S = O

Scos(y)cos(y) —sin(y)
RE —8sin(y)+7 (2.13)

Scos(y)sin(y) +ycos(y)
Os angulos 0, y e y e suas derivadas em relacdo ao tempo sdo prescritos,

pois fazem parte do movimento do corpo 0.

2.21.
Energias cinéticas dos corpos

a) Energia cinética do corpo 1 (K;)
A energia cinética do corpo 1 ¢ dada por:
1. T 1

K=y ! dver s dot ' o, (2.14)

Iyr 4 . _
onde "/I; é o tensor de inércia do corpo 1 em coordenadas do sistema fixo a este

COrpo, m; ¢ a sua massa e:
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co, =T lo,+, 0, (2.15)

onde S, é dada pela Eq. (2.13),'T° pela Eq. (2.7) e:
o, =[0 0 a] (2.16)

A velocidade do ponto ¢, Fig. (2.3), com respeito ao referencial inercial, em

coordenadas do sistema fixo no corpo 1, ¢ dada por:
cVe=cVpte® %, d. =T Jv, + s, %, d, (2.17)
V=T GV, +5m,x,d, (2.18)

onde T° ¢ a transposta de “7”, que ¢ dada pela Eq. (2.11), os componentes do

vetor ¢v, (velocidade do ponto @ com respeito ao referencial inercial) sdo
prescritos, pois o ponto a ¢ fixo no corpo 0 e 'd, e .d, sdo parametros do
sistema. A velocidade angular J@,é dada pela Eq. (2.13), 'T° pela Eq. (2.7) e

oo, pela Eq. (2.15).

b) Energia cinética do corpo R1 (Kg;)

A energia cinética de R1 ¢ dada por:
1 1
Ky :Emm Ve R(:Ve‘*'z GOy "y Gog, (2.19)

onde RI[IRI ¢ o tensor de inércia de R/ em coordenadas do sistema fixo a este
corpo, mg; € a sua massa e:

R0u="T" Jo,+ 0 (2.20)
onde “'T°¢ dada pela Eq. (2.8), f@, pela Eq. (2.13) e:

o =[0 0 «,] 2.21)

A velocidade do ponto e, Fig. 2.3, com respeito ao referencial inercial, em
coordenadas do sistema fixo em R/, ¢ dada por:

eV =V 0 x5 d, =T Jv, + Lo,x"d, (2.22)

onde “}d, ¢ um pardmetro do sistema, g @y, € dada pela Eq. (2.20), *'T°pela Eq.

(2.8) e Jv, pela Eq. (2.18).
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¢) Energia cinética do corpo 2 (K>)

A energia cinética do corpo 2, escrita com coordenadas do sistema solidario

a este corpo, ¢ dada por:
K, =%m2 Vi ovg +% a0, ll, jo, (2.23)

277 o . .
onde “II, ¢ o tensor de inércia do corpo 2 em coordenadas do sistema fixo a este

COIrpo, 71, a Sua Massa e:
ca,="T' jo,+ o, (2.24)
onde ., é dado pela Eq. (2.15),°T" pela Eq. (2.9) e:
lw,=[B 0 0 (2.25)

A velocidade do ponto d, Fig. 2.3, com respeito ao referencial inercial, em

coordenadas do sistema fixo no corpo 2, ¢ dada por:
V=V te @, e d =TT v, +lw,x d, (2.26)
onde ;d, ¢ um pardmetro do sistema, °T" ¢ dada pela Eq. (2.9),'T° pela Eq. (2.7),

ov, pelaEq. (2.18) e Jw, pela Eq. (2.24).

d) Energia cinética do corpo R2 (K>)

A energia cinética de R2, escrita com coordenadas do sistema solidario a

este corpo, ¢ dada por:

1 1
Ky, =EmR2 RéVfT RGZVf"'E RGZC‘)ITu R2HR2 RémRz (2.27)

onde ®IIx, é o tensor de inércia do corpo R2 em coordenadas do sistema fixo a
este corpo, mpg> a sua massa e:

B0,="T jo,+ 0, (2.28)
onde (@, ¢ dado pela Eq. (2.15), *T" pela Eq. (2.9) e:

Mop,=[8, 0 0 (2.29)

A velocidade do ponto f, Fig. 2.3, com respeito ao referencial inercial, em
coordenadas do sistema fixo em R2, ¢ dada por:

R2 R2 Rr2 R2 R2nl 10 0 R2 R2
cVi= oVt ¢OrX pd;=""T T oV, + cOp,x " d; (2.30)
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onde ®}d, ¢ um pardmetro do sistema, Jv, é dada pela Eq. (2.18), ¢ ®,, pela Eq.
(2.28),'T° pela Eq. (2.7), ®*T" pela Eq. (2.10) e:

C0,="T" o+ o, (2.31)
onde ., é dado pela Eq. (2.15),**T" pela Eq. (2.10) e:

Mog,=[8, 0 0 (2.32)

2.2.2.
Energias potenciais dos corpos

Sera considerada apenas a energia potencial gravitacional para a obtengdo
do Lagrangeano. Nos acoplamentos entre R/ e o corpo / e entre R2 e o corpo 2 ha
flexibilidade, por isso também existe no sistema energia potencial eléstica.
Entretanto, como os torques devido aos acoplamentos entre estes corpos serao
incluidos nos termos das forcas (torques) generalizadas ndo conservativas do
sistema, ndo se deve incluir a energia potencial elastica no Lagrangeano.

Para a obtencdo das energias potenciais gravitacionais dos corpos que
compdem o sistema deve-se definir, inicialmente, um plano de referencia da
energia potencial (plano de energia potencial nula). Este plano, chamado de S,
sera considerado normal ao vetor aceleragdo da gravidade, conforme se observa
na Fig. 2.6.

A energia potencial gravitacional de um corpo i do sistema ¢ dada por:

U =m,-g-h (2.33)
onde g ¢ a aceleragao da gravidade e 4; ¢ a distancia do centro de massa do corpo i

ao plano S, medida perpendicularmente a este plano.

h lg]
“

Figura 2.6 - Plano de referéncia para computo da energia potencial.
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Figura 2.7 - Sistema em relag&o ao plano de referéncia.

O vetor unitario normal a S e paralelo ao vetor aceleracao da gravidade sera
chamado de k. O vetor posi¢cdo do ponto @ com respeito ao plano S, paralelo a k,
sera chamado de sd,. As distancias dos centros de massa de cada corpo em relacao

a S, Fig. 2.7, medidas perpendicularmente a este plano serdo dadas por:

h=¢d, +(,d,+,d )’k (2.34)
hy=¢d, +(,d,+,d,)'k (2.35)
hy=¢d, +(,d,+,d,)'k (2.36)
hy,=gd, +(,d,+,d, )k (2.37)

Considerando que o eixo zg do referencial inercial ¢ paralelo ao vetor k e re-

escrevendo as equagdes acima no sistema de coordenadas solidario a G:
h=5d, +(Gd,+5d,)" “k=5d, +(°T"}d, +°T°°T";d,)" “k (2.38)
h=5d, +(5d,+5dy)" “k=5d, +(°T°,d, +°T"°T"'T*}d,)" °k  (2.39)
he=5d, +(Gd,+5d,)" “k=%d, +(°T"d,+°T°°T" " d,)" “k (2.40)
hey=5d, +(Gd,+5d,)" “k=Sd, +(°T°,d, +°T°'T"'T** d;)" °k  (2.41)
onde °k=[0 0 1]".
Deve-se ressaltar que o plano S ndo ¢ um referencial inercial e sim um
referencial fixo na Terra. Assim, ao considerar que o eixo zg ¢ sempre paralelo a

k, havera discrepancias entre os resultados obtidos na simulagdo e o que ocorreria

em um sistema real. Entretanto, como neste trabalho as simulacdes que serdo
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realizadas terdo duragdo de apenas alguns segundos, a variagdo que ocorre entre as
direcdes de k e zg pode ser desprezada (k que ¢ fixo na Terra pode girar até 360
graus a cada 24 horas em relagcdo a um referencial inercial).

Utilizando as equagdes 2.38, 2.39, 2.40 e 2.41 nas equagdes de energia

potencial gravitacional de cada corpo tem-se:

U =m-gd, +CT°%d,+°T"°T"}d,)" °k) (2.42)
Uy,=m,-g5d, +°T°0d, +°T°°T"'Td,)" “k) (2.43)
Upy =mp -g(Sd, +(°T°0d, +°T°°T"R1d,)" “k) (2.44)
Up,=mp,-g(Sd, +(°T°0d, +T°°T"T* R d,)" “k) (2.45)

Os dois primeiros termos dentro dos parénteses das equagdes acima nao
dependem das coordenadas independentes do sistema (¢, £, &y, f») nem de suas
derivadas em relacdo ao tempo. Isto ocorre, pois o vetor posicdo do ponto b com
respeito ao ponto a ¢ constante quando escrito no sistema de coordenadas
solidario ao corpo 0, e, o vetor posi¢ao do ponto a com respeito ao plano S e a
matriz “7’ ndo possuem qualquer coordenada independente ou suas derivadas em
relagdo ao tempo. Isto significa que estes termos nao precisam ser considerados no
computo das equagdes de movimento, dadas pelas equagoes 2.3, 2.4, 2.5 e 2.6,
pois suas derivadas parciais em relagdo as coordenadas independentes (ou suas
derivadas primeiras) serdo iguais a zero. Assim, para efeitos de obtengdo das
equacdes de movimento pela formulacdo de Lagrange, s6 ha necessidade de se
utilizar o Gltimo termo dentro dos parénteses das equacgdes acima. Re-escrevendo,
entdo, as energias potenciais dos corpos contendo apenas o0s componentes

necessarios para a obtencao das equacdes de movimento do sistema, tem-se:

U =m-g-(°T"°T"}d,)" °k (2.46)
Uy,=m,-g-(°T°°T"T*}d,)" °k (2.47)
Uy =mp -g-CT°THRd,)" “k (2.48)

Up,=mp, - g-(°T°T"'TRd,)" “k (2.49)
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2.3.
Obtencao dos termos a esquerda nas equagoes de Lagrange

O Lagrangeano do sistema ¢ um escalar, pois compde-se das energias
cinéticas e potenciais dos corpos. As energias podem ser obtidas com auxilio de
algum “software” de matematica simbolica, como o Matlab®, utilizando-se as
equagoes apresentadas na secao anterior. As derivadas em relagdo ao tempo e as
derivadas parciais do Lagrangeano (termos a esquerda), presentes nas equagoes
2.3, 24, 2.5 e 2.6, também podem ser obtidas com o Matlab®, resultando nas

seguintes equagoes:

Jo G+, G +J s frd B, =E, + 1 (2.50)
Sy Gy, Gy +dys BHdy, By =8, +f (2.51)
Jo Gy, Gy +Jss Brds, B, =E,+ 1 (2.52)
Jor G+, +d, s BT, By =5, +f (2.53)

Os termos J;; (i=1,...,4 e j=1,...,.4) e f; (i=1,...,4) sdo fungdes ndo-lineares das
coordenadas independentes, suas derivadas primeira em relagdo ao tempo e dos
movimentos prescritos do corpo 0 (posi¢do, velocidade e aceleracao do ponto a, e,
S.w,y,6,w,7,8,ey). Os termos dos torques generalizados ndo
conservativos serao obtidos na secao 2.4 e compdem-se dos torques de atrito,
torques eletromotrizes (devido aos motores) e torques de acoplamento entre o
rotor R/ e o corpo / e entre o rotor R2 e o corpo 2. Como os coeficientes do lado
esquerdo das equagdes acima nao dependem das derivadas segundas em relagao
ao tempo das coordenadas independentes, pode-se reescrever as referidas
equagodes na seguinte forma matricial:

J1,1 J1,2 J1,3 J1,4 o Sy /i
a

JZ,I JZ,Z J2,3 J2,4 "m — Eam + ﬂ (2 54)
J3,1 J3,2 J3 3 J3,4 IB Eﬁ fj’
J4,1 J4,2 J4 3 J4,4 ﬂm E P f4

24,
Torques generalizados nao conservativos

Os torques generalizados ndo conservativos que atuam no sistema devem-se

ao atrito seco (7ys), atrito viscoso (73,), torque eletromotriz dos motores (7.) €
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acoplamento entre os rotores dos motores € 0s corpos 1 € 2 (Tycopr). Os torques T
sO atuam em R/ e R2. Para facilitar a identificacdo dos torques, serd utilizada no
subscrito dos simbolos uma virgula seguida da indicacdo do corpo sobre o qual o
torque atua. Por exemplo, 7,,, significa o torque de atrito viscoso que atua no

corpo /. Assim, os termos = presentes nas equagdes de Lagrange serdo dados por:

B = Tacopry + Ty + T, (2.55)
Eoy = Laer + Tocopmt ¥ Tava + Tog 1 (2.56)
Ep = Tacopr ¥ Ty T 1o (2.57)
Ep = L * Tocopro ¥ Tavo + Tog o (2.58)

As metodologias para obtencdo de cada um dos torques acima serdao

apresentadas a seguir.

24A1.
Torque eletromotriz

Estes torques atuam nos rotores dos motores utilizados no sistema (R/ e
R2). Neste trabalho serd considerado que os motores utilizados sao de corrente
continua (C.C.), de ima permanente e controlados pela tensdao na armadura. O
desenho esquematico da Fig. 2.8 representa o circuito equivalente deste tipo de

motor elétrico.

i

z;le (f)
R L

i (f) efcem (}f) a)(f)

o

Figura 2.8 - Motor C.C. de ima permanente controlado pela tensdo na armadura.

onde:
u(t) — tensao na armadura em fung¢ao do tempo;
i(t) — corrente na armadura em fun¢ao do tempo;
R — resisténcia da armadura;
L — indutancia da armadura;

ef.em(t) — forga contra-eletromotriz em funcdo do tempo; e
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(t) — velocidade angular do rotor em fungao do tempo.
O torque T, ¢ dado por:
T, =k -1 (2.59)

ele — torque
onde kiorque € a constante de torque do motor.
Para se obter a equacdo da corrente do motor utiliza-se a lei das tensdes de
Kirchhoff:
. di
u=R-i+L-—+e,,, (2.60)
dt
A forga contra-eletromotriz ¢ dada por:

€ om =K oo * @ (2.61)
onde kz.n € a constante de forga contra-eletromotriz do motor.

Assim, tem-se a seguinte equacdo diferencial ordinaria de primeira ordem
para a corrente na armadura:

di u—R-i—k

dr L

feem g
- (2.62)

Em sistemas reais ¢ comum se utilizar limitadores de corrente para evitar
danos ao motor e demais componentes eletronicos. Os limitadores impedem que o
modulo da corrente assuma um valor maior do que um limite (iz). Os efeitos dos
limitadores de corrente no programa de simulacao podem ser feitos da forma que
se segue:

Se num instante k, durante a simulagdo numérica, o valor da corrente atingir

o limite i;, (ou ultrapassa-lo) deve-se considerar que:

aik) _ (2.63)
dt
T'ele (k) = ktorque : iL (264)

Ou seja, a corrente ndo ird mais aumentar uma vez que sua derivada ¢
igualada a zero (saturagdo). No entanto, utilizando-se somente as equagdes acima,
a corrente permanecera sempre igual a i, mesmo que ocorra uma redugdo na
tensdo ou um aumento na velocidade angular. Entdo, antes de se aplicar as
equacdes 2.63 e 2.64 deve-se verificar se o sinal da derivada da corrente em
relacdo ao tempo ¢ positivo. O que ocorre sempre que:

u(k) =k, - ok)

R

> i(k) (2.65)
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Como a corrente estara saturada, a Eq. (2.65) fica:

ulk)-k. -k

(2.66)

Analogamente, se num instante k a corrente atingir o limite inferior (i) e:

M(k) -k cem a)(k) <

R i (2.67)
deve-se considerar que:
di(k) =0 (2.68)
dt
T'ele (k) = _kt()rque : iL (269)

Na Fig. 2.9 encontram-se esquematizados os procedimentos para se incluir
os efeitos dos limitadores de corrente dentro da rotina de integragdo numérica do

sistema de equacdes diferenciais de movimento.

j;fe ﬂ() =k Iﬂc)

targue

dL(k):O j;fe(k):k i dl_(k)zo };J‘eﬂc):_k

dik) u(k)-R i(k)-fffcmw(k)
dt I
| [

i
targue L ar torgue L —™

dt

Rotina de integracdo numérica

v

Figura 2.9 - Algoritmo para se incluir o efeito de saturagdo na corrente da armadura.

A tensdo na armadura ¢ a variavel utilizada para controlar o sistema e
métodos para a sua obtencdo serdo abordados no capitulo 3. Utilizando os
parametros e coordenadas relativas aos rotores R/ e R2, as equagdes 2.59 e 2.62

ficam:
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a) Rotor R1
Tele,Rl = ktorque,Rl : iRl (270)
dip, 0 Ry -l _kfcem,Rl ‘a, 2.71)
dt L, :
b) Rotor R2
7—'ele,RZ = ktorque,RZ : iR2 (272)
dip, Up, —Rpy tigy — kfcem,RZ /Bm (2.73)

dt Ly,

24.2.
Torques devido aos acoplamentos entre os corpos R7e 1e R2e 2

Sera considerado que o rotor se conecta a sua carga (corpo controlado pelo
motor) por meio de um redutor de velocidades. Para se modelar precisamente um
redutor de velocidades deve-se considerar cada uma de suas engrenagens, com
suas inércias, coeficientes de rigidez, coeficientes de amortecimento estrutural,
bem como a folga angular entre cada par de engrenagens, [14] e [15]. No entanto,
para ndo tornar as equagdes demasiadamente complexas, o redutor (com reducao
N) serd modelado com um coeficiente de rigidez resultante k;, um coeficiente de
amortecimento estrutural resultante c,, uma folga angular resultante 27 e serdo
desprezadas as inércias das engrenagens, conforme feito no modelo adotado em
[16]-[20]. Neste modelo consideram-se apenas dois elementos com inércias nao
nulas: o primeiro com a inércia do rotor e o segundo com a inércia da carga.
Considera-se também um eixo £ sem inércia (cujas extremidades deslocam de &,
e 6,), com coeficiente de rigidez estrutural resultante k; e coeficiente de
amortecimento estrutural resultante c¢;. A folga total ¢ dada por 27, conforme se
observa na Fig. 2.10. A taxa de reducdo ¢ dada por:

0
- rotor 2 '74
o (2.74)
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redutor_ . =" (4”’ Y
6 s 7
ratar /
/
o, o,
ko A
N eixo sem
S folga 1
rotor redugéio inércia &2,
do motor \ P
N .~
et —
— ——

-_— -

Figura 2.10 - Modelo adotado para representar o redutor.

Os torques de acoplamento no rotor e na carga sao dados por:

TE
=_1& (2.75)

T acopl,rotor N

T

acopl carga — T, (2.76)

O torque no eixo E chama-se 7g. A equacao que representa este torque deve
garantir que:

1) seu valor seja igual a zero quando a carga estiver passando pela folga, Fig.
2.11.a;

1) quando o contato ocorrer no lado esquerdo da folga, Fig. 2.11.b, seu
valor ndo seja negativo; e

iii) quando o contato ocorrer no lado direito da folga, Fig. 2.11.c, seu valor

ndo seja positivo.

>+

a b c

Figura 2.11 - Pontos de contato.

Garante-se que as trés condigdes acima sejam satisfeitas no modelo utilizado

em [16]-[20], onde:

T, =k,(0,-6,)+c,(6,-6,) 2.77)

eb = 62 - ecarga (2.78)
0,

0,=0-0, =" _0 (2.79)

carga N carga
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. erotar )
0, = T 0.rza (2.80)
O angulo de folga ¢ 6, e pode ser obtido pela integracio de 6,, que ¢ dado

pela equacdo abaixo. Observa-se que foi acrescentada uma nova varidvel de

estado ao sistema.

max(o, éd +£(l9d -0, )J se 0, =-n
CS
éb =1 gd +£(9d_9b) se |9b|<77 (2.81)
CS
min((), 9d +£(9d -0, )] se 0, =1
cS

Utilizando os parametros e coordenadas relativas aos corpos que compdem

o0 sistema, as equacdes apresentadas nesta se¢ao ficam:

a) Rotor R/ e corpo /

oo Te (2.82)
acopl, ]\]1
Tos =T (2.83)
Ty = ksl(gdl -0, )+ csl(édl - ébl) (2.34)
a
n=2s 2:85)
. a
o =%m_, 2.86
n=t (2.86)
A ksl
max| 0,8, +—(9d1 —9;,1) se 0, =-n,
sl
) . k,
0, =1 0, +—(0, -6,) se |6,,] <, (2.87)
sl
. A k?l
min| 0,68, +;(9d1 —491,1) se 0, =1,
L sl
b) Rotor R2 e corpo 2
T
— __E2 (2.88)

acopl,R2 = — N
2
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Tacopl,Z = TEZ
Ty, =k, (Hdz - 01;2)"‘ csz(gdz - 91;2)
gdz = %_ﬁ
0,, = %_ﬂ
’ . ksZ
max| 0,6,, +_(0d2 _ebz) se 6y, = -1,
52
0,, =4 0, +;2(9d2_9b2) se |9b2|<772

s2

. k.
min[oa 0, +;2(0d2 =0y, )] se 0,, =1,

s2

2.43.
Torques devido ao atrito viscoso
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(2.89)

(2.90)

(2.91)

(2.92)

(2.93)

Considerando que os torques de atrito viscoso sdo proporcionais as

velocidades angulares dos corpos (porém em sentido oposto) tem-se que:

Tav,l = _cl 2
Tav,Z = _CZ .ﬁ
Tppi =—Cpi 2,

Tav,R2 = _CRZ : ﬁm

(2.94)
(2.95)
(2.96)

(2.97)

onde c;, ¢,, cp; € cgs s30 as constantes de atrito viscoso dos corpos 1, 2, RI e R2,

respectivamente.

Optou-se em utilizar este modelo de atrito, comumente encontrado na

literatura, por ser o mais simples, uma vez que depende linearmente da velocidade

angular.

244,
Torques devido ao atrito seco

Devido as dificuldades em se modelar o atrito seco, muitos autores

desprezam-no, ou fazem uso do modelo de Coulomb [15], [21] e [22] que ¢

bastante simples, pois considera que o torque de atrito € sempre constante e opoe-
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se ao sentido do movimento do corpo. Entretanto, este modelo além de gerar
dificuldades na integracdo das equacdes de movimento [23] possui uma
inconsisténcia fisica pois, quando o corpo estiver em repouso, o torque de atrito
seco sera igual a zero. Porém, quando o corpo nao se encontra em movimento € ha
torques atuando sobre ele, o torque de atrito seco deve se igualar a resultante dos
demais torques aplicados, caso esta seja inferior ao valor maximo do torque de
atrito seco estatico. Para se realizar, entdo, uma modelagem mais realista, muitos
autores optam em utilizar modelos mais complexos para o atrito seco como se
observa em [24]-[33]. No entanto, tais modelos dependem de diversos pardmetros
que sdo dificeis de serem estimados. Assim, optou-se em utilizar neste trabalho
uma metodologia similar a apresentada por Piedbceuf et al. [23] que, apesar de
menos complexa, ndo traz as deficiéncias mencionadas do modelo de Coulomb.

No modelo utilizado, os unicos parametros que devem ser conhecidos, para
cada corpo i, sdo o torque de atrito seco dinamico (7 ;) € o valor maximo do
torque de atrito seco estatico (7, ;). Ambos podem ser obtidos com experimentos
simples conforme demonstrado em [23]. Durante a simulagdo numérica deve-se
verificar, antes de cada passo de integracdo, se o corpo esta deslizando (“slip”) ou
grudado (“stick™), pois em funcdo disso utiliza-se o torque de seco atrito dindmico
ou estatico, conforme se observa na Fig. 2.12.

Se em um determinado instante da simulacao a velocidade angular do corpo
i (6,) for diferente de zero, o torque de atrito seco que atua no corpo serd dado
por:

=-T,,, -sinal(0,) (2.98)

as,i

Se a velocidade angular for nula, mas o modulo da soma dos demais torques
que atuam no corpo i ( |Toumosi| ), €xcluindo o torque de atrito seco, for maior do
que Ty, entdo o torque de atrito seco no rotor serd dado por:

T =-T

as,i max,i : SinaZ(To (299)

utros i )

T

outros,i

Se a velocidade angular for zero, mas <T_. . entdo o corpo esta em

max,i

“stick” e o torque de atrito seco sera:

T.,,=-T

as,i outros i

(2.100)

Em sistemas com um grau de liberdade a obtengdo de T7,,..s; € bastante

simples, no entanto, em sistemas multicorpos tal tarefa ndo ¢ trivial, devido a
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complexidade das equagdes de movimento e a interacdo entre os corpos. O torque
Tounros que atua num determinado corpo i também podera possuir torques inerciais
decorrentes do movimento dos demais corpos. Um método para obtencao dos
demais torques que atuam em cada corpo sera apresentado posteriormente.

As equagoes 2.98, 2.99 e 2.100 estdo representadas na Fig. 2.12.

Tasri Tﬂs,s
M Tmari 1t
s .
I -1 |_ ___________ Td.'irs,.i
| | b A
| 1 | - Tamms,x >0
N ~Lmi |
-7 L L2
e, i
"SLIP" 9i¢ 0

"STICK" 6,=0

Figura 2.12 - Torque de atrito utilizado dependendo da velocidade angular.

Deve-se, porém, ressaltar que ndo ¢ conveniente considerar 6, =0 como

uma condi¢do de transicdo entre os regimes de “slip” e “stick”, pois durante a
resolucao numérica das equagodes diferencias o zero absoluto nunca ocorre (exceto
no inicio da simulagdo, caso a condigdo inicial de velocidade seja igual a zero).
Além disso, observa-se em experimentos que o deslizamento cessa abruptamente
abaixo de uma velocidade angular minima (@py;,;). Assim, considera-se que o

corpo encontra-se em “‘stick” sempre que:

Ol<w
1

min, i

No entanto, se o corpo estiver em “stick” segundo a defini¢ao acima e

também se |T,,,..| <7, (drea amarela da Fig. 2.13.a) entdo:
Tas,i = _Toutros,i - 91 = 0 - 91’ = constante

Ou seja, o corpo i permanecera com uma pequena velocidade angular

residual constante (9, ;). conforme se observa na Fig. 2.13.b.
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Tas,.i
M .
_______ITM,I 6_;
| |
| | . \ L /
| | - Tautms,i SMSIJHM’I
| |
, a)m.irz_i + — — — —h—
’ — 1
a) b)

Figura 2.13 - Velocidade angular residual.

Para se eliminar a velocidade angular residual pode-se adicionar ao torque
de atrito seco estatico um termo de amortecimento numeérico (7umerico). AsSim,
deve-se utilizar a Eq. (2.101) ao invés da Eq. (2.100).

r =-T

as,i outros.,i

+7T

numérico,i (2 10 1)
Para se assegurar que o modulo do torque calculado com a Eq. (2.101) nao

ultrapasse T,,,.; deve-se posteriormente utilizar a equagdo abaixo:

Se >T

max,i

Tas,i

- T, =sinal(T,,)-T, (2.102)

Piedbceuf et al. [23] propdem a utilizacdo de um termo de amortecimento

numérico proporcional a velocidade angular do corpo:

numérico,i = _Cnuméricu,i ‘Y (2103)
onde o coeficiente de amortecimento numérico ¢ dado por:
Hi
cnumérico,i = @ : Tmax,[ (2 104)

min,i
A constante ; deve ser escolhida de modo a se assegurar que:
1) para sistemas com um Unico corpo:
o momento de inércia do corpo i na dire¢ao do seu eixo de rotacao
dividido por ¢ seja razoavelmente maior do que o tamanho minimo do passo

da rotina de integracdo numérica das equacdes diferenciais do sistema;
i1) para sistemas multicorpos:
o termo J;; da Eq. (2.54) dividido por ¢ seja razoavelmente maior

do que o tamanho minimo do passo da rotina de integragdo numeérica das equagdes

diferenciais do sistema.
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Agora sera apresentado o método utilizado em [23] para se obter o torque
Tounros que atua em cada um dos corpos que compdem um sistema multicorpos
rigido.

Reescrevendo a Eq. (2.54):

Jl,l J1,2 J 3 J1,4 a Ea f}
o

—

JZ,I Jz,z J2,3 J2,4 "m _ “a, n fZ
Jio Jaa iz Jaa || B =5 S
J4,1 J4,2 J4,3 J4,4 ﬂm =B, f4

e substituindo cada componente dos torques generalizados ndo conservativos:

Jl,l J1,2 J1,3 J1,4 0.’ Tav,] Tas,] Tacnpl,] O f‘]
J J J J a T T T T,
2,1 2,2 2,3 2,4 .r.n — av,R1 + as,R1 + plLR1 + le,R1 + f2 (2 1 05)
J3,1 J3,2 J3,3 J3,4 IB T’av,Z T’as,Z Tacopl,Z O f:?
J4‘1 J4‘2 J4,3 J4,4 ﬂm Tav,RZ Tas,RZ Tucopl,RZ Tele,RZ .f4

Agrupando todos os vetores a direita da equagao acima, exceto o vetor que
possui os torques devido ao atrito seco, num unico vetor F=[F; F, F; F4]T, a

equagao fica:

Jau Y s Ja| @ £ T
J J J J a F T
2,1 2,2 2,3 2,4 m 2 + as,R1 (2' 106)
J3,1 J3,2 J3,3 J3,4 ﬂ E? Tas,Z
J4‘1 J4‘2 J4‘3 J4‘4 ﬁm F4 TIIS,RZ

Antes de cada passo de integracdo deve-se verificar se um ou mais corpos
possuem o modulo da velocidade angular menor do que a sua velocidade angular
minima ( @y , onde i=1,..,4).

Se, por exemplo, apenas o mddulo da velocidade angular do corpo / for
inferior a velocidade angular minima, isto ¢:

|0'c| < @pin
|dm| 2 @, R
‘ﬂ‘ 2 0,
B,

deve-se retirar o grau de liberdade relacionado ao movimento de rotagao do corpo

2w

min,R2

1 do sistema de equagdes diferenciais ordindrias, uma vez que este corpo estard

em “stick”. Para isso seguem-se os seguintes passos:
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1) o vetor que contém os torques de atrito seco € substituido por:

0
— Ty pa - sinal(a,,)
=Ty, - sinal(f5)
~Tiur2 Sinal(ﬂ'm)

Como foi suprimido o grau de liberdade do corpo 1, deve-se também
retirar o torque de atrito seco que atuaria neste corpo. Para os demais corpos
utilizam-se os torques de atrito seco dinamico, tendo em vista que estes nao se
encontram em “stick” (os mddulos das suas velocidades angulares sdo superiores
aos valores minimos). Tais torques sdo dados, portanto, pela Eq. (2.98);

11) a matriz dos coeficientes € substituida por:

L J, Jis Jiy
0 Jy, Jos oy
0 Jio Jis Jas
0 Jio Jus Jus

Ou seja, os componentes da coluna i=/ (coluna cujo namero
correspondente ao corpo cujo mddulo da velocidade angular ¢ inferior ao valor
minimo) sofreram a seguinte alteracao:

JEi—>J,, =0
seq . . ’
j=i—>J;, =1
iii) o vetor das derivadas segundas das coordenadas independentes ¢
substituido por:

outros,l
aﬂ‘l
ﬂﬂ‘l
1v) as matrizes e vetores apresentados nos passos anteriores sao utilizados na

Eq. (2.106), que fica:

1 J1,2 Jl,3 J1,4 outros,l F] 0

0 Jrs J2,3 Ja4 a, F, ~Tjrr * sinal(a,,)
. = =+ . .

0 J3,2 J3,3 J34 B F; — T4 sinal(f3)

0 J4,2 J4,3 J4,4 B, F, - Tdin,RZ -sinal(B,,)

Observa-se que o sistema composto por quatro equacdes diferenciais
ordinarias foi substituido por um sistema de equacdes diferenciais e algébricas

com trés aceleragdes e uma variavel algébrica (75.z0s,1)-
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V) 0 termo Tpyu0s,; Sera dado pelo primeiro componente do vetor que resulta

da multiplicagdo abaixo:

outros,l 1 Jl,2 J1,3 J1,4 F] 0
0 Jys J2,3 J2,4 F, ~Tjrr * sinal(a,,)
0 J3a J3,3 J34 F, =Ty sinal(f3)
0 Jin J4,3 J4,4 F, - Tdin,RZ -sinal(f3,,)

Apresentou-se acima um exemplo de um sistema com quatro graus de
liberdade onde apenas o corpo / possuia o modulo de sua velocidade angular
inferior a velocidade minima. Entretanto, o método se aplica em sistemas com
diferentes graus de liberdade e quando qualquer um dos demais corpos possuir o
modulo de sua velocidade angular inferior a velocidade minima.

Entdo se, por exemplo, ocorrer a seguinte situagao:

|0'c| 20,
|dm| < D0 Ry
‘ﬂ‘ < B,
8.

os torques Toumosri © Tounos2 S€Ta0, respectivamente dados pela segunda e pela

Z a)min,RZ

terceira colunas do vetor que resulta da multiplicagao abaixo:

J, 00 J, F, =T, - sinal(a)
outros,R1 JZ,I 1 O J2,4 . FZ 4 0
outros,2 J3,1 O 1 J3,4 F3 0

J4,1 00 J4,4 F, - Tdin,RZ -sinal(f3,))

Até agora, considerou-se que os valores dos torques de atrito seco dindmico
(T4in) e dos torques maximos de atrito seco estatico (7,,) de cada corpo sdo
conhecidos. No entanto, os torques de atrito seco que atuam em um corpo na

verdade nao sdo constantes, uma vez que dependem da forca normal, Fig. 2.14.

gl
"y

Figura 2.14 - Torque devido ao atrito seco.
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Neste trabalho, como se utilizam as equacdes de Lagrange apenas com as
coordenadas independentes do sistema, as for¢as normais nas juntas de rotacdo
ndo podem ser determinadas. Para determiné-las seria necessario empregar outra
formulacao para a obtencao das equagdes de movimento de sistemas multicorpos
rigidos com restrigdes. Um exemplo sdo as equagdes de Lagrange que utilizam o
nimero maximo de coordenadas e multiplicadores de Lagrange [12] ou a
formulacao apresentada por Haug [34], que também faz uso do nimero méaximo
de coordenadas e multiplicadores de Lagrange. Estas formulagdes tém o
inconveniente de tornar o sistema de equagdes maior, requerendo mais tempo
computacional para a simulagdo, conforme se observa em [35].

Uma outra possibilidade para se obter as equagdes de movimento do
sistema com as forgas de restricdo seria isolar cada corpo e aplicar as equagdes de
Newton-Euler [36], considerando os momentos e forcas nas juntas que unem 0s
corpos. No entanto, tal estratégia requer exaustivas manipulagdes para se chegar
as equagdes de movimento, conforme se observa em [37].

Porém, se forem considerados apenas os torques de atrito seco provenientes
das escovas dos motores elétricos, Fig. 2.15, tem-se que:

Tmax,l = Tmax,2 = Tdin,l = Tdin,2 =0 (2107)

E j escovas e
mancal |:| otor mancal
)

/)

1

Figura 2.15 - Atrito seco nos motores elétricos.

Desprezando o atrito seco nos mancais do sistema e considerando que os
mancais suportam as for¢as normais, nao haverd variacdo da forca normal nas
escovas dos motores.

Com isso, os torques Tyuxris Tmax.r2s Tainri € Tainr2 também ndo irdo variar
com o movimento dos corpos e igualar-se-do aos valores observados com os

motores desacoplados do sistema. Isto significa que tais torques podem ser
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obtidos com experimentos realizados nos motores sem estarem montados no

mecanismo.

2.5.
Solugao aproximada das equagoes de movimento

Conforme foi visto, o sistema de equacdes dinamicas compde-se de
equacdes diferenciais ordindrias (ODEs) de primeira ordem ¢ ODEs de segunda
ordem, estas dadas pela Eq. (2.105) que, quando explicitada para as derivadas

segundas das coordenadas independentes, fica:

-1

d Jl,l JLZ J1,3 J1‘4 Tav,] Tas,] Tacopl,] O f}
a J J J J T T, T., T,

m — 2,1 2,2 2,3 2,4 av,R1 + as,R1 + plLR1 + le,R1 + fZ
ﬁ J3‘1 J3,2 J3‘3 J3‘4 Tav,Z Tas,Z Tac()p/,z O f‘3
ﬂm J4,1 J4 2 J4 3 J4,4 Tav,RZ Tas,RZ Tacnpl,RZ Tele,RZ f4

(2.108)

Os termos J;; (i=1,....4 e j=1,...,4) e f; (i=1.,...,4) sdo fungdes ndo lineares das

coordenadas independentes, suas derivadas primeira em relacdo ao tempo e dos

movimentos prescritos do corpo 0 (posicao, velocidade e aceleragdo do ponto a, e,
S W 7.0..7.6,5 )

Para se utilizar algum algoritmo destinado a solu¢do numérica aproximada

de sistemas de ODEs de primeira ordem, [38] e [39], deve-se reduzir a ordem da

Eq. (2.108). Para tal faz-se a seguinte transformagao de coordenadas:

¢ =a (2.109)
7 =a, (2.110)
4 =f (2.111)
4. =B, (2.112)
g5 = (2.113)
4=, (2.114)
¢, =p (2.115)
4 =B, (2.116)

Com isso, o conjunto de ODEs de primeira ordem que descreve a dinamica

de todo o sistema fica:
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4, =4;

4, =95

4; =4,

44 =45

) -
qs J1,1 J1,2 J1,3 J1,4

qs _ Jor Jon Jas Jas

49, S s Jas Jis

gy Jog Jap Jas Jua

Ta\)l:_cl'qS

__Tn
acopl,R1 —
Nl
Tacapl,] = TEl

Tav,R] Tas,R] Tacopl,R]
+ + 7

Tuv,Z Tus'Z acopl,2

Tav R2 Tas,R2 T copl,R2

Ty =k, (adl _0b1)+csl (ém _ébl)

q,

9 =12 _
d1 N, q,
qs

O =9o _
d1 N, qs

sl

_ TE2
acopl,R2 —
N2
Tacopl,Z = TE2

Ty, =k, (Hdz _9b2)+032 (dzz

_ébz)

T ele,R1 f 2
+ +

68

(2.117)
(2.118)
(2.119)
(2.120)

0 /i

o1+ || @12y

T ele,R2 .f4

(2.122)
(2.123)
(2.124)

(2.125)

(2.126)

(2.127)

(2.128)

(2.129)

(2.130)

(2.131)

(2.132)

(2.133)

(2.134)
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q,
6. =1+ _ 2.135
d2 N, q; ( )
) q
6, ZFSZ—% (2.136)
5 k2
max| 0,6, +f(9d2 - ‘91;2) se O, =1,
s2
. .k
0 =3 O +;2(0d2 _‘91;2) se |0b2| <7, (2.137)
52
. ] ksZ
min| 0,6, +_('9d2 - ‘9b2) se 0,, =11,
L 52
7—;_)le,Rl = ktorque,Rl : iRl (2138)
dip, _ Up, — Ry - lpy — kfcem,Rl "4 (2.139)
dt L, '
7—'ele,RZ = ktorque,RZ * iRZ (2 140)
dip, _ Upy = Rpy “lpy _kfcem,RZ gy (2.141)
dt L, '

Os termos J;; (i=1,...,4 e j=1,....4) e f; (i=1....,4) sdo fung¢des ndo lineares de
qi, 92> 93, 94, 45, 46, 47 € qs € dos movimentos prescritos do corpo 0 (posi¢do,
velocidade e aceleragdo do ponto a, e, o,y , 7, S, v,y, S, vevy).

Para a implementacdo de algum algoritmo destinado a solugdo aproximada
de ODEs de primeira ordem deve-se fornecer as condic¢des iniciais do sistema:
71(0), g2(0), g3(0), 4(0), g5(0), g6(0), g7(0), gs(0), ir:(0), ir2(0), 6:(0) € 6:2(0).

Os torques de atrito seco devem ser calculados antes de cada passo de
integragdao conforme o procedimento discutido anteriormente.

As tensdes fornecidas aos motores (ug; € ug>) sdo as variaveis de controle e
na proxima sec¢do serdo apresentados métodos para a sua obtencdo. Se for
utilizado um controlador digital havera um atraso na atualizacdo do sinal de
controle, dado por At¢. Este atraso corresponde ao tempo entre a aquisi¢do de
dados pelos sensores, processamento dos dados e calculo da tensdao de controle.
Para que este atraso seja considerado na simulagdo ndo se deve atualizar as
tensdes nas equagdes 2.139 e 2.141 a cada passo de integrag@o e sim conforme o

esquema apresentado a seguir:
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1) com os dados fornecidos pelos sensores, em um instante ¢, as tensdes de
controle sdo calculadas;

i1) as EDOs sdo integradas de ¢ até (¢+A¢), utilizando tensdes constantes que
foram calculadas em (z—Af). Simula-se, assim, um atraso de A¢ segundos, bem
como um segurador de ordem zero, também chamado de Z.O.H. (“zero order
hold”);

iii) no instante (¢+4¢) novas tensdes de controle sdo calculadas;

iv) o processo de integracdo continua de (t+A4f) até (z+2At), utilizando
tensdes constantes que foram calculadas em ¢ (novamente um atraso de A4f);

V) o processo ¢ repetido até o instante final da simulagao.

Cabe também ressaltar que nos sistemas reais ha um limite para as tensoes
fornecidas aos motores (Uzr; e Upg2). Assim, deve-se incluir as seguintes sub-

rotinas no programa de simulacdo:

Seup;> Upp; entdo ug;=Uppg; (2.142)
Seup; < —UpLp; entdo ugp;=—Urg; (2.143)
Seury> ULrz entdo ugy = Upg: (2.144)
Seupr<—Urgry entdo up;=—ULgr: (2.145)
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