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Definicao do Problema

2.1
Formulacao Matematica

O problema do Fluxo Méximo entre todos os pares de nds surge no
contexto de redes, estas representadas por grafos, e deriva-se do problema singular
de fluxo maximo entre um né origem e um né destino. Para entendimento, segue
uma introducio a teoria dos grafos e dos fluxos, e uma apresentacdo do problema
de fluxo maximo. Para mais informagdes sobre grafos e fluxos, ver as referéncias

(3,6, 11, 13, 30].

Conceitos basicos da teoria dos grafos:
Definicao 1. Um grafo direcionado G = (V, A) consiste de um conjunto V de
vértices v, também chamados de nos, e um conjunto A de arcos a, onde cada arco
é um par ordenado (i, j) de vértices. O vértice i do par é a fonte do arco e o

vértice j o alvo.

Na Figura 2.1, os arcos sdo: (v1, v4), (v4, v3), (v3, v2), (v2, v3), (v2,v4) e

(vl, v2).
—»

Figura 2.1: Exemplo de grafo direcionado.

Definicao 2. Um grafo direcionado G é dito simétrico se para cada arco (i, j)

existe um correspondente arco reverso (j, i).
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D=

Figura 2.2: Exemplo de grafo simétrico.

Definicao 3. Um grafo ndo direcionado G = (V, E) consiste de um conjunto V de
vértices v, também chamados de nos, e um conjunto E de arestas e, onde cada

aresta é um par ndo ordenado (i, j) de vértices.

Cabe notar que as arestas, representadas pela letra e, sdo diferentes dos
arcos, estes representados pela letra a. Ao contrario dos arcos, as arestas nao
possuem sentido, ou igualmente falando, possuem duplo sentido. Dessa forma, um
grafo ndo direcionado possui a mesma estrutura de um grafo direcionado

simétrico. Sua representacao € ilustrada na Figura 2.3.

Figura 2.3: Exemplo de grafo nédo direcionado.

As definicdes que se seguem sdo aplicadas a grafos ndo direcionados, visto

que esta dissertacdo lida apenas com estes casos.

Definicao 4. Uma aresta e = (i, j) é dita incidente aos nos i e j. Os nos i e j por

sua vez sdo adjacentes entre si e sdo chamados extremos da aresta e.

Definicao 5. Uma aresta e = (i, i), ou seja, possui o vértice i como seus extremos,
é chamada lago. Quando duas arestas possuem o0s mesmos extremos, SAo

chamadas arestas em paralelo.
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A Figura 2.4 ilustra um exemplo de lago e um de arestas em paralelo.

Figura 2.4: Arestas em paralelo ligam os nés v3 e v4 e o lago liga vl a v1.

Definicao 6. Um grafo que ndo contém lagos e arestas em paralelo é chamado

simples.
Neste trabalho serdo abordados apenas casos de grafos simples.

Definicao 7. E chamado de caminho entre dois nds i e j uma seqiiéncia de arestas
@@, v1), Vi, v2), ..., (Vkp, J), ou uma seqiiéncia de nos i, vj, vz, ..., Vi1, j onde dois
nos consecutivos sdo adjacentes. k é o niimero de arestas no caminho.

Denota-se i-j ou P, ; como o caminho de i até j.

1

Definicao 8. Um caminho é elementar quando ndo passa duas vezes por um

mesmo no.

Neste trabalho, todo caminho referido € um caminho elementar. Na Figura

2.3, um exemplo de caminho entre vl e v3 € (v1, v2), (v2, v4), (v4, v3).

Definicao 9. Um ciclo é um caminho onde um mesmo no é o extremo inicial e

final do caminho.

Os ciclos serdo sempre elementares nesta dissertagao visto que o caminho
¢ sempre elementar. Um exemplo de ciclo na Figura 2.3 € (v1, v2), (v2, v4), (v4,

vl).

Definicao 10. Um grafo ndo direcionado é dito conexo se para todo par de

vértices {s, t} de G, existe um caminho entre s e t.
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Definicao 11. Um grafo é uma drvore se for conexo e ndo possuir ciclos.

Uma floresta é um grafo que ndo possui ciclos.

A Figura 2.5 ilustra uma arvore e uma floresta.

e L2

Arvore Floresta

Figura 2.5: llustracdo de uma arvore e de uma floresta.

Definicao 12. Seja G o grafo G = (V, E), V' um subconjunto de V e E' um
subconjunto de E. O grafo G' = (V', E") é um subgrafo de G.

Uma subdrvore é um subgrafo de uma drvore.

Definicao 13. Um grafo parcial de G = (V, E) é um grafo G' = (V, E'), onde E' é

um subconjunto de E.

Um exemplo de grafo parcial € ilustrado na Figura 2.6.

Grafo G Grafo parcial de G

Figura 2.6: Exemplo de grafo parcial.

Definicio 14. £ chamada drvore geradora de um grafo conexo G, um grafo

parcial de G conexo que ndo contém ciclos.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0821420/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0821420/CA

16

A Figura 2.7 ilustra uma arvore geradora.

Grafo G Arvore Geradora de G

Figura 2.7: Exemplo de arvore geradora.

Como nomenclatura, neste trabalho, a letra n representard o nimero de nés

em um grafo, e a letra m o nimero de arestas de um grafo.
Conceitos basicos da teoria de fluxos em rede:

Definicao 15. Uma rede (ndo direcionada) é definida como um grafo G = (V, E)
associado a uma funcdo c: E — R+ chamada fungdo de capacidade.
Dois especificos nos s e t sdo chamados respectivamente a origem

(source) e o destino (terminal) da rede.

Figura 2.8: Exemplo de rede néo direcionada.

Como foi visto, um grafo nio direcionado pode ser representado por um
grafo direcionado simétrico. Analogamente, uma rede ndo direcionada possui a

mesma estrutura de uma rede direcionada simétrica.
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Figura 2.9: Exemplo de rede direcionada simétrica.

Os exemplos das Figuras 2.8 e 2.9 sdo equivalentes. As arestas em 2.8 sdo
representadas por dois arcos de sentidos opostos em 2.9, onde cada arco possui a
mesma capacidade da aresta original, possibilitando assim capacidade igual para

qualquer sentido.

Definicao 16. Seja uma rede G = (V, E) onde s é o né origem e t 0o no destino.
Considere dois subconjuntos complementares S ¢S de V, ou seja, S NS = O e

SUS =V, onde S contém o né s e S contém o né . (S,S) é o conjunto de

arestas com uma das extremidades em S e a outra em S . O conjunto (S ,S ) é
chamado de corte entre, ou que separa, os nos s e t. O corte (S, S ) é também
simbolizado como corte (s - t).

A capacidade do corte (S, S ) é definida como:

«(5,5)= 2, ¢ ).

€S, jes

A remocdo de todas as arestas do corte separa a rede em dois
componentes. A Figura 2.10 ilustra um corte, representado pela linha tracejada,

entre s e t de capacidade 8.

Figura 2.10: Exemplo de corte.
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Se for considerada uma rede direcionada, um corte (S , S) serd o conjunto
de arcos cuja extremidade-fonte se encontra em S e a extremidade-alvo em S . O
corte (S, S ) por sua vez, é o conjunto dos arcos de sentido inverso aos arcos do

corte (S, §).

Definicao 17. Dentre todos os possiveis cortes que separam s e t, aquele com a

menor capacidade é chamado de corte minimo.

Definicao 18. Seja uma rede direcionada G = (V, A) com s sendo o no origem e t
o no destino, um fluxo em G é uma fungcdo f: A — R+ com as seguintes

propriedades:

® Restricdao de capacidade: o fluxo que passa em cada arco ndo pode ser
superior a capacidade do arco, ou seja, Vi, jeV, f (i, j) < c(i, j).
e C(Conservagdo do Fluxo: o fluxo total que entra em um no v tem igual valor

ao fluxo total que sai de v, exceto para os casos de s e t. Ou seja,

eV s S i)=Y £, j).

eV jev

O valor do fluxo | f | na rede pode ser obtido por meio das equagcoes

seguintes:

1. fluxo total que sai de s menos o fluxo total que entra em s:

L= fls.i) =D £Qis)

eV jev
2. fluxo total que entra em t menos o fluxo total que sai de t:

Lf= > fle) = fj)

eV jev
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Como a grandeza fluxo necessita de um sentido, ela foi definida em termos
de uma rede direcionada. Mas se esta rede direcionada for simétrica, equivale a
um fluxo em uma rede nao direcionada. No caso, o fluxo na aresta serd a diferenca

entre os fluxos dos dois arcos. A Figura 2.11 ilustra um exemplo.

Fluxo em rede Fluxo na equivalente
direcionada simétrica rede nio direcionada

Figura 2.11: Exemplo de equivaléncia de fluxos.

Definicao 19. Determinar o valor mdximo do fluxo que se pode enviar do né
origem s para o no destino t em uma rede, é conhecido como o problema do fluxo

mdximo.

Teorema 1 (Ford e Fulkerson) fluxo maximo - corte minimo. Seja f uma

fungdo de fluxo de uma rede direcionada de origem s e destino t, e um corte

(S, §) separando s e t. Entdo:
LoIf1< s, 5);
2. Selfl=c(S,5), entdofémaximo e (S, S) é minimo;
3. 1f1=c(S,S) se e somente se:
a) para todo arco ade (S, §), f(a) = c(a);

b) para todo arco a de (5, S),f(a) = 0.
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As Figuras 2.12 e 2.13 ilustram respectivamente o fluxo maximo nas redes

das Figuras 2.8 e 2.9, ambas equivalentes.

Figura 2.13: Fluxo maximo na rede direcionada da Figura 2.7.

De acordo com o item 3 do Teorema 1, no fluxo maximo, os arcos do
corte (§ , S) deverdo ter fluxo zero. Desta forma, pode-se deduzir que, em uma
rede direcionada simétrica, e, consequentemente, também, ndo direcionada, o
fluxo méximo da origem s para o destino t terd igual valor ao fluxo maximo de t
para s.

Denota-se f; como o fluxo maximo entre o par de nds s e ¢.

Para este trabalho, a menos que seja especificado, toda rede mencionada

sera uma rede nao direcionada.

2.2
Revisao Bibliografica

Apé6s a introducdo a teoria dos grafos e dos fluxos em rede, foi
apresentado, também, o problema do fluxo mdximo (definicdo 19) entre uma

origem e um destino em uma rede. Este problema foi primeiramente resolvido por
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Ford e Fulkerson [6] com o Teorema 1 do fluxo mdximo e do corte minimo, uma
extensdo do teorema de Menger [28].

O problema que trata este trabalho € uma derivacdo do problema do fluxo
mdximo. Em vez de determinar o fluxo maximo entre somente um par de nos, {s,
t} por exemplo, busca-se calcular o fluxo mdximo entre todos os pares de nds de
uma rede; o que € conhecido como o problema do fluxo mdximo multiterminal.

E importante ressaltar que o problema multiterminal é diferente do
problema de multifluxos, ou multiproduto. Nestes, os fluxos entre varias origens e
destinos sdo calculados simultaneamente na rede, enquanto naquele, apesar de
determinar o fluxo méximo entre todos os pares de nds, é considerado, a cada
momento, somente uma origem e um destino na rede.

O problema do fluxo mdximo multiterminal pode ser obviamente resolvido

calculando o fluxo mdximo n(n—1)/2 vezes, uma para cada par de nés nio
ordenado da rede. Gomory e Hu [9] mostraram que dentre os n(n—1)/2 valores
de fluxo maximo, existem no maximo n — 1 valores distintos, e que estes podem
ser obtidos resolvendo o problema de fluxo maximo exatamente n —1 vezes.

Estes resultados sdo apresentados por meio do que eles chamaram de arvore de
cortes Gomory e Hu, pela qual se pode obter os fluxos méximos entre todos os
pares de nds da rede.

E importante notar que o algoritmo de Gomory e Hu resolve o problema
multiterminal apenas para o caso de uma rede ndo orientada, simétrica.
Resolugdes para o caso de uma rede direcionada foram elaboradas primeiramente
em Gusfield e Naor [16] e Schnorr [17], mas Benczur [20] provou estarem
erradas. Para o leitor interessado no estudo do caso de redes direcionadas, ver
[22].

Em 1990, Gusfield [10] desenvolveu um simples algoritmo capaz de obter
a arvore de cortes de Gomory e Hu com a mesma complexidade. Seu método
também utiliza n—1 computacdes do algoritmo de fluxo méaximo, porém
eliminou a idéia de contra¢do de nds imposta por Gomory e Hu.

Os algoritmos de Gomory e Hu e de Gusfield serdo detalhados nas sec¢oes

que seguem.
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2.2.1
Método de Gomory e Hu

Ap6s a observagao da existéncia de no maximo n — 1 valores distintos de

fluxo maximo em uma rede, Gomory e Hu desenvolveram um método capaz de

obter os n(n —1)/2 valores de fluxo maximo por meio de contragdes (definicao
20) e n—1 execucdes do algoritmo de fluxo méximo, cujo resultado final é

expresso pela arvore de cortes (defini¢ao 21).

Definicao 20. Seja a rede G = (V, E). Uma contragdo de vértices vy, v,,..., vi de G

em um unico vértice v, chamado super no, consiste em:
1. substituir em G os vértices vy, V..., x pelo super no v .

2. substituir, para todo vértice v;, i € {1,...,k}, as arestas (v;, u), onde u € V

€ um vértice ndo contraido, pela aresta (v, u) cuja capacidade c(v, u) =

Zc(vi,u).

i
Uma rede que possui um super no é chamada de rede contraida.

A Figura 2.14 ilustra uma rede e sua forma contraida obtida pela contracdo dos

nds 2 e 3 em um super no.
2
Omn OO
1 1
OEROENO
3
Rede Rede Contraida

Figura 2.14: Contragdo em uma rede.

Definicao 21. Seja a rede G = (V, E). Uma drvore de cortes (cut tree) CT é uma
drvore com capacidades nas arestas e com os mesmos vértices de G. Suas

propriedades sdo:
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Para toda aresta (i, j) € CT, a capacidade de (i, j) é igual ao valor do

fluxo mdximo entre i e j em G:
V(l, ])G CT’ C(i’ .]) = f‘i,j‘

Toda aresta de CT corresponde a um corte minimo em G. A retirada de
uma aresta (i, j) em CT divide-o em dois subconjuntos de vértices X e X
comie Xeje X . Assim, o corte (X, )?) forma um corte minimo (i - j),

representado por C;j, de G.
v (@i, j)e CT, (i, j)=C, ;.

Para todo par de vértices {s, t} de G, o valor f;, do fluxo mdximo entre s e
t € a menor capacidade de aresta do tinico caminho que conecta s e t em

CT. Esta aresta de menor capacidade serd o corte minimo Cs,.

A Figura 2.15 ilustra um exemplo de arvore de cortes construida a partir de

uma rede. Pode-se observar, pelas propriedades mencionadas, que o corte minimo
entre os n6s 2 e 3 e os nds 1 e 2 sdo respectivamente as arestas (2, 3) e (1, 2) da
arvore de cortes C7T. Seus fluxos maximos sdo as capacidades destas arestas, no
caso, 3 e 4. O corte minimo entre os nés 1 e 3 € por sua vez a aresta (2, 3), com

fluxo maximo igual a 3.

2

Rede Arvore de Cortes CT

Figura 2.15: Uma rede e sua arvore de corte.
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Definicao 22. A intersecdo entre dois cortes minimos (X X ) e (Y Y ) ocorre se

todos os quatro conjuntos X \Y, XY, XNY, X NY sdo ndo vazios.

A intersecdo de cortes € ilustrada na Figura 2.16. Dois cortes (X . X ) e
(Y, 17) se intersectam. X € o conjunto dos nés {1, 4} e X dos nés {2, 3}. Y = {1,
2} e Y = {3, 4}. De acordo com a Defini¢io 22, a intersecio entre os cortes ocorre
pois os quatro conjuntos X NY = {1}, XY ={4}, XNnY ={2}, XNY =

{3} s@o nao vazios.

Figura 2.16: Exemplo de intersegéo de cortes.

O algoritmo criado por Gomory e Hu induz, por meio de processos de
contragdes de vértices, a formagdo de cortes minimos que ndo se intersectam.
Desta forma, eles mostraram que o fluxo méaximo calculado entre dois nés nao
contraidos em uma rede contraida tem igual valor ao calculado na rede original. O
corte minimo encontrado na rede contraida também ¢ corte minimo na rede
original, bastando substituir os super nés pelos nés que os compdem.

A arvore de cortes final € alcangada quando todos os super nés possuem
apenas um né cada, e isto acontece apds n —1 resolucdes do problema de fluxo
maximo.

Em geral, é possivel encontrar varias arvores de cortes para uma mesma
rede. A arvore de cortes apenas serd unica se todos os cortes (s-t) da rede forem
unicos.

A Figura 2.17 ilustra o algoritmo de Gomory e Hu (GH). Um exemplo de

sua aplicacdo segue apos.
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procedimento GH (G);

1 Calcule corte minimo (X X ) entre dois nods arbitrarios da rede G;

2 Construa drvore CT contraindo X e X em dois super nés e os ligando
através de uma aresta de capacidade ¢ (X X );

3 enquanto existir super né com mais de um n6 faca
4 Selecione arbitrariamente dois nds s e ¢ de um super n v ;
5 Contraia, em G, cada componente conexo de CT'\ v em um super no,

gerando uma rede contraida;

6 Calcule corte minimo (X HX 1) entre s e ¢ na rede contraida

onde se X, ete X,;

7 Conecte os super nés X; e X, com uma aresta de capacidade ¢ (X L X, );
8 se X estiver do mesmo lado do corte que s

9 Conecte X a Xi;

10 se nao

11 Conecte _51)71;

12 finalize se

13 finalize enquanto
14 retorne CT;
finalize GH,

Figura 2.17: Pseudocédigo do algoritmo de Gomory e Hu.

O algoritmo de Gomory e Hu serd aplicado a rede da Figura 2.18.

Figura 2.18: Rede G aonde sera aplicado o algoritmo de Gomory e Hu.

Sdo escolhidos arbitrariamente os nds 2 e 4 para a execugdo da linha 1 do
algoritmo. O corte minimo (2-4) tem capacidade 5 com X = {1, 2} e X = {3, 4}.
A Figura 2.19 ilustra a linha 1 e 2 do algoritmo.
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Corte minimo (2-4) CcT

Figura 2.19: Execugéo das linhas 1 e 2 do algoritmo GH.

Escolhe-se arbitrariamente os nés 1 e 2 do super n6 X (linha 4). Na linha 5,
¢ determinado CT \ X, e identificado um componente conexo com 0s nés 3 e 4 a
ser contraido em G. Realiza-se o célculo do corte minimo entre os nés 1 e 2 na
rede contraida (linha 6). O resultado ¢ um corte minimo (1-2) de capacidade 4

com X; = {1} e X, = {2, {3,4}}. A Figura 2.20 ilustra a execugio das linhas 4, 5

e 6 do algoritmo.

Corte minimo (1-2) CT\X

Figura 2.20: Execugéo das linhas 4, 5 e 6 do algoritmo GH.

As linhas 7 a 11 atualizam a 4rvore de cortes com o resultado obtido na
linha 6. Os vértices 1 e 2, que pertenciam ao super né X, agora estdo separados na
nova arvore de cortes CT). A aresta que os conecta possui a capacidade do corte
minimo (1-2), ou seja, 4.

O super né que contém os vértices 3 e 4 se encontra do mesmo lado do
corte minimo (1-2) que o vértice 2. Sendo assim, em CT eles estardo conectados.

A Figura 2.21 ilustra a nova drvore de cortes.
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4
CT,

Figura 2.21: Nova arvore de cortes CT; apds primeira iteracédo do lago enquanto.

z

A condicdo do laco enquanto € analisada novamente (linha 3) e uma

segunda iteracdo se inicia, visto que na arvore de cortes ainda existe um super nd

composto por mais de um nd, no caso, X = {3, 4}.

Vértices 3 e 4 sdo entdo selecionados como s e ¢ (linha 4). A Figura 2.22
ilustra CT; \ X , e a rede contraida apés o processo de contragio dos vértices 1 e
2. O corte minimo (3-4), de capacidade 3 e com X; = {3} e )?2 = {4, {1, 2}},

também encontra-se ilustrado.

Corte minimo (3-4) CT;\ X

Figura 2.22: Execugéo das linhas 4, 5 e 6 da segunda iteracao.

CT, ¢ atualizada dividindo o super né X = {3, 4} em dois super nds, estes

conectados por uma aresta de capacidade 3. Como o super n6 X = {1, 2} estd
contido em X ,= {4, {1, 2}}, o super n6 de vértice 2 se conectard, em CT,, ao

vértice 4. A Figura 2.23 ilustra CT,.
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CT,

Figura 2.23: CT, e arvore de cortes final de G.

z

A linha 3 do algoritmo € executada novamente. Desta vez ndo ha, na
arvore de cortes, nenhum super né composto por mais de um nd, e o algoritmo
chega ao fim. CT) € retornada.

Observe que no exemplo foram computados exatamente n —1 (no caso

trés) algoritmos de fluxo maximo/corte minimo, nos quais os cortes minimos nao
se intersectam. O valor do fluxo maximo entre quaisquer dois nds € a menor
capacidade de aresta no caminho que os conecta na arvore. O valor de fluxo

maximo, por exemplo, entre 2e3é3,entre l e4é4,eentre 2e 4 é 5.

222
Método de Gusfield

Gusfield desenvolveu um método muito simples para construir uma arvore
de cortes. Apesar de resolver o problema multiterminal com a mesma

complexidade do método de Gomory e Hu, ou seja, com n —1 execucdes do

algoritmo de fluxo maximo, sua implementacdo é muito f4cil: bastam apenas
cinco linhas de cdédigo adicionadas a qualquer algoritmo que calcule corte
minimo.

Seu método demonstrou que os principios bdsicos do algoritmo de
Gomory e Hu, no caso, a formagdo de cortes minimos que ndo se intersectam, e,
conseqiientemente, a contragdo de vértices, ndo sdo necessarios para a construcao
de uma arvore de cortes.

A Figura 2.23 ilustra o algoritmo de Gusfield (Gus).
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procedimento Gus (G);

1

9

10
11
12
13
14

Gere uma arvore estrela 7 onde o vértice 1 € a raiz e 0s outros
vértices de 2 a n sdo as folhas ligadas a 1;
para s=2an faca

Selecione  como sendo o (inico) vizinho de s em T;

Calcule corte minimo (X X ) entre s e ¢ na rede original G;

Marque a aresta (s, t) € T com a capacidade do corte minimo (X X );

para todo vértice i # s faca

se i é vizinho de ¢, e, estd do mesmo lado do corte (X X ) que s faca

Desconecte i de t;
Conecte i a s;
Marque a nova aresta (i, s) com a capacidade da antiga aresta (i, 7);
finalize se
finalize para
finalize para

retorne 7T

finalize Gus;

Figura 2.23: Pseudocdédigo do algoritmo de Gusfield.

A titulo de exemplo, segue uma aplicacdo do método de Gusfield a rede da

Figura 2.24.

Figura 2.24: Rede G aonde sera aplicado o algoritmo de Gusfield.

Com os quatro nds cria-se uma arvore estrela de raiz vértice 1 e folhas de

vértices 2, 3 e 4 (linha 1). A Figura 2.25 ilustra a execucao desta primeira linha.
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ORyO
O—0)

Figura 2.25: Arvore estrela T.

O primeiro vértice a ser selecionado como s no laco para é o 2.

Naturalmente, ¢ sera seu vizinho em 7, no caso o vértice 1 (linhas 2 e 3). O corte

minimo (X L X 1) entre 1 e 2 na rede original G € calculado na linha 4 do

algoritmo (ver Figura 2.26). X, = {2, 3} e )71 = {1, 4}. A capacidade deste corte

Ompo
2
(D=
|
|

(2-1) corte

minimo € igual a 5.

Figura 2.26: Corte minimo (2-1).

Calculado (X X 1), marca-se a aresta (1, 2) em T com a capacidade do

corte (linha 5). A partir da linha 6 até a 10 ocorre a atualizacdo da arvore 7. O

vértice 3 é diferente de s (2), € vizinho de 7 (1) em T e encontra-se do mesmo lado
do corte (X L X l) que s. Nesta etapa, o vértice 3 € o tinico que satisfaz esses trés

pré-requisitos, e, desta forma, ele se desconecta do n6 1 e conecta-se ao 2 em 7,

gerando 7. A Figura 2.27 ilustra a marcagdo e a atualizacdo de 7.
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(a) Marcacao (b) Atualizagdo

Figura 2.27: Execugédo da linha 5 em (a) e das linhas 6 a 10 em (b).

Para a segunda iteracdo do lago para da linha 2, o vértice 3 € selecionado
como s. Seu unico vizinho em 77 € o vértice 2, logo, ond 2 € ¢. (Xz, )?2) € o corte
minimo determinado entre 3 e 2 na rede G (linha 4), sendo X, = {3} e X , =1{1,2,

4}. Sua capacidade € igual a 2. A Figura 2.28 ilustra o corte minimo.

Figura 2.28: Corte minimo (3-2).

A Figura 2.29 ilustra a marcagdo e a atualizacdo de T, desta iteracdo.
Perceba que nenhum vértice satisfaz os trés requisitos (linhas 6 e 7) para a

atualizacdo de 7).

-

(a) Marcacao (b) Atualizagdo

Figura 2.29: Marcagéo em T; (a) e atualizagéo de T; em T, (b).
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Na dltima iteracdo, para s =4, t € 1. O corte minimo entre eles é (X X, ),
sendo X3 = (3,4}, X, = {1, 2} e c(X,, X,) = 4. Esta etapa encontra-se ilustrada

na Figura 2.30.

Figura 2.30: Corte minimo (4-1).

A aresta (1, 4) em T, € entdo marcada com a capacidade 4. Novamente nao
ha vértices na rede que satisfacam os trés requisitos para a atualiza¢do da arvore.
Desta forma, T3 serd igual a T, com a aresta (1, 4) marcada. A Figura 2.31 ilustra

a arvore final do algoritmo 73, que também € a arvore de cortes da rede G.

(D

Figura 2.31: T; (arvore de cortes de G).

Observa-se, por meio deste exemplo, que nao € necessario, pelo método de
Gusfield, exigir que os cortes minimos ndo se intersectem para construir uma

arvore de cortes. O contra exemplo s@o os cortes minimos (2-1) e (4-1). Todos os
quatro seguintes conjuntos X, N X, = {3}, X,n X, = {2}, X,n X, = {4},
X, N X, = {1} sdo ndo vazios, logo, de acordo com a definigdo 22, (2-1) e (4-1)
se intersectam.

Apesar de o método de Gusfield aparentar ser mais simples do que o de
Gomory e Hu, Goldberg e Tsioutsiouliklis [8] e Chekuri et al. [12] demonstraram

que, com a implementacao de certas heuristicas, 0 método de Gomory e Hu possui

complexidade menor do que o de Gusfield. Também se pode perceber que o
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método de Gomory e Hu aplica os algoritmos de corte minimo em redes menores

(contraidas) do que a rede original, enquanto que Gusfield utiliza a rede original.

Estes dois métodos apresentados s@o os principais, na literatura, para a

resolucdo do problema de fluxo mdximo multiterminal. O ponto crucial é a
constatacdo de que ambos determinam os n(n—1)/2 valores de fluxo maximo

por, tdo somente, n—1 execugdes do algoritmo de fluxo méximo/corte minimo.
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